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Vorwort. 


Diejenigen  Lehren  der  Analysis,  welche  gewöhnlich  als 
der  elementare  Theil  derselben  betrachtet  werden,  sind  in  der 
letzten  Zeit  neu  bearbeitet  und  wesentlich  gefordert  worden. 
So  bedeutend  weichen  gegenwärtig  die  populär-pädagogischen 
und  die  wissenschaftlichen  Darstellungen  der  Elemente  der 
Mathematik  von  einander  ab,  dafs  beinahe  jedes  Lehrbuch 
und  jedes  Colleg  über  höhere  Analysis  mit  einem  Abrisse 
der  Elemente  eingeleitet  wird.  Da  jedoch  auf  diese  Weise 
eine  gleichmäfsige,  ins  Einzelne  gehende  Behandlung  der 
elementaren  Partieen  nicht  zu  erreichen  ist,  so  habe  ich  es 
vorgezogen,  denjenigen  Lehren,  deren  Gesammtheit  als  allge- 
meine Arithmetik  und  algebraische  Analysis  bezeichnet  wird, 
systematisch  fortschreitende,  den  gegenwärtigen  Stand  der 
Wissenschaft  überall  berücksichtigende  Vorlesungen  zu  wid- 
men, welche  ich  hiermit  der  Öffentlichkeit  übergebe. 

Die  Darstellung  in  diesem  ersten,  den  reellen  Zahlen  ge- 
widmeten Theile  der  Vorlesungen  möge  durch  die  folgenden 
Bemerkungen  näher  characterisirt  werden.  —  Der  Gröfsen- 
begrifif  wird  nach  H.  Grafsmann  festgestellt,  in  der  Theorie 
der  natürlichen  Zahlen  ist  E.  Schröder's  mustergiltige  Dar- 
stellung derselben  zu  Grunde  gelegt.  Der  3.  Abschnitt,  die 
analytische  Theorie  der  rationalen  Zahlen,  beruht  auf  HankeTs 
Betrachtungen  über  die  Gröfsenverknüpfungen  im  Allgemeinen, 
weicht  jedoch  darin  davon  ab,  dafs  auch  die  Bezeichnungen 
„gröfser,  kleiner^'  im  formalen  Simie  gebraucht  sind,  was 
Hankel  ausdrücklich  zurückweist,  wiewohl  es  schon  bei 
EucUd  vorkommt. —  Als  ein  wesentliches  Merkmal  der  Gröfsen 
im  Sinne  der  Alten  ist  bezeichnet  ein  von  Archimedes 
hervorgehobenes    Axiom,    dessen    Bedeutung  durch    die    von 


a* 


IV  Vorwort. 

P.  du  Bois-Reymond  aufgestellten  „Unendlich  der  Func- 
tionen" erkannt  worden  ist  Das  stetige  Gröfsensystem  wird 
nach  6.  Cantor  erklärt,  mit  dessen  Angaben  meine  eigene, 
auf  R.  Dedekind's  Schrift:  „Stetigkeit  und  irrationale  Zahlen 
(1872)"  fuTsende  Untersuchung  zusammentrifft.  Die  Euclid- 
schen  Verhältnisse,  das  Vorbild  der  abstracten  Gröfsensysteme, 
finden  eingehende  Würdigung. 

Die  Lehre  von  den  irrationalen  Zahlen  ist  nacli  E.  Heine 
und  G,  Cantor  entwickelt  und  auf  sie  die  von  den  Potenzen, 
Wurzeln  und  Logarithmen  gegründet.  Der  9.  Abschnitt  führt 
diejenigen  Begriffe  und  Sätze  aus  der  Theorie  der  Functionen 
von  reellen  Veränderlichen,  zumeist  nach  Cauchy  und  Weier- 
strafs,  vor,  welche  zur  strengen  Darstellung  der  Lehre  von 
den  Ereisfunctionen  unentbehrlich  sind  und  schliefst  mit  einer 
Theorie  von  unendlich  kleinen  Gröfsen,  welche  wirklich  nach 
dem  schon  dem  Alterthume  bekannten  Verfahren  der  Gröfsen- 
bildung  entworfen  ist  und  zugleich  eine  treffende  Erläuterung 
der  allgemeinen  Sätze  des  3.  Abschnittes  bildet.  Der  10.  Ab- 
schnitt beschäftigt  sich  mit  den  unendlichen  Reihen  und  legt 
die  wichtigsten  von  Cauchy,  Abel,  Dirichlet,  Seidel, 
Weierstrafs,  P.  du  Bois-Reymond  u.  A.  hinsichtlich  ihrer 
Convergenz  und  des  Rechnens  mit  ihnen  gewonnenen  Resul- 
tate dar,  welche  dann  bei  Entwicklung  der  Bxponential-  und 
anderer  Functionen  in  Potenzreihen  benutzt  werden. 

Innsbruck,  im  Mai  1885. 

0,  Stolz. 
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rungswerthe  für  die  absoluten  Wurzeln.  4.  I^ie  Ijambert 
sehe  Formel.  5.  Die  Reihe  für  den  Logarithmus. 
6.  7.  Numerische  Berechnung  der  Logarithmen.  8.  Reihen 
für  einige  zusammengesetzt«  Functionen.  Allgemeiner 
polynomischer  Satz. 
Aninerhnifjen  und  Zusätre :i:i<j 


I.  Abschnitt. 
Einlcitang. 

1.  Die  Grundlage  der  reinen  Mathematik  bildet  das 
Rechnen,  d.  i.  die  Verknüpfung  der  Grüfaen. 

Die  Bezeichnimg  „Grörae  {^syi^os}"  kommt  in  Eu- 
clid's  Elementen  vor,  doch  ihren  Begriff  erklärt  er  nirgends. 
Nach  ihm  sind  als  Gröfaen  au  l»etrachten  die  begrenzten  geo- 
metrischen Gebilde:  Linien,  Winkel,  Flächen,  Körper;  jedoch 
wo]  auch  die  natürlichen  Zahlen.')  Allen  gemeinsam  sind  die 
folgenden  Merkmale,  auf  denen  daa  Rechnen  mit  ihnen  be- 
ruht: man  kann  die  gleichartigen  unter  ihnen  vergleichen, 
addiren,  snbtrahiren  und  im  Allgemeinen  jede  Gröfse  in  mit 
ihr  gleichartige  Theile  zerlegen.  Den  GrÖfsen  stellt  die  Geo- 
metrie der  Alten  die  geometrischen  Verhältnisse  gegenüber, 
obwol  sie  selbst  auch  ihnen  das  erste  der  obigen  Merkmale 
beilegt.,  wozu,  wie  wir  sehen  werden,  die  übrigen  treten  können. 
Indem  wir  von  den  geometrischen  Grofsen,  der  natürlichen 
Zahl  und  dem  Kuclid'schen  Verhältnisse  zur  nächst  höheren 
Gattung  aufsteigen,  gelangen  wir  zur  absoluten  Gröfse 
im  engern  Sinne  (vgl.  V.  1).  Nichts  hindert,  noch  all- 
gemeinere Begriffe  aufzustellen.  Wenn  wir  nur  das  erste 
aus  der  obigen  Gruppe  von  Merkmalen  festhalten,  so  ergiebt 
sich  der  weiteste  Begriff,  von  welchem  auch  H.  Grafsmann 
ausgeht.  Geben  wir  ilim  den  Namen  „Gröfse",  so  wird  ein 
GrÖfsenbegriff  ein  Begriff  von  der  Art  sein,  dafa  je  zwei  der 
darunter  enthaltenen  Dinge  entweder  als  gleich  oder  als  un- 
gleich erklärt  sind.  Mit  andern  Worten:  „Gröfse  heilst  ein 
jedes  Ding,  welches  einem  anderen  gleich  oder  ungleich  ge- 
setzt werden  soll."*)  Alle  Dinge,  die  mit  einem  Dinge  ver- 
glichen sind,  heifaen  gleichartige  (homogene)  Grüfsen  und 


Einleitung. 

bilden  ein  Gröfsensystem.  —  Die  Gröfaen  werden  mit  Bach 
ataben  bezeichnet,  insbesondere  aollen  ab  c  . . .  im  Folgendem 
GrÖfsen  eines  Sjstemes  bedeuten. 

2.  Man  sagt:  „Gleich  Leifsen  zwei  Dinge,  wenn  man  iu 
jeder  Aussage  statt  des  einen  das  andere  setzen  kann.' 
DarQber  ist  Folgendes  zu  bemerken.  Nachdem  die  Erklärung 
abgegeben  ist,  dafa  zwei  gegebene  Dinge  als  gleich  zu  be- 
trachten seien,  hat  man  nachzuweisen,  dafs  sie  einander  ver^ 
treten  können.  Dafa  das  gelten  soll  für  jedes  Urtheil,  ist 
offenbar  zu  viel  verlangt,  indem  zwei  Dinge  nicht  in  jedem 
Merkmale  ilbereiustimmen  können.  In  der  Tbat  kommt  e 
hier  nur  darauf  an,  dafs  das  eine  Ding  das  andere  in  de 
Formeln  und  Ausdrücken  ersetzen  könne. 

Dafs  a  gleich  b  ist,  wird  kurz  durch  die  Gleichan; 
a  =^  b  bezeichnet.  ^  ist  das  Zeichen  der  Gleichheit,  a  b  dM 
Seiten  der  Gleichung,  Dals  unter  zwei  ungleichen  Grüfa 
a  b  die  erstere  die  gröCsere  (kleinere)  heifat,  bezeichnet  mi 
durch  die  Ungleichung  a  >  Ä  fa  <  b),  deren  Seiten  die  ver* 
gliehenen  Grofeen  genannt  werden.  Formel  und  Rel 
sind  gemeinsame  Namen  für  die  Gleichungen  und  Ungleichun- 
gen. Unter  entsprechenden  oder  simultaueu  Relationen 
z,  B.  a^b  a  ^b'  wird  yeratanden,  dafs  neben  a'>b  o' >■  6' 
und  neben  o  <  &       a  <.b'  sein  mufs. 

Unter  einer  eindeutigen  Verknüpfung  der  Grölsen 
o  6  c ...  versteht  man  eine  Regel,  nach  welcher  entweder 
jeder  oder  doch  einigen  Zusammenstellungen  fl  ^  je  eiue 
Gröfse  c  dieses  oder  eines  anderen  Systemes  Kugeorduet  wird. 
Allgemeine  Zeichen,  die  jede  beliebige  Verknüpfung  bedeu- 
ten können,  sind  o  O  u.  dgl.")  Man  schreibt  aoö  =  r  und 
liest:  „a  mit  b  iat  c".  —  Man  kann  jede  Gröfse  beliebig  oft 
setzen,  wie  die  Begrifle  der  Logik.  So  geht  es  an,  nachdem 
a  mit  b  verknöpft  ist,  a  dennoch  mit  einer  dritten  Gröfse  6' 
zu  verknüpfen;  auch  läfst  sich  a  mit  sich  selbst  verknüpfen. 
Zur  Vermeidung  von  Unteracheidungen  betrachtet  man  daa 
erstere  als  einen  besonderen  Fall  der  Verknüpfung  von  6,  6' 
mit  zwei  gleichen  Gröfsen  a  ^  a.  In  diesem  Sinne  sagt 
man  wol:  „Jede  Gröfse  ist  sich  seibat  gleich."  —  Im  Fall 
dafa  die  Verknüpfung  o  auf  Gröfaen  des  gegebenen  Systeuies 
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führt,  kann  mau  eine  Gröfße  a  forts<:hreiteud  mit  meh 
reren  Gröfseu  des  Syatemes  hc...z  verknüpfen,  d.  b. 
man  verknüpfe  zuerst  a  mit  h,  das  Ergebnis  a  ob  mit  c 
n.  s.  f.  —  Wenn  die  als  Resultat  der  Verknüpfung  zweier 
tiröfseu  a  b  erklärte  Gröfae  aob  bei  einer  Verknüpfung  zu 
verwenden  iät,  so  hat  man  aob  ia  Klammern  zu  setzen. 
Das  Resultat  der  fortaclireitendeu  Verknüpfung  o  von  a  mit 
bc ..  .e  wird  aber  anstatt  mit  {.{{a  o  b)  o  c) .)  o  e  mit 
a  o  ö  o  c  o  ...  ü  bezeichnet.  —  Die  Darstellung  einer  üröfse 
durch  andere  mittelst  der  Verknüpt'ungs-  oder  Rechenzeichen 
heifst  ein  Ausdruck. 

Zufolge  des  Vorstehenden  mufs  die  Erklärung,  welche 
festsetzt,  wann  je  zwei  der  Gröfeen  ab  c . . .  als  gleich  oder 
als  ungleich  anzusehen  seien,  folgenden  Bedingungen  Genüge 
leisten. 

1)  Wenn  gemäXs  der  Erklärung  a  =  h  ist,  so  mufa  eben 
deswegen  b  ^  a  sein.  Desgleichen  wenn  a  und  b  ungleich 
sind,  so  auch  b  und  a. 

2)  Je  zwei  Gröfsen  des  Systemes  müssen  entweder  gleich 
oder  ungleich  seiu. 

.3)  Wenn  der  Erklärung  zufolge  a  ^=b  b  =  c,  so  mufs 
eben  deswegen  a  =  c  sein.  —  CoroUare.  1)  Wenn  von 
einer  Reihe  von  Gröfsen  bekannt  ist,  dafs  jede  der  folgen- 
den gleich  ist,  so  sind  irgend  zwei  derselben  einander  gleich. 
—  2)  Ist  a  ^  b,  b  und  c  ungleich  (oder:  sind  a  und  b  un- 
gleich, b  =  c),  so  sind  a  und  c  ungleich.    (Beweis  indirect.) 

4)  Stets  wird  angenommen,  dafs  wenn  o  o  ii  =  c  und 
c  =  c',  auch  c  als  Ergebnifs  der  Verknüpfung  o  von  a  mit 
b  angesehen  werden  darf:  aob  ^  c.  Zu  zeigen  aber  ist: 
das  Ergebnifs  einer  jeden  eindeutigen  Verknüpfung 
von  zwei  GrÖfsen  bleibt  ungeändert  oder  geht  nur 
in  eine  ihm  gleiche  GrÖfse  über,  wenn  man  eine 
oder  beide  Gröfsen  durch  ihnen  gleiche  ersetzt.  D.  i. 
Neben  a  =  a'  b  =  b'  mufs  aob  =  a  ob'  sein.  —  Corol- 
lar.  Wenn  a^  a'  b  ^b'  c  ^  e  .  . .,  so  ist 
aoboi;o...=^a'oh'oe'o... 

Ob  die  letzte  Forderung  erfüllt  ist,  wird  sich  erst  nach 
und  nach  erweisen  lassen  in  dem  Maafse,  als  eindeutige  Ver- 
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^^^^^^^H  Rinleitang. 

knüpfungen  der  betrachteten  Grüfseii  in  Betracht  gesogen 
werden.  Die  Arithmetik  bedarf  deren  nur  vier:  Ädditio 
Subtraction,  Multiplication,  Division.  Das  Zeichen 
der  Addition  ist  +,  daa  der  Subtraction  — ,  das  der  Multi- 
plication X  oder  ■  oder  blofae  Nebe  nein  an  der  Stellung  der 
beiden  zu  verknüpfenden  Grofsen,  das  der  Division  :  oder 
der  Bruchstrich.  Es  giebt  keine  allgemeine  Definition 
für  diejeuigen  Verknüpfungen,  welche  mit  den  Na 
men  Addition  oder  Multiplication  belegt  werden 
diese  Bezeichnungeu  werden  vielmehr  nur  nach  gewissen  foiv 
malen  Gesichtspunkten  angewendet  (vgl.  IIJ.  1(5).  —  Wenn 
nun  für  jede  der  vier  Rechnungsarten  die  Forderung  4) 
als  erfüllt  erwiesen  ist,  so  wird  fernerhin  nur  eine  solche 
Verknüpfung  der  Gröfsen  ahc . .  .  als  eindeutig  bezeichoel^ 
deren  Ergebnisse  sich  nicht  ändern,  wenn  die  beiden  su- 
aammen  treten  den  Grofsen  durch  ihnen  gleiche  ersetzt  werden, 

So  lange  als  der  vierten  Forderung  nicht  in  dem  etwa 
beabsichtigten  Umfange  Genüge  geleistet  ist,  hat  man  die 
Unterscheidung  von  gleichen  Gröfsen,  wenn  sie  überhaupt 
möglich  ist,  zu  beachten.  Wenn  daa  aber  geschehen  ist,  so 
kann  man  in  allen  mittelst  der  bezüglichen  Rechenzeichen 
gebildeten  Ausdrücken  und  Formeln  für  eine  Grijfse  jede  ihr 
gleiche  setzen,  was  demnach  als  eine  selbstverständliche  Er- 
weiterung der  vorzutragenden  Sätze  angesehen   werden  darf. 

3.  Wenn  von  je  zwei  ungleichen  Gröfsen  a  b  die  eine 
als  die  gröfserc  von  der  andern  als  der  kleineren  unterschie- 
den werden  soll,  so  müssen  auch  dafür  eigene  Definitionen 
aufgestellt  werden.  Die  Prädicate  „grÖfser,  kleiner"  dürfen 
nur  so  ertheilt  werden,  dafs  kein  Verstofs  eintritt  gegen 
solche  Sätze,  welche  bei  anschaulich  ausführbarer  Verglei- 
chung  beobachtet  werden.  Es  können  aber  diese  Sätze  formal 
zurückgeführt  werden  auf  die  folgenden,  welche  somit  not- 
wendige Bedingungen  darstellen,  denen  die  Definitionen  der 
gröfseren  und  kleineren  Gröfse  zu  entsprechen  haben. 

1)  Wenn  nach  der  einen  Definition  o  >  6,  so  mufs  nach 
der  anderen  u  <  &  sein  und  umgekehrt 

2)  Von  je  zwei  ungleichen  Gröfsen  raufs  die  eine  als 
die  gröfsere,  die  andere  als  die  kleinere  erklärt  sein.     D,  h.. 


die  unter  (Jeu  (JrÖfaen  abc...  aufgestellte  Disjuuction:  gleii:h, 
gröfser,  kleiner  mufs  sich  auf  alle  Paare  a  b  erstrecken, 
d.  i.  vollständig  sein. 

3)  Wenn  a  «=  t  h>  c,  so  mufs  a>  c  sein. 

4)  Wenn  a>  b  6  >  c,  so  miifs  a>  c  sein. 

Daraus  ergeben  sich  iu  der  That  die  übrigen  vier  Hätze 
über  die  Vergleichung  von  zwei  Gröfsen  o  c,  deren  Beziehun- 
gen zu  einer  dritten  b  bekannt  sind.  —  a)  „Neben  a  <  t 
6  ^  c  ist  o  <  c",  —  Denn  aus  c  ^  b  6  >  «  folgt  nach  3) 
c  >  a  also  nach  1)  a  <  c.  Auf  dieselbe  Art  findet  man  aus 
4):  b)  „Neben  n<&  fc<c  ist  o<c".  c)  Dafs  „wenn  a='b 
6  <  c  a  <  c  iat",  wird  indirect  bewiesen.  Wäre  nämlich 
a^c,  so  hätte  man  simultan  a>  b,  was  der  Voraussetzung 
widerspricht.  Daraus  folgt  wie  a)  ans  3J  d)  „Wenu  a  >  6 
b  =  c,  so  ist  a  >  c". 

Wenn  zwischen  zwei  (iröfsen  mehr  als  eine  eingeschal- 
tet ist,  ao  schafft  man  zunächst  die  Gleichungen  weg.  Fehlen 
aber  solche,  so  ist  die  mittelbare  Vergleichung  nur  in  der 
folgenden  Form  möglich:  „Wenn  die  entsprechenden  Un- 
gleichungen a^b,  b^c y^^  bestehen,  so  hat   man 

auch  a  ^  3." 

Die  Erfillhing  der  vorstehenden  Forderungen  berechtigt 
jedoch  noch  uicht  da^u,  die  in  Itede  stehenden  Definitionen 
zuzulassen.  Vgl.  111.  lö.  Es  tritt  jedenfalls  noch  die  folgende 
hinzu: 

5)  „Wenn  a>a  b>b',  80  darf  die  Summe  a-^b 
weder  kleiner  als  a  -j-  b,  noch  kleiner  als  a  -\-  b'  seiu." 

Es  springt  in  die  Augen,  dafs  wenn  die  Forderungen 
1) — 5)  erfüllt  sind,  sie  es  auch  noch  bleiben,  wenu  mau  die 
Prädicate  „gröfser,  kleiner"  vertauscht.  Eine  allgemeine  hier 
entacheidende  Bedingung  lUfst  sich  jedoch   nicht  formultren. 

4.  Es  wurde  bereits  angedeutet,  dafs  die  Begriffe  „gleich, 
gröfser,  kleiner"  aus  der  sinnlichen  Wahrnehmung  stammen. 
Wird  die  Vergleichung  und  Verknüpfung  von  Gröfsen  an- 
schaulich vollzogen,  so  erscheiueu  die  Forderuugen  von  Nr.  3 
und  4  unmittelbar  erfüllt.  In  der  That  führt  Euclid  einen 
Theil  dieser  Sätze  als  xoival  ivvoMi  auf,  die  eines  Beweises 
nicht  bedürfen   (s.  V,  1).      Die    Vergleichungeu ,   die   iu  der 
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Mathematik  vorzunehmen  sjud,  laaseu  jedoch  huufig  nur  dia- 
furmale  Aulfussung  zu.  Willkdrlich  eraonneue  Dingo  einer 
Art  werden  verglichen  nach  einem  von  Fall  zu  Fall  festzu- 
setzenden Verfahren,  wobei  nur  auf  die  obigen  Forderungen 
Rücksicht  zu  nehmen  ist  Dafs  gerade  sie  aufgestellt  siad, 
hat  offenbar  darin  seinen  Grund,  dafs  aus  ihnen  die  als  Co- 
rollare  bezeichneten  Sätze  mit  Notwendigkeit  hervorgeheu. 
Es  ist  gewifa  merkwürdig,  dafs  aclion  im  5,  Uuche  der  Enclid'schen 
Elemente  daü  aoeW n  erwiihnte  Verfahren  liünutit  iel ,  um  eino  neu» 
Art  abstracter  Grßläea,  die  Verhältnisse,  einziifübren.  Unter  dem 
dberwältigendeii  Eindrucke  den  algebraischen  Formalismiia  warde  in 
den  letsten  J&hrbunderten  diese  EucUd'ache  MeLbutle  nicht  gebOrig: 
gewürdigt;  sie  hätte  vor  den  bei  Aufstellung  der  unendlich  kleinen 
GrOfeen  begangenen  Irrthümern  bewahren  können. 

Die  Unterordnnng  mehrerer  Begriffe  unter  einen  allgenieinerea 
gilt  in  jeder  Wissenschaft  als  ein  Fortschritt.  Mit  Recht  betrftcht«|- 
wir  daher  gegenwärtig  als  apecielle  Falle  der  Gleichheit  (ieörris}* 
die  xavtötrji  oder  ofioiötijs  der  EucUd'scben  Verhaitnisae ,  die  Aeqni- 
vttlens  der  Flächen  nach  Legeßdre,  die  Aequipollrnz  der  Strecken 
nach  Beüavitis.  Es  wird  in  jedem  dieser  Fälle  nac  die  Vergleichnng 
an  einer  andern  Art  von  Objecten  vollzogen. 

5.  Unter  den  Begriff  der  GrÖfse  fallen  die  verBchie- 
denen  Arten  von  Zahlen.  Der  Zahlbegriff  ist  im  Laufa 
der  Zeiten  schrittweise  erweitert  worden.  Bei  den  Alten  auf 
die  natürliche  Zahl  beschränkt,  wurde  dati  Wort  Zahl  in  der 
neueren  Zeit  (z.  B.  von  Newton  und  noch  von  Canohy) 
nur  im  Sinne  von  absoluter  Zahl  gebraucht.  Gegenwärtig 
sind  die  Bezeichnungen  „negative,  reelle,  complese  Zahl'* 
schon  in  weiten  Kreisen  verbreit«t, 

Ein  Zahlensystem  ist  ein  System  von  Grüfsen,  welchä 
sich  mit  Hilfe  einer  endlichen  Anzahl  von  Zeichen,  derea 
jedes  beliebig  oft  verwendet  werden  darf,  darstellen  lasBeu, 
Dasselbe  heifst  geschlossen,  wenn  die  Verknüpfungen  unter 
den  ihm  angehörigen  Zahlen  wieder  auf  solche  Zahlen  führen. 

Ein  Grüfsensyatem  wird  durch  ein  Zahlensystem 
dargestellt,  wenn  es  möglich  ist,  jeder  Orijfse  eine  Zahl 
des  Systemes  zuzuordnen  und  umgekehrt.  Die  hierzu  erfor- 
derliche Regel  mufs  jedenfalls  so  beschaffen  sein,  dafs  gleichen' 
GrÖfsen  gleiche  Zahlen  entsprechen  und  umgekehrt.  —  Solche 
Grüfsen  kann  man  Zahlgröfsen  nennen.    Wir  wollen  da^p 


die  Bezeichnung  „Grüfäe"  so  lange  beibehalten,  als  von  der 
soeben  erwähuten  Darstellung  derselben  abgesehen  wird. 

I>.  Ausgebend  von  den  natürlichen  Zahlen  gelaugt  man 
zunächst  zu  dem  geschlossenen  Systeme  der  rationalen  Zahlen, 
welches  noch  einer  zweimaligen,  dann  aber  keiner  fer- 
neren Erweiterung  in  dem  Sinne  fähig  ist,  data  das  System 
geäcblossen  und  die  Gesammtheit  der  ßecbnungaregeln  er- 
balten bleibt.  So  werden  wir  zuerst  zum  System  der  reellen, 
hernach  zu  dem  der  gemeinen  complexen  Zahlen  geführt, 
dessen  Eutwickelung  die  eigentliche  Aufgabe  der  allgemeinen 
Arithmetik  bildet.  Hierbei  kann  man  sowo!  analytisch  als 
synthetisch  vorgeben.  Wie  man  es  auch  machen  mag,  stets 
lassen  sich  in  dieser  Entwiekelung  zwei  seharf  getrennte 
Stufen  unterscheiden.  Die  synthetische  Darstellung  schreitet 
von  den  disereten  zu  den  stetigen  Gröfsen  fort.  Bei  der 
analytischen  gehen  wir,  nachdem  jede  rationale  Zahl  durch 
eine  endliche  Anzahl  von  Zeichen  erklärt  ist,  dazu  über,  eine 
unbegrenzte,  aber  gesetzmäfstg  fortschreitende  Folge  solcher 
Zahlen  in  gewissen  Fällen  durch  ein  Zeichen  auszudrücken. 
Alaa  hat  diesen  Vorgang  als  die  Einführung  des  Unend- 
lichen in  die  reine  Mathematik  bezeichnet  und  ihn  als  den 
eigentlichen  Wendepunkt  in  der  systematischen  Entwiekelung 
derselben  erklärt.  In  der  Thut  bieten,  nachdem  die  Lehre 
von  den  irrationalen  Zahlen  begründet  ist,  alle  anderen  Grenz- 
proeease  keine  theoretische  Schwierigkeit  mehr  dar.  Beaon- 
dePs  enge  schliefst  sich  daran  die  Lehre  von  den  unendlichen 
Reihen,  so  dafs  ihre  Aufnahme  in  diese  Vorlesungen  passend 
erschienen  ist.  Zugleich  sind  wir  dadurch  in  Stand  gesetzt, 
die  Behandlung  jener  elementaren  Functionen,  welche  in  der 
allgemeinen  Arithmetik  von  jeher  betrachtet  worden  sind, 
strenge  d.  h.  weder  populär,  noch  aphoristisch  durchzufßhren. 

7.  Das  Hauber'scho  Theorem  über  die  Umkehr- 
barkeit der  Sätze,*)  Da  bei  mathematischen  Untersuchun- 
gen häufig  die  Frage  nach  der  Umkehrung  von  Sätzen  auf- 
tritt, so  ist  es  zweckmäfsig ,  ein  für  alle  Male  einen  Fall 
hervorzuheben,  in  welchem  sie  stets  zulässig  ist. 

Satz,  ,, Bilden  die  Falle  A,  A!  . . .  A^"''  eine  vollständige 
Disjunction  d,  h.  die   Gesammtheit  der  Möglichkeiten, 
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bedeuten  ferner  B,  B' . .  .  B^^^  eben  so  viele  von  einander 
verschiedene  Fälle  und  weifs  man,  dafs  wenn  Ä  eintritt, 
B  zutrifft;  wenn  -4',  so  B' . . ,]  wenn  Ä^^\  so  jB^*);  so  kann 
man  schliefsen,  dafs  aus  B  umgekehrt  A,  aus  B'  A'  .  .  ., 
aus  ^t")  ^(»)  folgt." 

Der  Satz  ist  leicht  zu  beweisen.  Dem  B  mufs  einer  der 
Fälle  A,  A\  . .  A^""^  entsprechen  wegen  ihrer  Vollständigkeit- 
Es  kann  aber  weder  A\  ...  noch  A^"*^  sein^  indem  aus  diesen 
ja  beziehentlich  B' , . .  jB^*)  folgen.  Also  mufs  dem  B  A  ent- 
sprechen. —  Auf  ähnliche  Weise  wird  geschlossen,  dafs  auch 
die  Disjunctiou  B,  B^  .  , ,  B^^^  vollständig  sein  mufs. 

Offenbar  gilt  der  Satz  auch  dann  noch,  wenn  die  Reihen 
A,  Ä  ,,.  und  By  B" . . ,  unbegrenzt  sind  und  jedem  A 
ein  und  nur  ein  B  entspricht  —  Ein  Beispiel  hierzu 
findet  man  II.  10. 


II.  Abschnitt. 
Die  natfirlichen  Zahlen. 

1.  Das  Zählen  setzt  die  Vergleichung  der  Vielheiten 
voraus.  —  unter  Vielheit  versteht  man  eine  Menge  von 
unter  sich  gleichen  Gegenständen  d.  h.  den  Inbegriff  von 
disjuncten  Dingen,  deren  Verschiedenheiten  jedoch  nicht  be- 
achtet werden,  ohne  Rücksicht  auf  ihre  Anordnung. 

„Zwei  Vielheiten  heifsen  einander  gleich,  wenn 
sich  jedem  Dinge  der  ersteren  je  eines  der  letzteren  zuordnen 
läfst  und  keines  von  dieser  unverbunden  bleibt." 

„Gröfser  von  zwei  Vielheiten  heifst  diejenige,  von 
welcher,  nachdem  jedes  Ding  der  anderen  (kleineren)  je 
einem  von  ihr  zugeordnet  ist,  noch  einige  Dinge  (ein  Rest) 
unverbunden  bleiben."  ' 

Zunächst  erhebt  sich  die  Frage,  ob  die  in  4en  beiden  Definitionen 
vorausgesetzten  Beziehungen  zweier  Vielheiten  einander  ausschlielsen.  ^) 
D  h.  hat  man  z.  B.  gefunden,  dafs  die  in  einer  Menge  enthaltenen 
Dinge  sich  mit  denen  einer  anderen  ohne  Best  paaren  lassen,  wird  dann 
nach  Aufhebung  der  Paarung  der  zweierlei  Dinge  und  Wiederholung 
des  Versuches  das  nämliche  Resultat  sich  ergeben  oder  werden  viel- 
leicht jetzt  von  der  einen  von  beiden  Mengen  einige  Dinge  unverbun- 
den bleiben?  Dafs  notwendig  ersteres  eintreten  mufs,  kann  so  ge- 
schlossen werden  Die  Dinge  der  ersten  Vielheit  mögen  in  der  An- 
ordnung, welche  sie  am  Ende  des  ersten  Versuches  einnehmen,  mit  Ä^ 
die  der  zweiten  mit  B  bezeichnet  werden.  Wir  wollen  diese  Anord- 
nungen dadurch  fixiren,  dafs  wir  an  die  in  jedem  Paare  befindlichen 
Gegenstände  ein  und  dasselbe,  übrigens  willkürliche  Zeichen  z.  B. 
a,  ß,  y  .  .  .  anbringen.  A\  B'  seien  die  Dinge  der  ersten  und  zweiten 
Vielheit  in  den  Anordnungen  nach  Schlufs  des  zweiten  Versuches, 
deren  jede  mit  Hilfe  der  soeben  eingeführten  Zeichen  beschrieben  wer- 
den kann.  Bringen  wir  nun  die  erste  Menge  in  die  Anordnung  A\ 
während  die  zweite  in  der  ursprünglichen  B  belassen  wird,  so  müssen 
die  beiderlei  Dinge  wieder  ohne   Best  gepaart  sein.    Das  ist  sicher 
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richtig,  weun  die  Anordnung  Ä  aus  A  dadurch  hervorgeht,  dafs  ein 
und  nur  ein  Paar  von  Dingen,  z.  B.  die  mit  a  ß  bezeichneten,  ihre 
Plätze  wechseln.  Denkt  man  sich  nämlich  die  übrigen  dasselbe  Zeichen 
tragenden  Dinge  fest  mit  einander  verbunden  und  verknüpft  ^  \ii  A 
mit  a  m  By  so  bleibt  in  A  noch  a,  in  B  noch  ß  frei,  welche  man 
schliefslich  noch  zu  verbinden  hat.  Man  kann  aber  jede  beliebige 
Anordnung  A!  aus  yl  dadurch  ableiten,  dafs  nacheinander  je  zwei  Dinge 
vertauscht  werden.  —  Die  nochmalige  Anwendung  desselben  Schlusses 
zeigt,  dals  auch  in  den  Anordnungen  Ä  B'  die  Dinge  der  ersten  mit 
denen  der  zweiten  Art  ohne  Rest  gepaart  seien. 

Ebenso  sind  auch  die  übrigen  Bedingimgen  in  1.  2,  3  erfüllt. 

2.  Die  uatürliche  (ganze  absolute)  Zahl.  Das  ge- 
meinsame Merkmal  aller  Vielheiten,  welche  einer  bestimmten 
gleich  sind,  wird  durch  ein  Grundzahlwort  ausgedrückt.  Man 
vergleicht  die  Vielheiten  mit  den  durch  beständige  Wieder- 
holung eines  Striches:  1  (eine  Eins,  ein  Einer)  entstan- 
denen: 11,  111...  (diese  Zeichen  sind  für  die  Zahlen  eilf, 
einhunderteilf . . .  erst  später  einzufiihren).  Jedes  der  wieder- 
holten Setzung  fähige  Ding  heiüst  eine  benannte  Einheit, 
nur  1  die  Einheit  schlechtweg.  Die  natürliche  Zahl 
ist  eine  Vielheit  von  Einheiten  d.  i.  Einern.  Jede  an- 
dere Vielheit  heifst  eine  benannte  Zahl.  Jeder  solchen 
Vielheit  entspricht  nämlich  eine  ihr  gleiche  natürliche  Zahl, 
welche  gefunden  wird,  indem  man  von  den  der  Vielheit  an- 
gehörigen  Einheiten  eine  nach  der  andern  herausgreift,  sie 
mit  dem  Striche  1  abbildet  und  hierauf  bei  Seite  legt.  Unter 
sich  gleichen  Vielheiten  entsprechen  gleiche  Zahlen,  der 
gröfseren  Vielheit  die  gröfsere  Zahl. 

Von  gleichen  natürlichen  Zahlen  kann  man  nur  innofem  sprechen, 
als  man  sich  irgend  eine  solche  Zahl,  wie  jeden  Begriff,  beliebig  oft 
gesetzt  denken  kann.  Arithmetisch  besteht  zwischen  ihnen  kein  Un- 
terschied, so  dafs  die  Sätze  4)  in  Nr.  4  und  6,  1)  in  Nr.  5  und  8  tri- 
vial sind,  während  sie  für  andere  Zahlenarten  sich  nicht  von  selbst 
verstehen,  da  gleiche  Zahlen  vermöge  ihrer  Definition  verschie- 
denen arithmetischen  Ausdruck  haben  können  (z.  ß.  Y3  und  */^). 

In  diesem  Abschnitte  bedeutet  „Zahl"  stets  soviel  als 
„natürliche  Zahl."  Solche  Zahlen  werden  wir  im  Folgenden 
mit  a,  6,  c  . . .  bezeichnen. 

3.  Addition  der  natürlichen  Zahlen.  Es  seien 
Äy  B,C . . .  Vielheiten  einer  Benennung,  Ä\  li',  C  . . .  des- 
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gleicheiL  Fügt  man  B  zu  A,  so  entsteht  eine  neue  Vielheit, 
welche  neben  den  Einheiten  von  A  die  von  B  enthält  und 
daher  gröfser  als  A  ist.  Man  bezeichnet  sie  als  die  Summe 
der  Glieder  A  und  B:  A  -{-  B,  Sie  ist  gleich  der  Summe 
B  -}-  A,  sowie  Ä  +  B',  wenn  A  =:  A'  B  =  B'.  Ist  A>A' 
B  =  B',  so  hat  man  A-j-  B>  A'  -^  B',  —  Man  findet  ferner 
A-\'  (B'^C)  =  {A'{-  B)-\-C]  denn  es  befinden  sich  beider- 
seits die  Einheiten  von  ABC  und  nur  diese.  Auf  dieselbe 
Art  ergiebt  sich  allgemein  das  erste,  associative  Gesetz 
der  Verknüpfung  +  der  Vielheiten:  ,,Man  erhält  eine  der 
Summe  A  -^  B  -^  C  -^  . . .  d.  i.  dem  Resultate  der  fort- 
schreitenden Addition  der  Vielheiten  ABC...  (vgl.  I.  2) 
gleiche  Vielheit,  in  welcher  Weise  auch  die  Glieder  ABC. 
vorher,  ohne  diese  Anordnung  abzuändern,  in  Gruppen  (Par- 
tialsummen)  vereinigt  worden  sind"  z.  ß. 

A  +  B  +  C+D    =A  +  (B  +  C)  +  D 
=  A  +  B  +  (C+D)  =  (A  +  B)  +  (C+D) 
=  A  +  (B  +  C  +  D)  =  (A  +  B  +  C)  +  D 

und  weiter  das  zweite,  commutative  Gesetz  derselben: 
„Wie  man  auch  in  der  Summe  -4  +  JB  +  C  +  . . .  die  Glie- 
der anordnen  mag,  stets  erhält  man  gleiche  Vielheiten."  Z.  B. 

A  +  B  +  C  =  A  +  G+B  =  B  +  A  +  C=B-+C+A 

=  C+A  +  B^C  +  B  +  A. 

Endlich  ergiebt  sich  noch,  dafs  -4  +  -B  +  C  +  •  •  •  gröfser 
ist  als  jedes  Glied  oder  jede  aus  einigen  derselben  gebildete 
Summe;  dafs  wenn  A  =  A\  B  =  B\  C  =  C  . . . 

A  +  B  +  C  +  . . .  =  A'  +  B"  +  C  +  . . .] 

dafs  aber  die  erstere  Summe  die  gröfsere  Vielheit  darstellt, 
wenn  mindestens  eines  ihrer  Glieder  gröfser  ist  als  das  gleich- 
lautende der  zweiten. 

Entspricht  den  gleichen  Vielheiten  A'  =  A  die  Zahl  a, 
den  gleichen  Vielheiten  B'  =  B  die  Zalil  6,  so  heifst  die 
den  gleichen  Vielheiten  -4'  -{-  2?'  =  J.  -{-  J5  entsprechende 
Zahl  die  Summe  dieser  Zahlen:  a  +  6  [Eucl.  El.  V.  prop.  2]. 
Oder  einfacher:  „Unter  der  Summe  a  +  &  versteht  man  eine 
Zahl,  welche  neben  den  Einheiten  von  a  die  von  6  enthält." 
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Demnach  ergeben  sich  die  Regeln  über  die  Addition  der 
natürlichen  Zahlen,  wenn  man  im  Vorstehenden  statt  der 
groDsen  Buchstaben  die  kleinen  setzt.  Wir  heben  noch  die- 
jenigen heraus,  aus  welchen  sich  nach  den  Untersuchungen 
des  nächsten  Abschnittes  die  übrigen  auf  formalem  Wege 
ableiten  lassen.     Es  sind  die  folgenden  sechs: 

1)  Die  Addition  der  natürlichen  Zahlen  ist  eine  eindeu- 
tige Verknüpfung  von  je  zweien  derselben. 

2)  (a  +  6)  +  c  =  a  +  (6  +  c). 

3)  a  -{-  b  =^b  -{-  a. 

4)  Aus  a  =  a   folgt  a  -{-  h  =  a  '\'  h. 

5)  a  +  6  >  «• 

6)  Aus  a>  a   folgt  a  +  i  >  a  +  ft. 

Nunmehr  können  die  Zahlen  selbst  als  Summen  dar- 
gestellt werden: 

2=1+1         3=1+1+1=2+1 

u.  s.  w.  Die  Gleichung  2)  des  associativen  Gesetzes  liefert 
ein  recurrirendes  Verfahren  zur  Bestimmung  einer  jeden 
Summe.     Um  z.  B.  5  +  4  zu  ermitteln,  hat  man 

5  +  4  =^  5  +  (3  +  1)  =  (5  +  3)  +  1 
5  +  3  =  f)  +  (2  +  1)  =  (5  +  2)  +  l 
5  +  2  =  5  +  (1  +  1)  =  (5  +0+1. 

Es  ist  aber  5+1  =  6,  also 

5+2=6+1=7 
5+3=7+1=8 
5  +  4  =  8+1=0. 

4.  Subtraction  der  natürlichen  Zahlen.  —  Wenn 
die  Vielheit  A  gröfser  ist  als  B,  so  bleibt  bei  Vergleichung 
der  beiden  ein  Rest  D  von  den  in  A  enthaltenen  Einheiten 
unverbunden.  Man  hat  B  -{-  D  =  A.  Eine  D  gleiche  Viel- 
heit ergiebt  sich  als  Rest  bei  Vergleichung  der  Vielheiten 
A  =  Ä  B  =  B.     Somit  folgt  der  Satz: 

„Ist  die  Zahl  a>hy  so  giebt  es  eine  und  (wegen  des 
6.  Satzes  in  Nr.  3)  nur  eine  Zahl  rf,  welche  für  x  gesetzt, 
die  Gleichung  6  +  ^r  =  a  befriedigt."  —  „Im  Falle  dafs 
a  <  &,  hat  diese  Gleichung  (zufolge  des  5.  Satzes  in  Nr,  3) 
keine  Lösung." 
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a  heifst  der  Minuend,  b  der  Subtrahend,  d  die  Dif- 
ferenz oder  der  Unterschied  derselben.  Sie  wird  mit 
a  —  b  bezeichnet,  so  dafs  die  Formel  besteht: 

b  -\-  {a  —  6)  =  (a  —  6)  -f-  6  =  a. 

Zunächst  bemerken  wir  die  folgenden  Sätze.  Die  darin 
vorkommenden  Differenzen  sind  als  möglich  vorauszusetzen 
oder  nachzuweisen. 

1)  „Gleiche  Zahlen  von  gleichen  subtrahirt  geben  gleiche 
Unterschiede.*' 

2)  „Aus  a  +  6  =  a  +  6'  folgt  b  =  6'." 

3)  „Aus  a  —  b  =  a  —  b  folgt  a  =  a]  aus  a  —  6  =  a  —  6' 
folgt  b  =  VJ' 

4)  „Je  nachdem  a  gleich,  gröfser,  kleiner  als  b  —  c,  ist 
a  -f-  c  gleich,  gröfser,  kleiner  als  b  und  umgekehrt.'* 

5)  Je  nachdem  a  —  6  gleich,  gröfser,  kleiner  als  a  —  b\ 
ist  a-\-V  gleich,  gröfser,  kleiner  als  a  -{-b  und  umgekehrt." 
—  Der  erste  Theil  durch  Addition  von  b  -{'  V  auf  beiden 
Seiten  der  Relationen,  der  zweite  nach  I.  7. 

6)  (a  +  6)  —  6  =  a. 

T)  a  —  {a  -b)  =  b    (a>  b). 

8)  (a  +  w)  —  (6  +  m)  =  a  —  6     (a>  b). 

9)  (a  —  m) . —  (b  —  m)  =  a  —  b    (a  >  6  >  m). 

10)  „Wenn  a>  a  >b,  so  hat  man  a  —  b>  a  —  6." 

11)  „Wenn  a>V>b,  so  hat  man  a  —-b>  a  —  6'.*' 

12)  „Wenn  a>  a>V>b,  so  hat  man  a  —  b>a  —  6'." 
Die  Beweise  von  10)  und  11)  entweder  durch  Auflösung 

der  Zahlen  in  ihre  Einheiten  oder  indirect  aus  den  Sätzen 
4)  und  6)  in  Nr.  3.  Aus  ihnen  ergiebt  sich  dann  der 
letzte  Satz. 

5.  Berechnung  der  Aggregate.  Ein  Ausdruck,  der 
aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Gliedern,  worunter  wir 
uns  zunächst  natürliche  Zahlen  vorstellen,  nur  mittelst  der 
Operationszeichen  +  und  —  gebildet  ist,  wird  ein  Aggre- 
gat und  nach  der  Anzahl  seiner  Glieder  ein  Binom,  Tri- 
nom,  . . .  Polynom  genannt.  Dabei  wird  angenommen,  dafs 
er  von  links  nach  rechts  fortschreitend  zu  berechnen 
sei  d.  h.  dafs  zunächst  die  erste  Zahl  gemäfs  des  ersten 
Operationszeichens  mit  der  zweiten,  dann   das  Ergebnis  ge- 
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mäfs  des  zweiten  Zeichens  mit  der  dritten  zu  verknüpfen  sei 
u.  8.  w.,  alle  einzelnen  Schritte  als  möglicli  vorausge- 
setzt.    So  bedeutet 

a  +  6  —  6  ==  (a  +  6)  —  ^ 
a  —  b  -}-  c  =  {a  —  h)  -\-  c 

a  —  6  —  c  =  {a  —  h)  —  c, 

wobei  bez.  vorauszusetzen  ist 

a+6>c,         a>b,        a>b  -{-  c. 

Das  Endresultat  wird  angegeben  durch  den  folgenden 
Satz:  ,^in  Aggregat  ist  gleich  dem  Unterschiede:  Summe 
des  ersten  Gliedes  und  aller,  vor  denen  das  Zeichen  +  steht, 
weniger  der  Summe  aller  Glieder,  vor  denen  das  Zeichen  — 
steht."  Der  Satz  ergiebt  sich  durch  wiederholte  Anwendung 
der  folgenden  besonderen  Fälle  desselben: 

13)  (a-6)  +  c  =  (öi+c)  — 6    (a>6), 

14)  (a  —  6)  —  c  =  a  -  (6  +  c)     (a  >  6  +  c), 

die  leicht  zu  beweisen  sind,  entweder  durch  Äuflösimg  der 
Zahlen  in  ihre  Einheiten  oder  durch  formale  Verification. 
Handelt  es  sich  z.  B.  um  Formel  14),  so  weifs  man  nach 
Annahme,  dafs  a>6  a  —  ft>c;  somit  ist  (a  —  6)  —  c  eine 
Zahl  y  und  man  hat 

c-\-y  =  a  —  b     b  +  c  +  y  =  a     y  =  a  —  (b  +  c\ 

„Kommen  in  dem  Ausdrucke  gleiche  Glieder  hinter  den 
Zeichen  +  und  —  vor,  so  heben  sie  sich  auf." 

Aus  dem  vorstehenden  Satze  folgt,  dafs  das  Endresultat 
eines  Aggregates  von  der  Aufeinanderfolge  seiner  Glieder 
nicht  abhängt,  vorausgesetzt  nur,  dafs  auch  bei  der 
neuen  Anordnung  derselben  ein  möglicher  Ausdruck 
herauskommt,  was  nicht  immer  der  Fall  ist.  Es  ist  z.  B. 
7  +  2  —  8  =  9  —  8  =  1,  7-8  +  2  hat  jedoch  keinen 
Sinn. 

Die  Aufgabe  einen  Ausdruck,  dessen  Glieder  sämmtlich 
oder  theil weise  Aggregate  sind,  in  einen  fortschreitend  zu 
berechnenden  zu  verwandeln,  wird  durch  die  Regel  gelöst: 
„Steht  ein  Aggregat  am  Anfange  des  Ausdruckes  oder  hinter 
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einem  +,  so  läfst  man  die  Klammern  weg;  steht  es  hinter 
einem  — ,  so  ist  bei  Entfernung  der  Klammem  vor  das  erste 
Glied  desselben  das  Zeichen  —  zu  setzen  und  es  sind  vor 
allen  folgenden  +  ^^^  —  zu  vertauschen.  Dabei  ist  jedoch 
im  zweiten  Falle  vorauszusetzen,  dafs  der  so  erhal- 
tene Ausdruck  möglich  sei,  was  nicht  immer  zutrifft." 
Der  Beweis  wird  geliefert  (vgl.  III.  8)  mittelst  der  For- 
meln 13)  und  14)  der  folgenden,  16)  und  17).     Es  ist 

a  —  (6  —  c)  =  a  —  6  +  c         («  >  6  >  c), 
was  sich  nach  13)  ergiebt  aus 

15)  a  —  (6  —  c)  =  (a  +  c)  —  6      (a  +  c>  6), 

falls  a  >  6.     Wenn  a  +  c>&  und  a<ft,  so   ist  a—  (b  —  c) 
eine  Zahl,  a  —  b  -\-  c  ohne  Sinn. 
Die  Formeln 

16)  (a  -  6)  +  (a  -  V)  =  (a  +  a)  -  (b  +  V) 

(a>b      a>  V) 

17)  (a  -  6)  —  {a  ^  b')  =  (a  +  V)  -  {a  +  6) 

{a>b     a>V     a  +  V>a  +  b) 

lassen  sich  leicht  verificiren.     Setzt  man 

(a  —  6)  —  (a  —  6')  =  y 

—    der   Ausdruck    hat  nach  den  angegebenen  Bedingungen 
einen  Sinn  — ,  so  folgt 

a  —  6  =  y  +  (a  —  6'), 

also  wenn  man  beiderseits  b  -\-  V  addirt 

a  +  &'  =  !/  +  ^'  +  ^       y  ='  (p  -{-  ^1  —  (ö^'  +  &)• 

6.  Multiplication  der  natürlichen  Zahlen.  Die 
Summe  von  b  Gliedern  A,  wo  A  eine  Einheit  oder  Vielheit 
sein  kann,  wird  das  6-fache  von  A  genannt  und  mit  bA 
bezeichnet.  A  heifst  der  Multiplicand,  b  der  Multipli- 
cator.  Wenn  auch  die  erstere  eine  natürliche  Zahl  a  ist, 
so  betrachtet  man  das  6-fache  von  a  als  Ergebnifs  einer 
Verknüpfung  der  Zahlen  a  b,  wofür  die  Zeichen  X  und  • 
gebraucht  werden: 
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und  bezeichnet  es  als  das  Product  aus  a  in  b,  jede  der 
Zahlen  a  b  als  einen  Factor  desselben.  Man  setzt  noch 
fest,  dafs  a  •  1  =  a.  —  Vom  Producte  aus  einer  benannten 
Zahl  A  in  eine  natürliche  b  kann  hier  nicht  die  Rede  sein, 
da  Verknüpfungen  nur  unter  gleichartigen  Gröfsen  statt- 
finden.    bA  ist  also  nun  nicht  als  ein  Product  anzusehen. 

Bei  der  Multiplication  der  natürlichen  Zahlen  treten  zu- 
nächst die  folgenden  Regeln  auf. 

1)  Sie  ist  eine  eindeutige  Verknüpfung  von  je  zwei 
Zahlen. 

2)  Das  Product  abc.,.  d.  i.  das  Resultat  der  fort- 
schreitenden Multiplication  der  Zahlen  ab  c  . , .  ändert  sich 
nicht  bei  vorhergehender  Zusammenfassung  der  Factoren 
ab  c . . .  in  Partialproducte,  wenn  nur  die  vorgeschriebene 
Ordnung  erhalten  bleibt.  Die  Multiplication  der  natürlichen 
Zahlen  gehorcht  dem  associativen  Gesetze. 

3)  Diese  Multiplication  ist  auch  dem  commutativen 
Gesetze  unterworfen,  d.  h.  das  Product  ab  c , . .  ändert  sich 
auch  bei  Vertauschung  der  Factoren  nicht. 

Es  wird  in  III.  2  gezeigt  werden,  dafs  diese  beiden  Sätze 
allgemein  gelten,  wenn  die  folgenden  besondem  Fälle  der- 
selben 

a  -  b  '  c  ==  (a  '  b) '  €  =  a  '  (b  '  c)     a  »b  =  b  •  a 

bestehen.  Sie  sind  leicht  zu  erweisen,  der  letztere,  indem 
man  b  Summen  a  =  l-\-\-\-l-}-..,l,  der  erstere,  indem 
man  c  Summen  a&  =  a  -|-  a  -|-  .  .  .  a  (6-mal)  untereinander 
schreibt. 

4)  „Gleiche  Zahlen  mit  gleichen  multiplicirt  geben  gleiche 
Producte.*' 

5)  „Wenn  fc  >  1,  so  ist  a  •  6  >  a."  (Nach  dem  5.  Satze 
in  Nr.  3.) 

6)  „Aus  a>  a  folgt  a  •  6  >  a'  •  &"  (Nach  dem  6.  Satze 
in  Nr.  3.)     Daraus  ergiebt  sich: 

7)  „Aus  a>a   b>b'  folgt  a'b>  a  -  Vy 

7.  Aufserdem  besteht  bei  der  Multiplication  der  natür- 
lichen Zahlen   das  distributive  Gesetz.     Um   die   Formeln 
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desselben  so  einfach  als  möglich  anschreiben  zu  können,  ist 
eine  llebereinknnt't  darüber  nöthig,  wie  man  Ausdrücke,  welche 
neben  den  GrÖfsen  nur  Rechenzeichen  enthalten  zu  verstehen 
oder  wie  man  die  fehlenden  Klammern  zu  ergänzen  habe. 
Bisher  ist  die  Methode  der  von  links  nach  rechts  fortschrei- 
tenden Berechnung  befolgt  worden  vgl,  I.  2  und  IL  5,  Wir 
werden  sie  immer  voraussetzen,  sobald  der  Ausdruck  nar 
Rechenzeichen  einer  Stufe  enthält.  Dabei  sind  die  Ad- 
dition und  die  Subtraetion  als  Verknüpfungen  oder  Opera- 
tionen erster,  die  Multiplication  und  die  Division  als  solche 
zweiter  Stufe  bezeichnet.  Wenn  in  einem  hlammerlosen 
Ausdrucke  Rechenzeichen  verschiedener  Stufe  vorkommen,  so 
wird  nicht  immer  nach  diesem  Grundsatze  vorgegangen.  So 
bedeutet  zwar  2  ■  3  -j-  1  dasselbe  wie  (2  ■  3)  -j-  1  d,  i.  7, 
1+2-3  dagegen  nicht,  wie  man  erwarten  sollte,  (1  +  2) -3  =  9, 
sondern  das  mimliche  wie  2  ■  3  +  1.  Das  diesen  und  ähn- 
liehen Schreibweisen  zu  Grunde  liegende  Prineip  ist  folgen- 
dermaafaen  zu  formuliren:  Kommen  Operationen  ver- 
schiedener Stufen  ohne  Klammer  zusammen,  so  ist 
stets  diejenige  Rechnungsart  zuerst  vorzunehmen, 
welche  zur  höheren  Stufe  gehört.')  Demnach  ist 
a  .c-\-  b  ■  c  gleichbedeutend  mit  (o  •  c)  -|-  (6  •  c)  u,  s.  f. 

Nunmehr  erhalten  die  erwähnten  distributiven  Formeln 
folgende  Gestalt, 

8)  „(fl  -\'b)-c^a-c-^b-c  und  (vermöge  des  commu- 
tativen  Gesetzes)  a-{b-\-c)^a-b-\-a-  c."  —  Der  erste 
Teil  folgt  aus  der  Umformung 

I  ^  c 

(a  +  i) .  c  =  («  +  Ä)  +  (o  +  i)  -J-  ...+  («  +  6) 
12  c  1        3  e 

=  (o  +  o+...  +  a)  +  {6  +  6-f...  +  fe)=o.c  +  fi-<L 

Mau    benutzt   den    Satz    (vgl.  III.  6),  um    das    Product 
zweier  oder  mehrerer  Summen  zu  entwickeln:  „Das  Product 
zweier  Summen  ist  gleich  der  Summe  der  Prodücte  aus  jedem 
Gliede  des  einen  Factors  in  jedes  des  anderen"  z.  B. 
{a  +  b)-ic-i-d)^a-c-\-a-d  +  b-c-\-b-il 


18  Die  natürlichen- Zahlen. 

;,Uin  das  Product  mehrerer  Summen  zu  erhalten,  bildet  man 
alle  Producte  von  je  einem  Gliede  des  ersten,  je  einem  des 
zweiten  ...  je  einem  des  letzten  Factors  und  addirt  sie/' 
9)  „Ist  a>  b,  so  hat  man 

(a  —  6)  .  c  =  c  •  (a  —  6)  =  a  •  c  —  6  •  c." 

Der   Satz    ergiebt    sich   durch    wiederholte   Anwendung    der 
Formel  16)  in  Nr.  5.  —  Hieraus  folgt,  dafs  wenn  a  >  6  c  >  d 

(a  —  6)  •  (c  —  d)  =  a  .  (c  —  d)  —  6  .  (c  —  d) 

=  (a-c  —  a-rf)  —  {b  '  c  —  b  -  df) 

=  (a  •  c  +  6  •  d)  —  (o  .  d  +  ^  •  ^) 
=  a  '  c  —  a  '  d  +    b  '  d  —  b  »  c 

und  somit  auch,  dafs 

sein  mufs.  —  Es  sind  höchstens  acht  und  mindestens  sechs 
verschiedene  Anordnungen  der  vier  Glieder  des  Yorstehenden 
Ausdruckes  zulässig;  denn  die  Aggregate 

a  '  c  --  ü'  d  —  6'C  +  &-cZ     a  '  c  —  b  -  c  —  a  -  d  -{'  b  •  d 

haben  manchmal  keinen  Sinn. 

8.  Division  der  natürlichen  Zahlen.  Wir  legen 
uns  nun  die  Aufgabe  vor,  eine  Zahl  x  zu  bestimmen,  welche 
mit  einer  gegebenen  b  multiplicirt,  ein  gegebenes  Product  a 
liefern  soll:  b  »  x  ^  x  »  b  =^  a. 

Zunächst  bemerken  wir  den  folgenden  Satz:  „Wenn 
a>6>  1,  so  ist  a  entweder  ein  Vielfaches  von  b  oder  a 
liegt  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  Vielfachen  von  b. 
Im  ersten  Falle  hat  man  a  =  qb,  im  zweiten  a  =  gfe  -J-  r 
wo  r  eine  Zahl  kleiner  als  q  ist."  —  Denn  unter  den  a  Zahlen 
6,  26  ...  aft,  von  denen  die  erste  kleiner,  die  letzte  grofser 
als  a  ist,  kommt  a  entweder  vor  oder  nicht.  Im  letzteren 
Falle  müssen  wir  die  Reihe  1,  2  ...  a  durchlaufend,  zu  einer 
Zahl  1  ^  g  <  a  gelangen,  sodafs  g&  <  a  <  (g  +  1)  6. 

Die  Gleichung  &  •  a;  =  a  hat  nur  dann  eine  (und  zwar 
nach  dem  6.  Satze  in  Nr.  6  nur  eine)  Auflösung  nach  x 
wenn  a  ein  Vielfaches  von   b  ist.     Man  bezeichnet  sie    mit 

a:6oder-^    und    nennt    sie    Quotient,    a   Dividend,     6 
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Divisor.  Ist  a  kein  Vielftiches  von  h,  so  hat  die  Gleichung 
h  ■  X  '=  a  keine  Auflösung;  die  Division  gett  niebt  auf  und 
ea  bleibt  der  Rest  r. 

Wenn  wir  in  den  Sätzen  1) — 17)  in  Nr.  4  und  5  die 
Operationszeichen  +  —  bez.  durch  ■  :  ersetzen  und,  soweit 
es  nöthig  ist,  annehmen,  dafs  die  darin  erscheinenden 
Quotienten  möglich  d.  i.  natürliche  Zahlen  seien;  so 
erhalten  wir  Sätze  über  die  Quotienten.  In  der  That  be- 
ruhen die  formalen  Beweise  der  genannten  Sätze  lediglich 
auf  solchen  Eigenschaften  der  Summe,  welche  auch  dem  Pro- 
ducte  zukommen,  und  auf  der  Eindeutigkeit  der  Differenz. 
Im  folgenden  Verzeichnisse  sind  die  neuen  Sätze  mit  denselben 
Nummern   versehen,  wie   die   ihnen  a.  a.  0.  entsprechenden, 

I)  Gleiche  Zahlen  durch  gleiche  dividirt  geben  gleiche 
Quotienten. 

•2)  Aus  a  -  fc  =  o  ■  h'  folgt  h  =  b'. 

3)  Aus  a:h  =  a  -.b  folgt  a  ^  a,  aus  a:h^  a:h' 
folgt  l  =  h'. 

4)  Je  nachdem  a  gleich,  grofser,  kleiner  als  die  Zahl 
h:c,  ist  ac  gleich,  grofser,  kleiner  als  b  und  umgekehrt. 

5)  Wenn  a.b  d  -.V  Zahlen  sind,  ao  ist,  je  nachdem 
a  :  b  gleich,  grofser,  kleiner  als  d  :  b',  a-  b'  gleich,  grofser, 
kleiner  als  «■&'  und  umgekehrt, 

6)  (a  -  bj:  b  =  a. 

Y         7)  a  :  (a  :  6)  ^  6,  wenn  a  :  b  eine  Zahl  ist. 

8)  (o  ■  m)  :  (J  -m)  =  a  :  b,  wenn  a  :  b  eine  Zahl  ist. 

9)  (a  im):  (b  tm)  =  a:  b,  unter  a:  b  a  :  tn  b-.m  Zahlen 
verstanden. 

Wenn  a:b  a'  ib'  (bez.  d  ;b  a:b')  Zahlen  bedeuten, 
so  hat  man 

10)  Neben  o  >  o'     o  :  fi  >  o'  ;  t. 

II)  Neben  b  <b'     a:b>a:b'. 

12)  Neben  a>d      b<b'      a:b>d:h'. 

13)  (a  :  &)  ■  c  =  («  ■  c)  :  6. 

14)  la:b):c=-a:{b-  e). 
IB)  o :  (6  :  c)  =  (a .  c)  :  &. 


r 
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16)  (o  :  6)  ■  (a  :  b')  =  (a  •  a') :  (6  -  b). 

17)  (aib):  (a  :  0  =  (a  ■  Ä') :  (a  •  6). 
Die  letzten  Formeln  sind  so  zu  verstehen:  13)  Ist  i 

eine  Zahl,  so  auch  (a-c);b  und  sie  ist  gleich  (a:b)'C  XL  a.i 
üeberhaupt  geuflgt,  die  linke  Seite  der  Gleichungen  als  m5^ 
lieh  vorauszusetzen. 

Endlich    sind  noch   die  folgenden    distributiven    Fol 
mein  zu  erwähnen 


«  :  »i  -|-  fi  :  t»  = 
a  :  m  ~  h  :  »i  = 


(„  +  b):m 

■■  ('1  —  /))  ;  m. 


a:m  b:m  müssen  natürliche  Zahlen  und  in  der  zweiiM 
o  >  6  sein.  —  Die  erste  kann  auf  eine  Summe  von  beUel>ig 
vielen  Gliedern  ausgedehnt  werden  (vgl.  III.  6), 

9.  Unter  der  Potenz  a'  versteht  man  das  Product  aus 
n  gleichen  Factoren  «,  unter  «'  die  Basis  a  selbst.  Aas 
dem  Begrifl'e  der  Potenz  ergeben  sich  die  in  Vlll.  1,  2  an- 
geführten Sätze,  welche  hier  nur  für  den  Fall,  dafs  auch  die 
Basis  eine  natürliche  Zahl  ist,  benöthigt  werden.  Auch  mofi 
a.  a.  0.  in  (III)  vorläufig  o  >  i  sein.  —  Vun  diesen  Sälsea 
werden  wir  zunächst  vornehmlich  den  folgenden  gebrauchen: 
„Wenn  m  >  1,  so  ist  (1  -|-  (/)'"  >  1  +  md."  Somit  kann  nt 
80  gewählt  werden,  dafs  (1  -j-  d)"  irgend  eine  gegebene 
Zahl  a  überschreitet. 

Das  Potenziren  (und  seine  Umkehrungen:  das  Hadiciren 
und  Logarithmiren)  werden  häufig  als  Operationen  dritter 
Stufe  bezeichnet.  Diese  Auffassung  ist  keineswegs  die  eimü 
mögliche  (vgl,  lU.  17),  jedoch  immer  dann  anzuwenden,  v 
es  sich  um  die  Deutung  von  Ausdrücken  handelt,  we 
aus  beliebigen  Gröfsen  nur  mit  Hilfe  von  Operationszei« 
gebildet  sind.  Es  gelten  niimlich  auch,  wenn  Op« 
tiüuen  der  dritten  Stufe  vorkommen,  die  beiden  C 
ventionen  von  Nr.  7  —  mit  der  einzigen  Ausnahme, 
unter   o*   nicht  (fl*)°  ^  a",   sondern  «  '' '  zu  verstehen  i 

Ein  Ausdruck,  der  aus  beliebigen  Gröfsen  in  endli< 
Anzahl  nur  mittelst  Operationen  zweiter  und  dritter  81 
gebildet  ist,  heilst  Monom. 


10.  Die  Zahlensysteme.  Es  sei  e  eine  fest  geTrählte 
Zahl  ^  2  und  a  eine  beliebige  Zahl  ^  e.  Aus  einer  Be- 
merkung in  Nr.  9  ergiebt  sich,  daTa  a  entweder  eine  Po- 
tenz Ton  e  ist  —  a  ^  e™  —  oder  awiseben  zwei  aufeinander 
folgenden  Potenzen  von  e  liegt  — e"'<a<c'"  +  '.  Nach 
Nr.  8  hat  man  im  zweiten  Falle  a  entweder  gleich  pe"'  oder 
p^  -\-  r,  wo  ß  <  e  und  )■  <  e""  sein  mufa.  Auf  ähnliche  Art 
findet  man,  dafo  wenn  r^e,  r  entweder  gleich  ist  p'c'"'  oder 
j)'e™'  +  /,  wo  t»'  <  t» 


i<p'<e 


-'  <e"; 


wennr'^e,    r    entweder   gleich   iBtp"c™'  oder  p"e""  +  r", 
wo  m"  <  m 

1  <  p"  <  e         r"  <  e"" 

u.  H.  f.     Im  uagünstigat^n  Falle  ist 

m  ^  m  —  1         m"  '^m  —  2  . .  ., 

so  dafs  man  nach  m-maliger  Wiederholung  des  vorstehenden 
Schlusses   bei  einem   Reste  r*'"'  <  e  anlangt   und  nun  findet 

a=pe"  +p'e"-^  -|-p"e"'"'  +  . ..  +  H'"». 

Mit  Hilfe  von  e  Ziffern  d.  i.  der  Zeichen  für  die 
Zahlen  von  eins  bis  e—  1  und  des  Zeichens  0  (Null) 
dafür,  dafs  eines  der  Glieder  der  vorstehenden  Summe  vom 
zweiten  an  im  Ausdniclie  von  a  fehlt,  läfst  sich  jede  Zahl 
a  ~^<a  <c™+i  —  durch  m+  1  Zeichen  Ipp'  ...p!"'lj 
anschreiben,  da  die  Anzahl  der  Zeichen,  die  hinter  einem 
von  ihnen  stehen,  den  Exponenten  der  Potenz  von  e  angiebt, 
mit  welcher  dieses  zu  multipliciren  ist.  Die  Ziffer  0  ist 
keine  Zahl. 

Schon  aus  I.  7  folgt,  dafs  umgekehrt  jede  Summe 

6  =  ge"  +  jV  -f-  q"c-"  -}-...         (m  >  «'  >  m"  >  . . .), 

worin  q,  q,  q    ...  Ziffern   bedeuten,  zwischen  e"  und  e""!"' 
liegen  mufs.  Direct  ergiebt  sich  das  durch  die  Bemerkung,  dafs 

e"^6^(e— l)e"-|-(e-  l)e"-i  +  (e  -  le"-»  +  ... 
+  (e  -  1)  =  e-^'  -  1. 
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Daraus  schliefen  wir  noch,  dafs  es  f&r  jede  Zahl  a  nur  eine 
systematische  Darstellung 

a  =  p^  +  per'  +  p'cT'"  +  . . . 
giebt.     Setzt  man  nämlich  auch 

a  =  gc*  +  g'c*  +  g  V  +  . . ., 
so  mufs  zunächst  n  >»  m  sein;  denn  man  hat  neben 

also  sowohl  c^  <  e"+*  als  auch  6"  <  c^+^  Hierauf  schliefst 
man  dals  2  =jp,  da  sowohl  jye"*  <  a  <  (p  +  1)  ^  als  auch 
gc"*  ^  a  <  (ä  +  1)  e"*,  also  !>  <  2  +  1  und  q  <p  +  1  isi 
Nim  ergiebt  sich 

p(f^  +|)  C™   +...  =  2C*  +2  6"   +..., 

woraus  auf  ähnliche  Art  abgeleitet  wird  n  =  m  ff'  =  p' 
u.  s.  f. 

Die  Regeln  über  das  Rechnen  mit  systematischen  Zahlen 
sind  unmittelbare  Folgerungen  aus  den  in  Nr.  3  —  9  ange* 
f&hrten  Sätzen. 

11.  Hilfssätze  aus  der  Zahlentheorie.^  Wenn  a 
ein  Vielfaches  von  h  ist,  so  heifst  a  theilbar  durch  h.  Aus 
dem  Begriffe  des  Vielfachen  fliefsen  unmittelbar  die  folgen- 
den Sätze:  ,Jst  a  theilbar  durch  h,  so  auch  das  Product  ac 
(auch  nach  13)  in  Nr.  8).  Ist  a  theilbar  durch  6,  6  durch 
c,  so  auch  a  durch  c.  Sind  a  und  l  durch  eine  Zahl  c  theil- 
bar, so  auch  jede  Zahl  aa?  +  &y.'*  —  Nun  kann  man  den 
gröfsten  gemeinschaftlichen  Theiler  zweier  Zahlen 
a  b  ermitteln.  Es  sei  a  >  &.  Ist  a  durch  b  theilbar,  so  ist 
er  b.     Andernfalls  hat  man 

a  =  qb  +  V         (V  <  &), 

wo  V  theilbar  ist  durch  jeden  gemeinsamen  Theiler  von  a  K 
Ist  b  ein  Vielfaches  von  V,  so  auch  a  und  es  ist  V  die  ge- 
suchte Zahl.     Sonst  hat  man 

b  =  qb'  +  b"        (&"  <  6'), 

worin  h"  durch  jeden  gemeinsamen  Theiler  von  a  b  theilbar 


ist     iat  b'   ein  Vielfaches   von  b",  bu   auch  b  und  a  imd   ea 
ist  b"  die  gesuchte  Zahl;  sonst  hat  man 

h'  =  q"b"  +  b'"  (fi'"  <  i"). 
ü.  a.  f.  Da  die  Reste  b',  b",  V"  . . .  beständig  abnehmen,  so 
mufa  die  Ueihe '  einmal  abbrechen.  Wenn  der  letzte  Rest 
6<">=1,  80  uenut  man  «  h  relative  Primzahlen  oder 
Zahlen  ohne  gemeinsamen  Theiler.  Wenn  er  gröfaor  als  1 
ist,  so  ist  er  der  gröfste  gemeinsame  Theiler  von  a  6  d.  h, 
man  hat 

wo  a,  by  relativ  prim  zu  einander  sein  müssen. 

HanptsatE.  Sind  a  b  relative  Primzahlen,  so  ist 
jeder  gemeinschaftliche  Theiler  »i  der  Zahlen  ak 
b  ein  Theiler  von  li. 

Denn  aus  den  soeben  erwähnten  Gleichungen 
a  =  56  +  t'         h  =  qb'  +  h"         V  =  q'b"  -\-  h'"  .  . . 

(,'.-- ^)=g(~-i)i,(--i)_|_  1^ 
folgt 
alc  =  qhk  +  h'k       hk  =  q'b'k  +  V'k      b'k  =  q"b"h  +  b"-k . . . 

woraus  ersichtlich  iat,  dafs  neben  ak  h  auch 

h'k,     b"k,     b"'k ...  61"-"/;,     61" -"Ä-,     k 
durch  tn  theilbar  sind. 

Aus  diesem  Satze  folgt:  1}  Das  Producta  zweier  oder 
mehrerer  Zahlen,  deren  jede  relative  Primzahl  gegen  eine 
Zahl  b  ist,  ist  gleichfalls  relative  Primzahl  zu  b. 

2)  Sind  a  b  relative  Primzahlen,  ao  auch  a"  6". 

Jede  Zahl,  aulser  1,  die  nur  durch  1  und  durch  sich 
selbst  theilbar  ist,  heifst  Primzahl;  jede,  die  aulser  diesen 
noch  andere  Theiler  hat,  zusammengesetzt  —  eine  Be- 
zeichnung, welche  durch  den  Satz  gerechtfertigt  wird:  „Jede 
zusammengesetzte  Zahl  läfst  sieh  stets  und  nur  auf  eine 
Weise  ala  Product  einer  endlichen  Anzahl  von  Primzahlen 
darstellen."  —  Dividirt  man  nümlich  eine  vorgelegte  Zahl 
a  >  1    nach   einander  durch   die  Zahlen   '2,  3  . . .  n  —  1 
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kann  nur  Folgendes  eintreten.  Entweder  ist  a  durch  keine 
derselben  theilbar,  also  eine  Primzahl  oder  es  giebt  darunter 
Theiler  von  a,  deren  kleinster  p  eine  Primzahl  sein  mols. 
Im  zweiten  Falle  ermittelt  man  die  Zahl  a  =  a:  p  und 
schliefst  wie  soeben:  entweder  ist  a  eine  Primzahl  oder  durch 
eine  Primzahl  p  '^2  theilbar.  Im  zweiten  dieser  Fälle  sucht 
man  die  Zahl  a"  *=  a  :  p',  worüber  Aehnliches  gilt  u.  s.  f. 
Da  die  Zahlen  a,  a,  a' , . ,  beständig  abnehmen ,  so  mofs 
die  Reihe  einmal  abbrechen.  Somit  erscheint  a,  wenn  es 
nicht  selbst  Primzahl  ist,  als  Product  von  Primzahlen 
a  =  pp' ...  —  Und  zwar  ist  das  die  einzig  mögliche  Zer- 
legung von  a  in  Primfactoren.  Denn  angenommen,  es  sei 
überhaupt  a  *=  gg^  . .,  wo  q,  q  . . .  Primzahlen  bedeuten,  so 
niufs  pp' . . .  durch  q  theilbar,  also  vermöge  des  Hauptsatzes 
q  einer  der  Zahlen  p,  p' .  - .  gleich  sein.  Setzt  man  q  "^^^  p, 
so  folgt  |)' . . .  =  g' . . .,  woraus  man  auf  dieselbe  Weise 
schliefsen  kann,  dafs  q  =  j!  u.  s.  f. 

Gemeinschaftliche  Vielfache  von  zwei  und  meh- 
reren Zahlen  a,  b,  c  . , .  Um  alle  Zahlen  zu  finden,  welche 
durch  a,  hy  c  . .  .  theilbar  sind,  ermittelt  man,  durch  Zerle- 
gung einer  jeden  in  ihre  Primfactoren,  zunächst  alle  Prim- 
zahlen Pj  P  • .  *y  durch  die  irgend  eine  der  gegebenen  Zahlen 
theilbar  ist.  Hat  man  dann  noch  festgestellt,  dafs  der  Factor 
p  (p' . .  .)  in  derjenigen  der  Zahlen  a,  6,  c  . . .  wo  er  am 
häufigsten  vorkommt^  r  (r  . . .)  Male  enthalten  ist,  so  erhalt 
man  die  gesuchten  Zahlen,  wenn  man  in 

kpTp^'  . . . 

für  Je  alle  Zahlen  1,  2  .  . .  setzt.    Das  kleinste  gemeinschaft- 
liche Vielfache  der  Zahlen  a^  b,  c . , .  ist  demnach  p''p'*''  .  . . 


III.  Abschnitt. 
Analytische  Theorie  der  rationalen  Zahlen. 

1.  Wir  haben  an  den  natOrliehen  Zahlen  Verknöpfun- 
gea  (Operationen,  Rechnungsarten)  zunächst  von  zwei  Stufen 
kennen  gelernt:  Addition  und  Subtraction  einer-,  MultipH- 
cation  und  Division  andererseits.  Die  Addition  und  Multi- 
plication  nennt  man  directe  oder  thetiache  Operationen, 
da  die  Summe  und  das  Product  von  je  zwei  Gröfsen  einet 
Art  eben  zu  erklären  sind.  Aus  ihnen  gehen  die  beiden  an- 
deren Rechnunga arten  durch  Umkehrung  hervor  und  heiTsen 
darum  inverae  oder  lytiache  Operationen, 

Formal  betrachtet,  befindet  aich  iu  jeder  Stufe  eine 
Thesis  und  ihre  Lysis.  Die  erstere  gehorcht  sowol  dem 
asaociativen,  ala  auch  dem  commutativen  Gesetze,  die  letztere 
ist,  wenn  überhaupt  möglich,  eindeutig.  Schon  diese  Ana- 
logie läfst  es  ala  wilnschenswerth  erscheinen,  ein  für  alle 
Male  festzustellen,  was  aus  gewissen  formalen  Voraussetzun- 
gen über  eine  Verknüpfung  gefolgert  werden  könne.  Dazu 
kommt,  daTs  es  aufser  den  natürlichen  Zahlen  noch  andere 
Gröfsen  giebt,  mit  denen  gerechnet  werden  kann,  theila  nach 
den  Regeln,  die  im  vorigen  Absclinitte  aufgeführt  sind,  theils 
nach  anderen,  mehr  oder  weniger  davon  abweichenden.  Daher 
werden  uns  Untersuchungen  ähnlich  den  soeben  erledigten, 
noch  öfters  begegnen.  Man  darf  geradezu  behaupten,  dafs 
wenn  man  die  Rechnungsregeln  nicht  von  einem  Falle,  wo 
sie  erwiesen  sind,  versuchsweise  auf  einen  anderen  über- 
tragen, sondern  durchaus  sicher  begründen  will,  die  fol- 
gende Untersuchung  unentbehrlich  ist.  Denn  ohne  sie  würde 
die  Darstellung  in  eine  ermüdende  Breite  verfallen. 


Ln&^iücne  Theorie  der  rfttionklea  Kahlen. 

Vorauseetsung  A.)  „Es  sei  gegeben  ein  System  Tox 
Gröfaeu  n,  h,  c...  (I).  Demnach  besteht  eine  Definition^ 
nach  welcher  zu  entscheiden  ist,  ob  irgend  zwei  unter  ihneii 
als  gleich  oder  ungleich  anzusehen  sind.  Je  zwei  der  Gröiseq 
(a  b)  lassen  sich  eindeutig  verknüpfen  und  zwar  ist  dai 
Resultat  eine  Gröfse  (c)  des  Systemes,  wofür  wir  nach  I.  ', 
die  Bezeichnung 

aob  ^  c 

anwenden.  Die  Verknüpfung  o  wird  als  Thesis  bezeichnet 
Wir  haben  noch  anzunehmen,  dafs  in  dieser  Gleichung 
durch  jede  ihr  gleiche  Gröfse  c  ersetzt  werden  dürfe  —  und 
dafs  neben 


=  a  b  =  b 


aQb  = 


sei." ') 

Wir  werden  nunmehr  die   Thesis  o  nacheinander   detq 
associativen   und   commutativen   Gesetze  unterwerfen,   wol 
hervorzuheben  ist,  dafs   sie   von   einander   völlig    una 
hüngig  sind.') 

3.  L  SatE.  Ist  die  dreigliederige  Thesis  asBocitf 
tiv,  so  ist  die  Thesis  aus  beliebig  vielen  Gliedert 
associativ. 

Ist  eine  Folge  von  drei  Gröfaen  a,  h,  r.  gegeben, 
lassen  sich  daraus  unter  Einhaltung  der  vorgeschriebeneq 
Anordnung  nur  die  Ausdrücke  (a  o  fc)  o  c,  n  o  (6  o  c)  bilden^ 
Wir  nehmen  an 

ToraoBeetsong  B.) 

{aob)oc  =  a  o  (b  o  c). 

Jede  der  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  kanu  man  ] 
aobo  c  bezeichnen,  ohne  dadurch  eine  Unklarheit  herroz^ 
zurufen.  —  Um  den  Satz  zu  beweisen,'')  nehmen  wir  ihn  i 
richtig  an  für  die  Verknüpfungen  aus  3,  4,  ö  .  . .  n  — ■ 
Gröfsen  und  zeigen,  dafs  er  alsdann  auch  besteht  für  soLeli^ 
aus  n  Gröfsen  «„  a^  . . .  «,.  Wie  auch  /■  <  n  —  1  Gri 
unter  ihnen  /..  B.  n, ,  a^...ar,  ohne  diese  AufeinunderfoloS 
abzuändern,  zunächst  in  Gruppen  von  hüchstens  zwei 
theilt  und  innerhalb  derselben  verknüpft  werden,  die  so  i 
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halteneu  Resultate  unter  der  nämlichen  Beschränkung  wieder 
in  Gruppen  von  höchstens  zwei  zusammentreten  und  inner- 
halb derselben  verknüpfk  werden  u.  s.  f.,  bis  endlich  noch 
zwei  Ausdrücke  vorhanden  sind^  die  in  gehöriger  Ordnung 
verknüpft  das  Endresultat  liefern;  diese  sollen  immer  ein- 
ander gleich  sein«  Dann  aber  kann  in  den  Bezeichnungen 
eine  aufserordentliche  Vereinfachung  eintreten,  indem  für 
jede  der  genannten  gleichen  Grölisen  a^o  a^o , .  ,o  ar  ge- 
schrieben werden  darf.  Unter  der  obigen  Annahme  geben 
somit  die  n  Gröfsen  a^, . . .  a«  nur  noch  Veranlassung  zu  den 
folgenden  n  —  1  Ausdrücken 

a?i  =  «1  o  («2  o  «3  o  .  .  .  o  a«) 

a;^  =  (a^  o  Oa)  o  («3  o  ...  o  On) 


Xr  =  {(li  O    O^  . . .  O  ttr)  O  (ttr  -f.  i  O  .  .  .  O  a«) 

Xn—i  =  («j  o  ttg . . .  o  a«—i)  o  a„. 

Zufolge  B.)  ei^ebt  sich   aber  sofort,   dafs   Xr'^^Xr  +  v 
Denn  setzt  man 

1  <  r  ^  n 1  a^  O  . . .  O  ttr  =  Sr  Or  + 1  o . . .  o  a„  =  ^r, 

so  ist 
d.  i. 

Demnach  hat  man 

X^  =  X2  ^^  •  .  •  ==^  Xn  —  1 
W.    Z.    b.    W.^*) 

n.  SatB.   Jede  associative  Thesis  ist  commutativ, 
wenn  die  zweigliederige  Thesis  es  ist. 
VorauBsetzting  C.) 

aob  =  b  o  a. 
Es  sei 

eij  o  a^  . . .  o  «n  =  a?. 

Man  kann  aus  der  Anordnung  a^,  a^  -  > »  On  jede  beliebige 
dadurch  ableiten,  dafs  man  nur  je  zwei  benachbarte  Buch- 
staben vertauscht.    Wie  haben  somit  nur  zu  zeigen^  dafs 
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a;«=agOa^oa3...oan 
=  aiO.,.oar— ioar-fioarOar-f8...oa„ 
=s  a^  o  o^  . . .  o  a»  o  a„  «- 1. 

Es  ist  aber  nach  G.) 

X  =  Sr-.lO{arOar^l)otr^l 
=  Sr  —  1  O  (fh-  +  1  O  ötr)  O  ^^  +  1 
=  Sr  —  1  O  «r  4-  1  O  Or  O  ^r  4-  1- 

Aehnlich  ergeben  sich  auch  die  beiden  anderen  Umformun- 
gen Ton  X. 

Anmerkung.  Unter  Voraussetzung  C.)  folgt  aus  dem 
Satze  (A.):  ,;Neben  a  =  a  ist  aoh==^d oV^  der  allgemeinere 
„Neben  a=»  a  6  =  6'  ist  a  o  6  =  a  o  &'.'*  Denn  man  hat 
nacheinander 

aob  =  aob''=boa=  Vo  a  =  ao  V. 

3.  Die  lytische  oder  inverse  Operation.  Unter 
Festhaltung  der  Annahmen  A.),  B.),  C.)  betrachten  wir  nun 
die  Gleichung  6oa?  =  a;o6  =  a,  worin  a,  6  beliebige  ge- 
gebene Grofsen  des  Systemes  (I)  bedeuten.  Es  sind  drei 
Fälle  denkbar:  entweder  giebt  es  eine  oder  gar  keine  oder 
mehr  als  eine  Gröfse  in  (I),  die  für  x  gesetzt  die  Gleichung 
befriedigt.  Dafs  ihr  neben  einer  Grofse  x  auch  jede  x'  =  x 
genügt^  folgt  unmittelbar  aus  A.) 

Voraussetziuig  D.)    ;^ie  Gleichung 

xoh  ^=i  o  X  '^^  a 

werde  entweder,  was  immer  auch  a,  h  für  Gröfsen  des  Sy- 
stemes (I)  sein  mögen,  oder  doch  bei  bestimmten  Werthen 
derselben  durch  eine  und  nur  eine  Gröfse  dieses  Systemes 
befriedigt,  wofür  wir  die  Bezeichnung 

x  =  a^jh 

gebrauchen  —  gesprochen:  „von  a  getrennt  6"  oder  kurz 
„a  ab  (weg)  6".     Demnach  ist 

(a  u  6)  o  &  =  a."  (a) 

a^jh  wird  wie  aoh  als  eindeutiges  Symbol  angesehen, 
da  es  nur  unter  sich   gleiche  Gröfsen   bedeutet    Das   soll 
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festgehalten  werden,  so  dafs  wir  in  aolelien  Fällen,  wo  ea 
ungleiche  GröXaen  im  Sjateme  (I)  giebt,  welche  die  Gleichung 
}jox  =  a  befriedigen,  das  Symbol  a^,h  als  unzuläsaig  be- 
trachten. Um  Wiederholungen  zu  vermeiden,  bemerken  wir, 
dafs  in  den  folgenden  Sätzen  vom  zweiten  an  vorausge- 
setzt ist,  dafs  alle  in  denselben  vorkommenden  lytischen 
Symbole  n^b  müglich  und  eindeutig  seien. 

m,  Satz.  Ana  den  Vorauasetzungen  Ä.)  —  D.)  er- 
geben sich  folgende  Regeln  für  das  Rechnen  nach 
den  Operationen  o  und  ^. 

1)  „Ist  a  =^  a,  6  =  ft'  so  exiatirt  neben  a^b  auch 
a  o  h'  und  zwar  ist  «  ^  i  ^  a'  u  6'."  —  Ana  n  „  fc  ^  a;  folgt 
a=^bo  X,  alao  nach  A.)  a  ='bo  x.  Da  b  o  x  <=  l'o  x,  so 
hat  man  n  ^  b'ox.  Diese  Gleichung  kann  nur  eine  Lösung 
haben,  da  auch  umgekehrt  auB  ihr  wieder  box^a  folgt; 
somit  ist  X  ^  a  u  b'. 

2)  „Es  ist  (aob)  ^b  ^  a  unter  Voraussetzung,  dafs  die 
Gleichung  n  06  =  3106   nur  die   eine  Lösung  x  =  a  hat." 

3)  fl  .  6  =  fo  o  M()  w  (6  o  m)  =  (o  V  m)  ^  (6  «  m). 
Wir  haben  wie  oben  a  ^-  b  o  x,  also 

ao  m  =  (b  o  m)o  X, 
somit,  wenn  wir  voraussetzen,  dafs  diese  Gleichung  nur  eine 
Lösung  hat, 

X  ^  (a  o  m)  w{b  o  »»). 
a^m  ^  p,        6  ^  »i  ^  g, 
mop  neben 
=  {m  o  q)  o  X  ^  m  o  (q  o  x), 


Setzt  man 
so  hat  man 
also 


=  qo  X, 


die  Eindeutigkeit  von  x  vorausgesetzt.'") 

4)  (o..6)oc  =  (aoc)„6. 

5)  (ou6)^c-=.«„(6oc). 

6)  au(6^e)  =  (»oc)v6. 

Die  Beweise  dieser  Formeln  bieten  keine  Schwierigkeit 
dar.     «üb  als  möglich  und  eindeutig  angenommen,  ist  auch 


I 
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(a^b)oc  eine  Gröfne  y  unseres  Systemes.    Man  hat  6  o  jr 
ao  c,  kann  also,  wenn  diese  OleichuDg  nicht  mehr  als 
LöBung  y  hat,  schreiben  y  ^  {n  o  c)  ^  b.   U,  s,  f.  —  Man  hat 
ferner 

7)  (d  M  6)  o  (a'  ^  h')  =  V«  o  a)  .{bo  !/). 

8)  (a  ^  h)  ^  {a\  b-)  =  (a  o  6')  .  (a  o  b). 
Denn  sind  üub,  a'^^b'  Grfifsen  des  Syatemes  (I),  so  aot^ 

{«  ^b)o  {d  ^b')  =  z. 
Demnach  findet  man 

zo{bob')  =  ao  a', 
BodaTs   wenn  diese  Gleichung  nur  eine  Lösung  itlr  t  zulälst 

s  =  (a  o  o')  ^  (i  o  b') 
gesetzt  werden  kann.     U.  s.  f. 

9)  Der  „fortschreitend"  zu  berechnende  Ansdruclc 

O,  O  O,  O  . , .  Or,  w  i,  ^  Ö,  ij  .  ■  ■  -  ft.  O  fflr,  ^.  i  O  .  , . . 

liefert,  wenn  bei  Ausführung  der  aufeinander  folgenden  ' 
knüpftingen  a,  mit  a.^,  a,  o  a^  mit  n^  u.  s.  f.  kein  Wideremii 
zu  Tage  tritt,  nach  4)  und  5)  als  Endresultat  Ä  ^  B,  untei 
A  das  Resultat  der  thetischeu  Verknüpfung  von  a,  mit  allea 
hinter  einem  o  stehenden  GröCsen,  unter  B  das  Resultat  du 
thetiachen  Verknüpfung  aller  hinter  einem  ^  stehenden  GrSfaa 
verstanden.  Dabei  können  je  zwei  gleiche  Gröfsen  hinicf 
verschiedenen  Operationszeichen  nebst  diesen  selbst  gestrichoi 
werden.  —  Daraus  erhellt,  dafs  das  Endresultat  von  der  Ani 
Ordnung  der  in  (ß)  vorgeschriebenen  Operationen  unabhäag: 
ist,  woferne  der  Ausdruck  nur  auch  bei  der  neuen 
Anordnung  derselben  einen  Sinn  hat. 

10)  Ist  ein  Ausdruck,  welcher  eingeklammerte  Parthiei 
enthält,  in  einen  fortschreitend  zu  berechnenden  zu  verwEtadeh 
SD  können  die  Klammern  am  Anfange  oder  hinter  einem  O 
wegbleiben;  bei  Entfernung  derselben  hinter  einem  ^^  iat  toI 
das  erste  Glied  hinter  der  Klammer  das  Operationszeichen  ^ 
zu  setzen  und  es  sind  vor  allen  folgenden  Gliedern  die  Zeiche 
o  und  w  zu  vertauschen  (vgl.  Nr,  8).   Dabei  ist  jedoch  von 
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zusetzen,   dafs   die   nun   vorzunehmeude   fortschreitende  Be> 
rechnung  auch  möglich  sei. 

4.  Es  ist  zweckmäfsig  anstatt  D.)  eine  einfachere  Voraus- 
setzung noch  besonders  in  Betracht  zu  ziehen. 

VorauBBOtsung  D^.)  ,,Es  giebt  entweder  eine  und  dann 
nur  eine  oder  gar  keine  Gröfse  des  Systemes  (I),  welche 
für  X  gesetzt,  die  Gleichung  h  o  x  ^=  a  erfüllt." 

Dann  ergeben  sich  nach  dem  1.  Satze  in  Nr.  3  zunächst 
die  folgenden: 

2)  „Aus  a  o  6  s=  a  o  6'  folgt  6  =  6'." 

3)  „Aus  aw6  =  au6  folgt  a  =  aj  aus  a^6  =  au6'  folgt 
6  =  6'." 

4)  „Ist  aKjb^^a'sjb',  so  hat  man  aoV  =  aob  und  um- 
gekehrt: besteht  die  letztere  Gleichung  und  ist  a^b  möglich, 
so  existirt  auch  a<jb'  und  es  ist  a^b  =  a^VJ^  —  um  den 
ersten  Theil  zu  zeigen,  verknüpft  man  beide  Seiten  der 
Gleichung  a^b  =  a^ V  mit  6 o 6^  Besteht  aber  a oV  =  a'o 6 
und  ist  a  ==  6  o  rc,  so  folgt 

6  o  (a:  o  6')  ==  a  o6 

also  nach  2) 

a;  o  6'  =  a ,        X  =  d  Kj  V. 

Daran  schlieTsen  sich  der  2. — 8.  Satz  der  vorigen  Nr., 
wobei  die  Zulässigkeit  des  Ausdruckes  {aob)<^b  im  2.,  sowie 
der  die  rechten  Seiten  der  GL  3) — 8)  bildenden  lytischen 
Symbole  sich  nun  von  selbst  versteht. 

5.  Verbinden  wir  mit  den  Annahmen  A.)  B.)  C.)  noch  die 
VoratLssetznng  £.)  „1)  Unter  je  zwei  ungleichen  Groüsen 

des  Systemes  (I)  sei  die  eine  als  die  gröfsere,  die  andere  als 
die  kleinere  erklärt.     2)  Es  sei  neben 

a>  a         a  o  6  >  ao  b" 

so  ergiebt  sich  sofort  der 
SatB  IV.   „Wenn 

«1  ^  &!       Oj  >  62  •  •  •      öt»  >  6«       (w  ^  2) 

und   wenigstens   in   einer  dieser  Relationen  das  Zeichen  > 
steht,  so  ist 

o^oogO  .. .an>  61  06^0...  6»." 
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^yWenn  neben  diesen  Annahmen  noch  die  Möglichkeit 
der  LysiS;  wenigstens  bedingungsweise^  feststeht,  dann  kann 
aus  'E)  geschlossen  werden 

1)  die  Eindeutigkeit  der  Lysis  (DJ;  ferners  die  Sätze: 

2)  Neben  a>  a   ist  a o  6  >  a'o  6. 

3)  Neben  6  <  6'  ist  a  w  6  >  a^  V. 

4)  Neben  a>  a       6  <  6'  ist  a ^  6 >  a  vy  6'. 

Dabei  ist  die  Existenz  der  Gröfsen  a  u  6,  a  s^h  u.  s.  f. 
vorausgesetzt.''  Der  Satz  1)  wird  indirect  gezeigt;  2)  und  3) 
folgen  nach  dem  allgemeinen  Satze  in  I.  7.  —  4)  geht  aus  2) 
und  3)  hervor. 

Wir  werden  später  noch  die  folgenden  Sätze  gebrauchen: 

,,5)  Neben  a^jh^c  hat  man  entsprechend  a^&oc 
und  umgekehrt,  immer  a^h  als  im  Systeme  (I)  vorhanden 
gedacht. 

6)  Existiren  a^jh  a^V,  so  folgt  aus  a^jh^a  kjV  ent- 
sprechend aoV^aob  und  umgekehrt." 

Die  ersten  Theile  folgen  aus  E.),  indem  man  beide  Seiten 
der  Relationen  mit  &,  bez.  b  oV  verknüpft;  die  Umkehrungen 
nach  I.  7. 

Satz  IV.*)  „Weifs  man,  dafs  neben  A.)  B.)  C.)  E.l.)  die 
Regel  „a  o  6  >  a"  gilt,  so  ergiebt  sich,  dafs  o^  o  o,  o . . .  a« 
gröfser  ist  als  das  Resultat  der  Verknüpfung  eines  Theiles 
der  Gröfsen  a^.,.any  sowie  als  jede  einzelne." 

6.  Distributive  Formeln.  Wir  betrachten  nun  zwei 
thetische  Operationen  o  und  O. 

Satz  V.  „Es  sei  die  Operation  o  associativ.  1.)  Be- 
steht die  Formel 

(aoh)Oc  =  (aOc)o(hOc)  (y), 

so  hat  man 

(a^  o  a^o  '  am)0  c  =  (a^  O  c)  o  (a^  O  c)  o . . .     (a,„  O  c)."  (ß) 

Beweis.     Man  zerlege 

«1  o  «2  o  •  üfn  =  {aiOa^o  '  a^-i)  o  a^ 

und  setze  in  (y)  ^ 

Hierauf  zerlege  man  a^o  a^o.,,  Om—i  n.  s.  f. 
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,,2)  Desgleichen  folgt  aus 

aO(boc)  =  (aOb)o{aOc)  (e) 

a  O  (61  o  6^  o . . .  i„)  =  (a  O  61)  o  (a  O  ig)  o . . .  (a  O  6„)." 

„3)  Wenn  die  Formeln  (y),  (s),  welche  die  beiden 
Seiten,  des  distributiven  Principes  heifsen^  zugleich 
Geltung  haben,  so  kann  man  jeden  Ausdruck 

{a^oa^o a,„)  O  (61  o  6jj  o bn) 

in  doppelter  Weise  entwickeln."     So  findet  man  z.  B.  für 
s  =  (ao  b)  O  (c  o  d),  wenn 

aO  c  =  l      bO  c  =  m      aO  d  ==  n      bO  d  =  2^ 

gesetzt  werden,  zuerst  (y)  dann  {e)  anwendend,  s<=lonomop 
und  in  umgekehrter  Ordnung  vorgehend ,  s  =  lomonop. 
„4)  Haben  die  Gleichungen 

j\  O  r*  =  «x       X2O  c  =  a^ x,n  O  c  =  a„t 

die  Auflosungen 

a:,  =  a^  o  c       x^  =  Ü2  <^  c . . . ,  Xtn  =  a^n  ^  c 

und  besteht  die  Formel  y)y  so  hat  man 

auch  die  letzte  Gröfse  als  eindeutig  vorausgesetzt/* 

Diese  Gleichung  ergiebt  sich  aus  (d),  indem  maq  a^  ,a^,.  (i,a 
bez.  durch  x^y  x^.^.Xm  ersetzt. 

Aus  3)  ergiebt  sich  der  folgende  Satz.*) 

„Wenn  die  Operation  o  associativ  ist  und  jede  Gleichung 
b  o  X  =^  a,  sowie  xob  =  a  höchstens  eine  Auflösung  nach  x 
hat,  wenn  ferner  im  Systeme  (I)  zu  jeder  Gröfse  m  ein  Paar 
von  Gröfsen  xy  vorhanden  ist,  so  dafs  m  =  a;Oy;  dann  folgt 
aus  den  beiden  Seiten  des  distributiven  Gesetzes  (y),  (f), 
dafs  die  Operation  o  commutativ  ist." 

Aus  beiden  obigen  Darstellungen   von  s  folgt  nämlich 

l  o  {n  o  m  o  p)  =  l  o  {m  o  n  o  p)j 

somit  n  o  m  o  j>  =  m  o  w  o  jp  d.  i.  (n  o  w)  o  |)  «=  (m  o  n)  o  j), 
also  endlich  (n  o  m)  =  (m  o  n).    Da  m,  n  bei  gehöriger  Be- 

Stolc,  Vorleiungen.  8 
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etimmuDg  von  a,h,  c,  d  beliebige  Gröfsen  vgn  (,1)  sein  könneD,! 
so   gilt  fQr  die  Theeis  o  das  commutative  Gesetz  allgemeiiufl 

7.  Bisher  ist  angGiiomineii  worden,  dals  die  den 
nahmea  Ä.J  B.)  C.)  geuügende  VerknüpfuEg  o  der  GrÖfsen 
manclunal  keine  Ümkelirung  zulasse.  Dadurch  wird  die  Giltif 
keit  der  in  Nr.  3— ö  aufgestellten  Formeln  in  der  Art 
achräokt,  dafs  die  darin  vorkommenden  Ijtisdien  Symbole 
m&glich  und  eindeutig  sein  müssen.  Wir  wollen  nun  neoel 
Gröfsen  aufstellen,  welche  das  Sjatem  (I)  dergestalt  ergänzen! 
sollen,  dafs  sie  die  noch  unlösbaren  Gleichungen  h  o  sc 
befriedigen  und  mit  welchen  dabei  nach  denselben  RegcJs 
gerechnet  werden  kann,  wie  mit  den  ursprünglichen  Gröfaeu.. 
—  Wenn  wir  uns  auf  die  Annahme  D,.)  beschränken, 
zufolge  welcher  es  entweder  nur  eine  Gröfse  oder  gar  keine 
Gröfse  X  unter  den  (I)  giebt,  so  werden  wir  durch  Ein' 
führuDg  der  neuen  Grofsen  den  Formeln  in  Nr,  3 — 5  die 
volle  Allgemeinheit  verschaffen.  Erst  dann  kann  eigentlich 
vom  algebraischen  Rechneu  mit  Buchstaben,  die  jede 
Gröfse  des  Systeme»  bedeuten  können,   die  Rede  sein. 

Wir  setzen  nun  fest:'') 

1.  Definition.  „Wenn  im  Falle  D,)  der  Gleichung 
hox^n  keine  Gröfse  des  Systemes  (1)  genQgt,  so  soll  sie 
durch  ein  und  nur  ein  neues,  iu  (I)  nicht  Torhauüenes 
Ding  X  befriedigt  werden,  das  mit  a^b  bezeichnet  werden 
kann,  weil  dieses  Symbol  noch  nicht  vergriffen  ist.  Man 
hat  also 

h  o  {a  uh)  •=  {a  wh)  oh  =  a  . ." 

Da  die  neuen  Objecte  keine  weitereu  Eigenschaften  be- 
sitzen, 80  kann  man  ihnen  solche  nach  Belieben  beilegen, 
wenn  sie  sich  nur  untereinander  nicht  widersprechen.  Zu- 
nächst machen  wir  die  Dinge  zu  Gröfaen  durch  Unterscheidung 
von  gleichen  und  ungleichen  unter  ihnen,  wozu  man  durch 
den  4.  Satz  in  Nr.  4  gelangt. 

Die  Gleichung  o  o  6'^  fl'o  Ä  hat  auch  dann  noch 
einen  Sinn,  wenn  a^h  a'^h'  nicht  dem  Systeme  (I) 
angehören.  Da  überdies  der  Satz  erholten  bleiben  soll,  wo 
treffen  wir  die  folgende  Bestimmung. 
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2.  Definition.  Zwei  neue  Dinge  a^b  und  a'uh' 
seien  dann  und  nur  dann  einander  gleich^  wenn 

a  oV  =  a  ob. 

Die  Definition  ist  zulässig.     Denn  ist  nach  ihr 
a  Kjb  =  a  Kj  b\      a  ^  ft'  =  a"  w  6", 
so  ist  nach   ihr  auch  a^b  =  a  ^  b" ,     Wir  haben   nämlich 

ao6=aoö,       a  ob   =a   ob , 

also 

(a  o  &')  o  (a  o  V)  =  {a  ob)  o  {a"  o  V) 

d.  i. 

(a  o  b')  o  (a  o  ?/')  =  (a  o  b')  o  [a"  o  b) 

und  nach  dem  2.  Satze  in  Nr.  4  aob"  =  a" ob.  —  Wir 
merken  an,  dafs  neben  m  =  m  a^b  =»  (ao  m)  ^{b  o  in)  und 
dafs  wenn  b=^a,  nur  dann  d  yjV  =  a  ^b  sein  kann,  falls 
auch  b'  =  d  ist. 

Die  neuen  a^b  sind  somit  Gröfsen  geworden,  welche 
im  Gegensatze  zum  ursprünglichen  System  (I)  das  System  (II) 
bilden  und  mit  a,  /3,  y  . . . .  bezeichnet  werden  mögen.  Wenn 
es  ohne  Unklarheit  geschehen  kann,  werden  a,  /3,  y ...  auch 
für  die  Gröfsen  des  aus  (I)  und  (II)  zusammengesetzten,  des 
erweiterten  System  es  gebraucht  werden. 

Versuchen  wir  nun  die  thetische  Verknüpfung  o  zwischen 
den  alten  und  neuen  Gröfsen  einer-  und  den  letzteren  unter 
sich  andererseits  in  der  Art  zu  definiren,  dafs  die  dafür  hin- 
sichtlich der  Gröfsen  (I)  bereits  angenommenen  Gesetze  der 
Associativität  und  Commutativität  bestehen  bleiben.  Mit 
Rücksicht  auf  die  Formeln  4)  und  7)  in  Nr.  3  müssen  wir 
dann  festsetzen: 

3.  Definition.  „Sind  a  ^  6,  d  ^  V  Gröfsen  des  Systemes 
(II),  so  sei 

(a  w  6)  o  c  =  c  o  (a  w  6)  =  (a  o  c)  u  6       •  (1) 

(a  w  i)  o  {d  u  b')  =  (a  o  d)  u  (6  o  ft'),  (2) 

worin  die  rechten  Seiten  auch  durch  jede  ihnen  bez.  gleiche 

Gröfse  ersetzt  werden  können."  —  Nunmehr  erkennt  man, 

dafs   wenn    a  kj  b  =  d  yj  V  auch  (d  ^V)  ob  =  a  und   dafs 

8* 
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umgekehrt  die  letzte  Gleichung  nur  dann  besteht^  wenn 
a^h  '^  d ^h\  Somit  ist  die  in  der  1.  Definition  geforderte 
Eindeutigkeit  von  a^jh  gewahrt. 

Satz  VL  „Wird  die  Operation  o  im  erweiterten 
Gröfsensysteme  durcli  die  Gleichungen  (1),  (2)  definirt^  so 
ist  sie  ausnahmslos  commutativ  und  associatiy/' 

„Bezeichnen  a,  a,  ß  Grölsen  dieses  Systemes;  so  besteht 
der  Satz:  Ist  a  =^  a    so  ist  a  o  ß  =  a  o  ß"  (3) 

„Die  Gleichung  ^o  ß  =^  a  hat  nach  5  eiiie  und  nur  eine 
Losung^  die  im  Anschlüsse  an  Nr.  3  mit  ^  =  auß  bezeiclinet 
wird.     Die  Lysis  ist  stets  möglich  und  eindeutig/' 

Beweis.  Dafs  ao  ß  =  ßoa,  folgt  aus  den  Formeln  (1),  (2). 
Beim  Nachweise  der  Gleichung 

(ao  ß)  o  y  =  ao  (ßo  y)  (4) 

sind  nach  der  Natur  der  darin  auftretenden  Gröfsen  acht 
Fälle  zu  unterscheiden,  welche  folgende  Zusammenstellung 
ersichtlich  machen  soll: 

1)  abc      2)  aby      3)  aßc      4)  aßy 

5)  abc      6)  aby       7)  aßc      8)  aßy^  W 

Hier  bedeuten  die  lateinischen  Buchstaben  Grofsen  des  Sy- 
stemes (I);  die  griechischen  äusschlielslich  solche  von  (II) 
und  zwar  sei 

a^^m^n,      ß'='P<^Q,      y^^r^jS, 

Der  1.  Fall  kommt  nicht  mehr  in  Betracht.  Im  2.  Falle 
hat  man 

(a  o  6)  o  y  =  (a  o  &)  o  (r  ^  s)  =  (a  o  6  ü  ?•)  vy  s. 

Andererseits  ist 

boy  =  (bor)sjS       a  o  (b  o  y)  =  (a  ob  o  7)  ^  s, 

mag  nun  b  o  y  eine  Gröfse  des  ersten  oder  zweiten  Systemes 
sein.  Somit  folgt  (ao  b)  o  y  =  ao  (b  o  y).  Ähnlich  der  Be- 
weis im  3.  und  5.  Falle.  In  den  übrigen  Fällen  hat  man  den 
Hilfssatz  zu  gebrauchen,  dafs  die  Gleichung  (2)  auch  gilt, 
wenn  a^b  eine  Gröfse  des  ersten,  a^V  eine  des 
zweiten  Systemes  ist.  —  Es  sei  a^b*==^d,  so  dafs  nach  (1) 
X  =  (a  u  6)  o  (a  v^  6')  ==  d  o  (a  ^  6')  =  (d  o  ä)  ^  b\ 
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Nach  Nr.  3  ist  rf  o  a'  «=  (a  o  a')  u  b  und  daher^  wenn  x  zu 
(I)  gehört,  in  der  That  x  =  (a  o  a)  w  (6  o  6').  Ist  aber  x 
eine  neue  Grörse,  so  weifs  man  zunächst  nur,  dafs 

6'  o  X  =  d  o  a  =  (a  o  a  )  v>  6, 
also 

b  o  (1/  o  x)  =  ao  a\ 

Da  aber  das  associatiye  Gesetz  im  2.  Falle  schon  erwiesen 
ist,  so  folgt 

(6  o  6')  o  X  =  6  o  (6'  o  x)  =  a  o  a 
d.  i. 

X  ^=^  (a  o  a)  Kj  (b  o  6'). 

Nunmehr  bietet  der  Nachweis  von  (4)  keine  Schwierig- 
keit mehr  dar;  man  braucht  nur  die  rechte  und  linke  Seite 
der  Gleichung  zu  entwickeln  und  wird  sie  als  übereinstim- 
mend erkennen.     So  ist  z.  B.  im  8.  Falle 

a  o  /3  =  (m  op)  ^(no  q)         ß  o  y  =  {p  o  r)  kj  {q  o  s)] 

somit 

(ao  ß)  oy  =  (mopo  r)  Kj{noqo  s)  =  ao{ß  oy). 

Wenn  man  den  unten  bewiesenen  Satz  (3)  anwenden  will, 
so  reicht  diese  Entwicklung  auch  für  die  Fälle  3)  —  7)  aus; 
man  braucht  sich  nur  a  in  der  Form  m  u  n  zu  denken  u.  s.  w. 
—  Vermöge  der  Commutativität  der  zweigliedrigen  Thesis 
lassen  sich  übrigens  der  5.  und  3.  Fall  auf  den  2,,  der  7. 
und  6.  auf  den  4.  zurückführen.  (Vgl.  IV.  5.) 

Der  Beweis  des  Satzes  (3)  verlangt  nach  der  Natur  der 
Gröfsen  a,  ß  die  Unterscheidung  von  vier  Fällen,  die  in  dem 
ähnlich  wie  oben  entworfenen  Schema 

1)  a,  b        2)  tty  ß        3)  «,  a        4t)  a,  ß  (6) 

enthalten  sind.  Uebrigens  bietet  sich  die  Formel  (3)  in 
jedem  Falle  unmittelbar  dar.     Es  sei  ee'  »=>  m'  ^  n ,  so   dafs 

m  o  n  =  tn  o  n;  (7) 

im  letzten  hat  man  dann  z.  B. 

a  o  ß  =  (m^njo  (p^q)  =  (mop)  u(no  q) 

a  oß  =  (m  op)  w  (n  o  q). 
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Aus  (7)  folgt  aber  durch  Verknüpfung  mit  i>  ^  Q 

(w  o  p)  o  (n'  o  q)  =  (fu  op)  o  (n  o  q) 

d.  i. 

a  o  /3  =  a'o  /3, 

mag  a  o  ß  dem  Systeme  (1)  oder  (II)  angehören. 

Die  nämlichen  vier  Fälle  (6)  sind  zu  unterscheiden  hin- 
sichtlich der  Gleichung  g  o  /3  =  a.  Der  erste  ist  bereits  er- 
ledigt; von  den  übrigen  wollen  wir  den  letzten  durchführen. 
Wenn  dieser  Gleichung  überhaupt  eine  Grofse  des  erweiter- 
ten Systemes  (I),  (II)  genügt,  so  kann  sie  immer  in  die 
Form  5  =  ic  v>  y  gebracht  werden.     Es  soll  demnach  sein 

(xKjy)o(puq)  =  m  u  n 
d.  i. 

(x  o  p)  u(y  o  q)  =  m  ^n 

(xop)on  =  (y  oq)o  m        xo  (p  o  i?)  =  y  o  (g  o  m). 

Die  letzte  Gleichung  wird  erfüllt  durch  die  Annahme 

X  =  {qom)        y  =  (po  ?/), 

aber  auch  durch 

X  =  (y  o  qo  m)  ^  (jf>  o  w), 

wobei  wir  y  willkürlich  lassen  können,  nur  so  beschränkt^ 
dafs  die  rechts  stehende  Lysis  eine  Gröfse  des  Systemes  (I) 
liefert.  Es  ist  jedoch  nach  der  2.  Definition  auch  im  letzte- 
ren Falle 

X  Kj  y  ^=  (q  o  m)  ^  (p  o  n). 

Die  Gleichung  |  o  /S  =  a  kann  somit  nur  eine  Lösung  haben: 

I  =  ((2  o  m)  u{po  n), 

Dafs  diese  auch  wirklich  genügt,  zeigt  die  Substitution  der- 
selben für  |: 

[(q  o  m)  w  {p  o  n)]  o  (p  ^q)  =  (poqo  m)  ^(poq  o  u)  =  m  ^n. 

8.  Zufolge  des  Satzes  VI.  genügt  das  aus  den  Syste- 
men (I),  (II)  zusammengesetzte  «,  /3,  y  . . .  vollständig  den 
im  Satze  III.  verlangten  Bedingungen.  Man  kann  daher 
in  den  darin  aufgeführten  Sätzen  die  a,  6,  c...  ohne 
weiteres  durch  die  a,  /3,  y . . .  ersetzen  und  hat  demnach: 
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1)  I>t  n  — 

3)  «  „  ^  -  («  o  rt  „  (|ä  o  rt. 

6)  («„«„^-.„(^oy). 
6)«„tf„>.)-(«urt„/!. 
7)(»„/i)oiy„|S-)_(„o«).C^O^'). 

8)  (..|3)„(».|r)_(«o()')„(«  oft. 

Und  zwar  gelten  alle  diese  Formeln  otue  jegliche 
Beschränkung. 

9)  Der  von  links  nach  rechte  fortschreitend  zu  berech- 
nende Ausdruck 

Otj  O  Og  O  .  .  .  O  «r,  u  (5l  ^  ft  ■  ■  ■  "  i^fi  O  "^'i  +  1  °  ■  ■  ■  (8) 

ist  gleich  Av  B,  worin  A  durch  thetische  VerknOpfung  aller 
«,  B  durch  thetische  Verknüpfung  aller  ß  entatauden  ist 
und  somit  unabhängig  von  der  Anordnung  der  in  (8)  vor- 
geachri ebenen  Operationen. 

10)  „Jeder  Ausdruck,  der  durch  ineinander  geschachtelte 
fortschreitend  zu  berechnende  Ausdrücke  gebildet  ist,  wird 
so  auf  einen  ohne  Klammern  geschriebenen  Ausdruck  redu- 
cirt,  dafs  man  die  Klammern  am  Anfange  oder  nach  einem 
o  wegläfst,  nach  einem  ^  aber  bei  Entfernung  der  Klammern 
vor  das  erste  Glied  k^  setzt  und  vor  den  übrigen  die  Zeichen 
o  und  ^  mit  einander  vertauscht'' 

Beweis.  OffeDbar  brauchen  wir  nur  einen  fortachreiteDdeu  Aua- 
drnck  X  an  betrachten,  deasen  Glieder  entweder  theiU  eiiifftche  OröfBeu 
tbeiU  fortschreitende  AasdrQcke  oder  sämmtlich  eolche  Auädrflcke 
sind.  Wir  heseitigen  die  datin  bcfiadlichen  Klammern  nactaeinuudei 
und  zwar  in  der  Richtung  von  links  naoh  rechts.  Ut  schon  das 
erste  Glied  ein  Änadmck,  ao  fallen  seine  Klanimeni  einfach  fort.  Dem. 
nach  hat  man  nar  zu  untcraeheideu ,  ob  die  vor  der  ereten  Klammer 
ütehenden  Gräfaen  «,,!',  ...  c,,,  blor«  daruh  das  Zeichen  o  verknüpft 
sind  (bex.  nur  eine  Ijrüfae  vorhanden  ist)  oder  dnrch  u,  bezw.  dnrch  o 
und  j.  Im  ersten  Falle  beginnt  .\'  mit  Äo  [N]  oder  A  ^  (iV),  wo 
j1  =  a,  o  a,  o  .  .  .  Dr,„  und  N  ein  Ausdruck  von  der  Form  (8).  Wir 
kQunen  nun,  in  der  Richtung  von  rechts  nach  linke  fortschreitend 
ein  Glied  von  N  nach  dem  anderen  aiiraorhalb  der  Klammern  bringen. 
Bezeichnet  ß^  das  letzte  Glied  von  N,  so  dnrf  man  N  entweder  gleich 
{N')  o  ß^  oder   {N'\  -j  ß^  wetzen.    Man  hat  daher  ereteua  entweder 
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Äo  IK]  ^Ao[{N-}  oß^]  =  [Ao  {A"}]o<», 
oder 

^o  {N}  =AoUN']  up,]  =  [^o  [N-U^ß^ 

und  80  fortfahrend  Ä  o  [N*}  entweder  gleich  [A  o  { N"  }  ]  o  P^  __  i 
oder  [A  o  { N" )  ]  ^  ß^  _  i  u.  8.  w.    Wenn  endlich  die  Elanimern  in 

dem  in  Rede  stehenden  Theile  von  X  verschwanden  sind,  lo  finden 
wir  nach  a,  o  a,  o  .  .  .  a^  o  /}|  die  übrigen  Glieder  von  N  hinter  den- 
selben Zeichen,  wie  in  ^selbst.  Aehnlich  schliefst  man^  wenn  swei- 
tens  A\j  [N]   vorliegt.    Es  ist  nämlich  nach  4)  —  6) 

Ä^[{N'}  V.  <JJ  =  (^  o  <},)  u  {N')  =[^o  {2yr)]op,. 

Im  zweiten  Falle  sei  das  Resultat  ans  den  einfachen  GrOfsen, 
womit  A"  beginnt,  wie  in  9)  A  kj  [B].  Weiter  hat  man  dieselben 
UnterföUe  zn  unterscheiden,  wie  gerade  vorhin  und  gelangt  mit  Hilfe 
der  Relationen  7)  und  8)  zu  denselben  Ergebnissen.  So  findet  man  s.  B. 

[Au  {B)]o[(N')ußJ  =  [Ao  {N-)]u[[B)  o  pj 

=  ^0    {X']   y,   [B]    uß^ 

=  Au  [B]  o  {N']  uß^, 

worin  man  in  dem  Theile  A^  {B)  wieder  die  ursprüngliche  Anord- 
nung der  Glieder  a^  herstellen  kann.  —  Sowie  die  Klammem  um  den 

ersten  Ausdruck  ^  in  X  sich  wegschaffen  lassen,  so  auch  die  um  den 
zweiten,  der  nunmehr  der  erste  geworden  ist.     U.  s.  f. 

11)— 13)  Die  den  Sätzen  2)— 4)  in  Nr.  4  entspre- 
chenden. 

9.  Der  Modulus  der  Thesis  o  und  die  reciproke 
(inverse)  Gröfse.  Die  Gröfse  v  =  a^a^  welche  dem  Sy- 
steme (I)  oder  (II)  angehört,  erfüllt  die  Gleichung  aoy^a. 
Wenn  b  irgend  eine  Gröfse  von  (I),  a==mwn  eine  solche 
von  (II)  bedeutet,  so  hat  man  a  ^j  a  ==h  ^  b  also  b  o  v  *=ab 
und 

«  o  1/  =  (m  u  n)  o  V  ==  (m  o  v)  .j  n  =  m  ^n  =  cc. 

Die  Gröfse  v,  welche  die  Eigenschaft  besitzt,  bei  Ver- 
knüpfung mit  irgend  einer  Gröfse  des  erweiterten 
Systemes  sie  ungelindert  zu  lassen,  bezeichnen  wir  als 
Modulus  der  Thesis  o.  —  Aus  a  o  v  =  a  folgt  femer 
a  =  a  yjv,  mag  a  zu  (I)  oder  (II)  gehören. 

Die  Gröfse  v  ^  a  wird  dagegen  im  Allgemeinen  von  a 
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verschieden  aeinj  wir  wollen  sie  die  zur  Grofae  a  des  er- 
weiterten Sjstemes  reciproke  oder  inTeree  nennen  und 
mit  ä  bezeichnen.  Die  zu  gleichen  Gröfsen  reeiproken  sind 
auch  gleich.  Es  ist  v  ^  v.  Die  Reeiproke  zu  ä  ist  tt.  Denn 
man  hat  dafür 


•^ 


«)  =  (.  o  «)  .  1,  =  «. 

<  ß;   die  zu  cc  .^  ß  ist  ß  ^  k.   In 


Die  Beciproke  zii  a  o  ^  ist  k 
der  That  ergiebt  sich 

Endlich  ist  die  Ljsis  a^ß  identisch  mit  der  thetischen 
Verknüpfung  von  a  mit  der  Reeiproken  zn  j9. 

Im  Innern  eines  fortschreitend  zu  berechnenden  Aus- 
druckes, der  stets  als  Resultat  von  Thesen  angesehen  werden 
kann,  kann  der  Modulus  nebst  dem  vor  ihm  steheuden  Ope- 
rations zeichen  weggelassen  werden,  ohne  dafs  der  Ausdruck 
eine  Aenderung  erleidet.  Desgleichen  am  Anfange,  wenn 
auf  ihn  das  Zeichen  o  folgt, 

10.  Beatehen  über  das  Gröfsensyatem  (I)  die  Yoraus- 
aetzungen  A),  B),  C),  Dj),  E),  so  können  wii-  noch  folgen- 
des festsetzen. 

4.  Definition.  „Es  sei  die  neue  GrÖfse  a^m^n 
griifaer  oder  kleiner  als  a,  und  umgekehrt  a  kleiner  oder 
gröfser  als  a,  je  nachdem  m  gröfser  oder  kleiner  als  no  a. 
a  sei  gröfaer  oder  kleiner  als  eine  andere  Gröfee  ß  =  p^q 
des  Syatemes  (II),  je  nachdem  »»03  grüfser  oder  kleiner 
als  n  o  p." 

i)ais  diese  De&nition  keineu  Widerspruch  mit  den  bisher 
angenommenen  Eigenschaften  des  Griifsensystemes  (1)  her- 
beiführt, zeigen  die  Satze  5)  und  ö)  in  Nr.  5,  —  Ferner 
müssen  die  formalen  Bedingungen  in  I.  3  erfüllt  sein.  In 
der  That,  mögen  a,  ß  Gröfsen  1.  oder  2.  Art  sein,  so  folgt 
aus  a^ß  stets  «  <  )3.  Uud  ist  a>  ß,  ß>  y,  so  ist  wirk- 
lich a  >  y.  Deun  ist  y  ='  r  ■^  s,  so  hat  man  nach  Voraua- 
setzung 
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inoq>  nopy        po  s>  qo  r, 
also  nach  Satz  IV.  in  Nr.  5 

mo  q op os>nopoqor 
und  wenn  po  q  beiderseits  abgetrennt  wird 

w  o  s  >  w  o  r    d.  i.     a>  y. 

Der  Beweis  gilt  allgemein ,  da  man  auch  Grolsen  des 
Systemes  (I)  in  der  Form  m  kjU  darstellen  kann.  Doch  mufs 
noch  bemerkt  werden^  daTs  wenn  a'>a'='C^d  auch 

t»  o  rf  >  n  o  c. 

Das  folgt   unmittelbar   aus    tn  >  n  o  a   durch   Verknapfung 

beider  Seiten  mit  d. 

Satz  Vn.    ,;Unter  diesen  Umständen  hat  man: 

1)  neben  a>  a         ao  ß^  a  o  ß. 

2)  a  o  /3  ^  a  je  nachdem,  ß  =p^q  gesetzt^  p  ^  gr/'    Ist 

a  ==  niKjfi        a  =in  Kjn\    • 
so  folgt 

ao  ß  a=  (m  op)  Kj  (no  q)        a'  o  /3  =  (w'  op)  yj  (n  o  q) 
und  wegen 

mo  n  >  tn  o  n        mo  n  ojyo  q>  m  onop  o  q 

d.  i. 

a  o  /3  >  «'  o  /3. 

Und  es  ist  cc  o  ß'^  a,  je  nachdem 

(m  op)  o  n  >  (m  o  (/)  o  m 

oder,  bei  Abtrennung  von  mon  beiderseits,  p  ^  q, 

11.  Durch  Anwendung  der  in  den  vorstehenden  Num- 
mern entwickelten  Theorie  kann  man  das  System  der  natOr- 
liehen  Zahlen  dergestalt  erweitern,  dafs  die  vier  Speciea  mit 
einer  einzigen  Ausnahme  stets  ausführbar  sind.  Die  Ge- 
sammtheit  der  natürlichen  Zahlen  und  der  neu  zu  schaffen- 
den Gröfsen  nennen  wir  das  in  Beziehung  auf  die  vier 
Species  geschlossene  System  der  rationalen  Zahlen. 
Die  hierzu  erforderlichen  Definitionen  und  Beweise  lassen 
sich  auf. doppelte  Weise  anordnen,  je  nachdem  das  System 


der  natürlichen  Zahlen  zuerst  in  Bezug  auf  die  Subtraction 
oder  die  Division  erweitert  wird.  Für  uns  ist  der  letztere 
Weg  etwas  bequemer. ") 

Die  Untersuchung  zerfüllt  in  vier  Theile. 

I.  Aufstellung  der  absoluten  gebrochenen  Zah- 
len. Es  seien  nun  die  Gröfsen  (I)  a,  b,  c  . . .  die  natür- 
lichen Zahlen.  Die  Gleichung  x  ■  h  =  a  hat  nach  TT,  8  ent- 
weder eine  einzige  oder  gar  keine  Lösung  unter  den  natHr- 
liehen  Zahlen,  wie  die  Theorie  in  Nr.  7  verlangt. 

1.  Definition.  „Tn  dem  Falle,  dafs  die  natürliche  Zahl 
a  durch  eine  andere  b  nicht  theUbar  ist,  soll  ein  und  nur 
ein  neues  Ding  existiren,  das  mit  a  :  b  oder  bezeichnet  wird 
und  der  Gleichung  ö  ■  (o  :  6)  =  {a  :  6)  -  5  ■=•  a  genügt." 

2.  Definition.  „Es  seien  zwei  dieser  Dinge  a:b, 
n  :  b'  einander  gleich,  wenn  a-b'  ^  a  ■  b." 

3.  Definition.  „Die  neue  Grofse  n  :  b  heifst  gröfaer 
oder  kleiner  als  c,  je  nachdem  a  gröfser  oder  kleiner  als 
b  ■  c  und  zugleich  die  letztere  kleiner  oder  grÖfser  als  die 
erstere.  Von  den  ueuen  Gröfsen  a:b,  a  :b'  heifst  die  erste 
die  gröfaere  oder  kleinere,  je  nachdem  n  ■  6'  ^  n'  •  5."  (Vgl. 
Nr.  10.) 

Die  neuen  Gröfsen  a :  b,  welche  im  folgenden  mit 
a,  ß,  y . . .  bezeichnet  werden,  bilden  im  Verein  mit  den 
natürlichen  Zahlen  das  System  der  absoluten  rationalen 
Zahlen.  Den  ersteren  gegenüber  heifsen  sie  gebrochene  Zah- 
len oder  eigentliche  Brüche.  Oefters  werden  übrigens 
a,  ß,  y  .  •  ■  absolute  rationale  Zahlen  im  Allgemeinen  be- 
deuten. 

Tm  Bruche  a :  b  heilst  a  auch  Zähler,  b  auch  Neuner. 
Falls  a>  b,  also  a  :  6  >  1,  so  heifst  der  Bruch  unecht;  falls 
a<b,  also  «:&<!,  so  heilst  er  echt. 

Die  Zahl  a:b  ist  gleich  ma  :  mb.  Tst  m  der  gröfste 
gemeinschaftliche  Theiler  von  a,  b'  so  dafa  a  =  ma  b'  =  mb, 
worin  (t,  b  relativ  prim  sind,  so  folgt  n  -.  b'  ^  a:b.  Jeder 
Quotient,  in  welchem  Dividend  und  Divisor  einen  von  der 
Einheit  verschiedenen  Theiler  gemein  haben,  ist  gleich  einem 
solchen,  in  welchem  Dividend  nnd  Divisor  relativ  prim  sind. 
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Er  heiCst  die  reducirte  Form  desselben  und  giebt  setnm 
Werth  an. 

„Sind  zwei  reducirte  Quotienten  0:6,  «' :  6'  einander 
gleich,  30  nmra  o'  =  fl,  6'  •=  i  sein."  Denn  aus  ah'  =  a'h 
folgt,  da  b  relativ  prim  zu  a,  dafs  a  ein  Vielfaches  tou  h 
sein  mufa:  a'  =  ma.  Setzt  man  diesen  Werth  für  a  in  der 
Torstflbenden  Gleichung  ein,  so  ergiebt  sich  unmittelbaj 
h'  =  »16.  Allein  da  a  b'  relative  Primzahlen  sind,  so  mufa 
m  =•  l  sein.  Aus  dem  soeben  Bemerkten  fulgt  noch:  ,ßai 
ein  nicht  reducirter  Bruch  a  :  b'  gleich  dem  reducirten  a :  i, 
80  mufs  a  ^  ma,  b'  ^  mb  d.  h.  b'  dasselbe  Vielfache  von 
b,  wie  a'  von  a  sein." 

Zwei  oder  mehrere  gebrochene  Zahlen  können  stets  sol- 
chen  Brüchen   gleichgesetzt  werden,  die  denselben    Nenner 

haben.    Sind  die  Brüche  in  reducirter  Form    -—...,  so  kön- 
9  3' 

nen  sie  verwandelt  werden  in  —  ,    — -, ....     Soll 
mq'   m  q 

mq  ^  m'q  ^  . . .  ^  N 

sein,    so    mufs    N  ein    gemeinsames    Vielfache    der    Nenner 

q,  q  ...  sein,  was  auch  ausreicht. 

Von  zwei  Brüchen  mit  gleichem  Nenner  ist  derjenige 
gröfser,  welcher  den  gröfseren  Zähler  hat;  von  zwei  Brüchen 
mit  gleichem  Zahler  ist  derjenige  gröfaer,  welcher  den  klei- 
neren Nenner  hat. 

Nach  dem  Verfahren  in  Nr.  7  ergiebt  sich  als 

4.  Definition 


(a  •.b')  ■  c  ^  c  ■  (a  :  h)  ' 
ia:b).{,a:V)=^au 


c:b 


:  hb\ 


worin  fn  :  ii),  {d  :  b')  zunächst  eigentliche  Brüche  sein  boUolI 
Nachdem  dieses  festgesetzt  ist,  ergiebt  sich  zufolge  dop'f 
Sätze  VI.  und  VII,  unmittelbar,  dafa  die  Division  in  jeden  f 
Falle  möglich  und  eindeutig  sei  und  daher  alle  Regeln,  di«| 
ans  bei  der  Multiplication  und  Division  der  ganzen  ZahUHv 
in  n.  6,  8  entgegengetreten  sind,  fUr  die  rationalen  ZaUtf 
beibehalten  werden  künnen  und  zwar  in  dem  Sinne,  dafs  1 
jetzt  allgemeine  Giltigkeit  besitzen. 
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Modul  US  der  Multiplication  ist  1,  also  eine  Gröfse  des 
ursprünglichen  Systemes.  a  und  l  :  a,  a  :b  und  b  :  a  sind 
reciproke  (inverse)  Zahlen,  und  ungleich  im  ersten  Falle 
wenn  a  nicht  1;  im  zweiten,  wenn  a  und  b  imgleich.  — 
Mit  einem  Bruche  wird  dividirt,  indem  man  mit  der  inversen 
Zahl  multiplicirt. 

12.  n.  Addition  und  Subtraction  der  absoluten 
rationalen  Zahlen.  Wie  die  Summe  zweier  Brüche  mit 
demselben  Nenner  zu  definiren  ist,  legt  die  vorletzte  Formel 
in  IL  8  nahe. 

Sats.  „Bringt  man  zwei  Brüche  cc,  ß  auf  einen  gemein- 
samen Nenner:  a  =  mifiy  ß  =p  :  n,  so  ist  der  Werth  des 
Bruches  (w  -\-  p)  -  n  von  der  Wahl  des  Nenners  n  unab- 
hängig." 

Denn  ist  auch 

a  =  m  :  n         ß  =  p  :  n 
mn  =  mn        pn  =  p'n, 


so  hat  man 

also 

d.  h. 


n{m  -{-  p)  =  n  (m  +  p) 
{m  +  p)  '  vi  =  (m  +  p)  :  n. 


5.  Definition.  „Unter  der  Summe  a  -{-  ß  verstehen 
wir  den  soeben  erwähnten  Bruch  (fn  -{-  p)  :  w." 

Die  Bezeichnung  „Summe"  ist  völlig  gerechtfertigt.  Man 
hat  nämlich 

1)  a  +  ß==ß  +  a. 

2)  («  +  /3)  +  y  =  «  +  (/^  +  y)>  wie  sofort  sich  ergiebt, 
wenn  man  die  drei  Brüche  auf  den  gemeinsamen  Nenner  n 
bringt. 

3)  Aus  a  =  a'  folgt  a  '\-  ß  =  a  -{-  ß.  —  Bringt  man 
a  ß'  auf  einen  gemeinsamen  Nenner  n,  so  ist  «  =  «'  =  m  :  n. 

4)  a  +  /3  >  a. 

5)  Aus  a>  a  folgt  a  +  /3  >  «'  +  /^-  —  Ist  w  ein  ge- 
meinsamer Nenner  von  a,  «',  ß  a'  =  m' :  n,  so  ist  m  >  m', 
also  m  -\' p>  m  -\-  p. 

Satz.  „Die  Gleichung  /3  +  6  =  «  tat  eine  und  nur  eine 
Lösung  für  |  wenn  a  >  ft  keine  wenn  a  <  /}." 
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Ist  a>  ßy  so  genügt  es  |  =  **  "^  ^  (m  >  p)    zu    setzen. 

Die  Eindeutigkeit  der  Differenz  folgt  unmittelbar  aus  Satz  5. 

Nunmehr  können  wir  nach  Satz  111.  und  IV.  schliefsen, 
dafs  die  Regeln  über  Addition  und  Subtraetion  der  natür- 
lichen Zahlen,  die  wir  in  11,  3 — 5  kennen  gelernt  haben, 
unverändert  für  die  absoluten  rationalen  Zahlen  gelten, 
da  die  Bedingung,  unter  welcher  die  Differenz  als  möglich 
erscheint,  formell  dieselbe  geblieben  ist. 

Noch  zu  erweisen  sind  die  Regeln  über  die  Multipli- 
plication  und  Division  der  Summen  und  Differenzen  von 
rationalen  Zahlen  (vgl.  II.  7). 

1)  («  +  /3)  •  y  =  a  •  y  +  /3  •  y.  —  Nach  dem  Vorstehen- 
den hat  man 

«  +  /*  =  (*«+  2O  •  ^'; 

also  wenn  y  =  Q  :  r, 

{a  -^  ß)  y  =  q  (m  +  P)  '  wr  =  (qm  +  QP)  -  nr 

=  qm  :  nr  +  qp  :  nr. 

Aus  diesem  Satze  folgen  nach  Satz  V.  die  a.  a.  0.  aufge- 
stellten Regeln  über  die  Multiplication  der  Summen  und 
der  Satz 

?  4.  ^  =  "L+J . 

Y  Y  Y 

2)  Ist  u>  ß,  so  ist  {a  —  ß)  y  =  ay  —  ßy.  Beweis  wie 
bei  der  vorhergehenden  Formel.  Nun  ergiebt  sich  zunächst 
wie  a.  a.  0.  die  Formel 

a>ß  y>8  {a  —  ß)  {y  -  ö)  =  ay  -  ßy  +  ßd  —  ad 
und  nach  Satz  V.  4) 

a>ß      «_1  =  «-^.. 

r  y  y  y 

SatE.  ,,Wenn  a  >>  ^  ist,  so  ist  a  entweder  gleich  dem  Prodacte 
YOD  ß  mit  einer  natürlichen  Zahl  g  oder  es  läfst  sich  in  einziger  Weise 
auf  die  Form  bringen  et  ==»  gß  -^  q,  wo  g  wieder  eine  natürliche  Zahl 
und  der  Rest  9  -<  P  ist,  so  dafs  nun  gß  <^  a  <^(g  -{-  1)  p."  —  Bringt 
man  nämlich  cc  ß  auf  einen  gemeinsamen  Nenner  n,  so  dafs  a  smm  fn  •  n 
ß  =  p  :  n,  so  ist  p  <[  m,  somit  ist  nach  II,  8  m  entweder  ein  Vielfaches 
von  jp  (m  «=-  gp)  oder  w  =»  ^p  +  r,  wo  r  eine  naturliche  Zahl  <p. 
Im  ersten  Falle  hat  man  a*^  gß^im  zweiten  a  '=^gß-{-r:n,wo  n  n  -^B 
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—  Setzt  man  in  diesum  Satze  ^  =  1,  bo  erbält  mau  die  ZeclegUDg  des 
UDBchten  Bruches  u  in  eine  gajize  Zahl  tind  einen  echten  Bmch  &1b  Rest. 

13.  m.  Einführung  der  Null  und  der  negativen 
Zahlen.  Die  Gleichung  ß  -^  ^^  a  bat  im  Systeme  der 
absoluten  rationalen  Zahlen  entweder  eine  einzige  oder  gar 
keine  Lösung;  demnach  kömien  die  Definitionen  von  Nr.  7 
und   10  nochmals  benutzt  werden. 

6.  Definition.  „Im  Falle  dafs  a<.ß,  wird  ein  neues 
Diiig  angenommen  und  mit  k  —  ß  bezeichnet,  das  die  Glei- 
chung ß-\-(a-ß)  =  {u-ß)-{-ß  =  <t  befriedigt" 

7.  Definition.  ,^Eb  seien  zwei  dieser  Dinge  a  —  ß, 
tt  —  ß'  einander  gleich,  wenn  a  -f-  /}'  ^  a'  +  ß."  —  Ist 
«1=  /3,  so  mula  also  a  ==  ß';  wenn  a<ß,  so  ^  —  a  =  /S*  —  a' 
sein. 

8.  Definition.  ,,Die  neue  GrÖfse  a  —  ß  heifst  kleiner 
als  eine  Jede  Zahl  y  und  letztere  grÖfser  als  die  erstere 
(wegen  (3  -f-  y  >  et).  Von  den  neuen  Gröfsen  a  —  ß,  a  —  ß' 
heifst  die  erste  gröfser  oder  kleiner  als  die  zweite,  je  nach- 
dem a-i-  ßt:^a  -\-  ß." 

Der  Modulus  der  Addition  d.  i.  die  neue  Grüfse  «  —  a 
heifst  Null  und  erhält  das  Zeichen  0.  Die  übrigen  neuen 
Grüfsen  heilsen  negative  rationale  Zahlen.  Die  neuen 
Gröfsen  bilden  mit  den  bereits  definirten  zusammen  das  Sy- 
stem der  rationalen  Zahlen.  Im  Folgenden  werden  A,B,r... 
neue  Gröfsen,  manchmal  aber  auch  rationale  Zahlen  im  All- 
gemeinen bedeuten. 

9.  Definition.  „Wenn  a  —  ß,  a  — ß'  neue  Gröfsen 
bedeuten,  so  soll  sein 

(■■  -  «  + ,.  -  r  +  (a  -  ^)  -  (» +  ,1  -  (i 

(.  -  /J)  +  («■  _  ^)  _  (.  +  „•)  _  (^  +  itx 

Nach  diesen  Annahmen  ergiebt  sich  zufolge  der  Sätze 
VI.  und  yil.  sofort,  dafs  die  Addition  associativ  und  commu- 
iativ  und  die  Subtraction  in  jedem  Falle  möglieb  und  ein- 
deutig sei  und  daher  die  schon  in  Nr.  12  erwähnten  Äddi- 
tions-  und  Subtractionssütze  uneingeschränkte  Giltigkeit  er- 
langt haben.  Eine  Ausnahme  hiervon  bildet  ausschliefslich 
der  Satz  4).     Jetzt  haben  wir  nämlich:  „Es  ist  A-{-  B^A, 


m 
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je  uaehdem  i?>0  tl.  i,  B  positiv  oder  negativ  ist"  zafolgl 
de»  Deuen  Satzes  5). 

Wenn  k  —  ß  eine  negative  Zahl,  also  a  <C  ß  ist,  so  ia! 
die  zu  ihr  reciproke  ß  —  a  eine  absolute  Ziihl  y.  Die  DiSs 
rem  a  —  ^  =  0  —  y  stellt  aoniit  sämmtliche  negatiTe  Zab 
len  vor.  Das  System  der  rationalen  Zahlen  bestebt  auTsa 
der  0  aus  zwei  R«ilieu  von  Zahlen,  den  absoluteo  oder  pgi 
sitiven  und  den  negativen,  von  welchen  eine  jede  zu  ein« 
der  ersteren  reciprok  ist  und  ihr  entgegengesetzt  beifsL 
Die  natürlichen  Zahlen  und  die  ihnen  (.'ntgegengesetzteo 
bilden  mit  der  0  das  System  der  algebraischen  ganzen 
Zahlen. 

Es  Ist  üblich,  0  am  Beginne  eines  jeden  Aggregatei 
zu  unterdrücken.  So  bezeichnet  man  die  negative  Zahl  0— f 
mit  —  y.  Dann  schreibt  man,  wenn  man  den  Gegenaüi 
zwischen  ihr  und  der  positiven  y  hervorheben  will,  etatt 
y,  -\-  y.  Demgemäl'a  kommen  an  einer  rationalen  Zahl  +  ^ 
in  Betracht  der  absolute  Betrag  y  und  das  Zeichen:  -f 
oder  — ,  welche  man  jedoch  nicht  mit  den  Operationszeichss 
-(-  und  —  verwechseln  darf.  Zur  Vermeidung  von  Unter 
Scheidungen  legt  man  auch  der  Null  einen  absoluten  Betrag 
bei,  nämlich  0  und  nennt  ihn  kleiner  als  jeden  andereiL  — 
Ist  «t :  H  die  reducirte  Form  von  y,  so  giebt  —  den  Werth 
der  negativen  Zahl  —  y  an.  —  Bedeutet  A  eine  belieb^ 
von  0  verschiedene  rationale  Zahl,  so  wird  auch  unter  —  Ä 
die  Difi'erenz  0  —  .^   verstanden.     Man  hat  —  ( —  A)  ^  A. 

Die  Sütze  in  Nr.  8  und  B  liefern  die  praktiBchen  Regeln 
Addition  nnd  Subtraction  der  rationalen  Zalilf>n.  „Pif  Sntnme  £flai(il^ 
bezeichneter  rationalen  Zahlen  wird  erhalten,  indem  c 
ten  Beträge  ^addirt  und  dieser  Summe  daa  gern  ein  »chaftliche  S 
der  Addenden  vorsetEt."  —  „Die  Differena  zweier  rationalen  '. 
wird  gebildet,  indem  man  znm  Minuend  die  dem  Subtrahend  i 
gengesetEte  Zahl  addirt."  Daraus  folgt,  daTs  A  —  S'^  oder  '^  fc-fl 
nachdem  A  >■  oder  -^  B.  —  „Die  Summe  mehrerer  rationalen  B"  ' '" 
A^  -\-  Aj  -\'  .  . .  -^  Ä^  wird  berechnet,  indem  mau  luiiächst  die  £ 
bezeichneten  Glieder  addirt  und  wenn  die  abaoluten  Betraf  , 
Summen  vom  einander  vcrachieden  sind,  den  kleineren  ' 
ablieht  und  dem  Reste  daa  Zeichen  de»  gröfaeren  vorsetzt.  Sind  i 
genaunteD  Summen  aber  einander  gleich,  so  itt  der  Aasdruck  glei«||d 


\A\  bedeutet  deu  abaoluteu  Botrag  der  ratioualeii 
Zahl  A. 

1.  Satz.  Der  absolute  Betrag  der  Summe  von  fk- 
tiüualen  Zahlen  kann  nicht  gröl'ser  sein  als  die 
Summe  der  absoluten  Beträge  derselben. 

Der  Satz  gÜt  allgemein,  wenn  er  für  ein  Biuom  richtig 
ist.  DaTs  aber  |^  +  ß|  <  |^|  +  \B[,  folgt  aus  dem  Vor- 
stehenden unmittelbar. 

2.  SatB.  Ist  |.^j  >  \B[,  so  ist  der  absolute  Betrag 
von  A  +  B  nicht  kleiner  als  ^A]  —  \B\. 

14.  IV.  Multiplication  und  Division  der  ratio- 
nalen Zahlen.  Um  an  den  bisherigen  Formeln  nach  Mög- 
lichkeit festzuhalten,  müssen  wir  die  Hegeln  in  Nr.  12  über 
die  Multiplication  von  Differenzen  zur  De&nition  der  neuen 
Producte  verwenden. 

10.  Definition.  „Bedeuten  «  -  (3,  a  —  ß"  Null  oder 
negative  Zahlen,  ao  sei 

(^cc  ^  ß)  ■  y  =  y  -{a  -  ß)  ^  ay  -  ßy  (1) 

l^a^ß)-  (a  ~ß^)  =  {aa  +  ^^)  -  («/*■  +  ßa'),  (2) 
worin  die  rechten  Seiten  durch  jede  ihnen  bez.  gleiche  Zahl 
ersetzt  werden  können." 

Satz.  „Unter  Voraussetzung  der  vorstehenden  Formeln 
erweist  sich  das  Product  A  •  B  als  eine  ausnahmslos  com- 
mutative  und  aasociative  Verknüpfung.  —  Es  besteht  femer 
der  Satz:  „Neben  A  =  Ä  i^i  A  B  =  Ä' ■  B."  (3)  —  Endlich 
sind  erfüllt  beide  Seiten  des  distributiven  Principes 

(A±B)-r=r-(A±B)^Ar±B-r."     (4) 

Beweis.  Dafs  AB  ^  £A,  folgt  aus  dem  Anblicke  der 
Formeln  {!),  (2),     Der  Nachweis  der  Relation 

{AB)r=^AiBr)  (5) 

verlangt  zunächst  die  Unterscheidung  der  in  der  Tafel  (5) 
von  Nr.  7  aufgeführten  acht  Fälle  und  die  Ausdehnung  der 
Formel  (2)  auf  den  Fall,  dafs  «  —  ß  eine  positive,  a  —  /S* 
Null  oder  eine  negative  rationale  Zahl  bedeutet.  Das  er- 
giebt  sich  hier  unmittelbar,  denn  mau  bat,  a  —  ß  =  y  ge- 
setzt, nach  (1) 
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(a  —  ß)  (a  —  /T)  =  «J  (a  -  (()  =  Sa  -  Sß! 

==(a-ß)a'-(a-ß)ß^  (5.> 

=  (««'  -  /Ja')  -  («^  -ßßT)^  (aa  +  ßß^)  -  (aßT  +  ßa') 

Dieses  vorausgesetzt,  folgt  (5)  sofort  Sind  z.  B.  A,  J5,  I 
sämmtlich  uicht  positiv  und 

SO  folgt 

AJB  =  (ftÄ  +  l/Jt)  —  (fix  +  V7t) 

und 

(-4.jB)  F«=  (jinQ  +  ftx<y  +  «<yi/  +  qvx) 

—  (i/x<y  +  vng  +  xpfi  -f-  <yfi«) 

Der  Ausdruck  ändert  sich  bei  Vertauscbung  der  Paare 
yLv,  nXy  Qö  untereinander  nicht,  läfst  sich  somit  auch 
als  (Br)  A  auffassen.  Mit  Rücksicht  auf  den  folgenden  Satz 
kann  man  diese  Erörterung  auch  für  die  übrigen  Fälle 
gelten  lassen^  da  ja  auch  jede  positive  Zahl  als  eine  Diffe- 
renz darstellbar  ist. 

Beim  Beweise  des  Satzes  (3)  sind  die  ebenfalls  in  Nr.  7 
aufgeführten  vier  Fälle  zu  unterscheiden.  Wenn  z.  B.  A^  B 
beide  nicht  positiv  sind,  so  sei  -ä.  =  ft  —  v,  A'  =  (i  —  v 
und  fi  +  ^'  =  i"*'  +  ^-     Man  findet 

AB  =  ([iTt  +  vx)  —  (yn  +  fix) 

A'  B=  (jin  +  vx)  —  (vTC  +  fi'x) 
und  da 

(fl  +  v)  Ä  +  (fl'  +  v)  X  =  (fl'  +  v)  «  +  (fl  -f.  v")  X 

(lin  -f  v^)  +  (va  +  fi'x)  =  ((in  +  vx)  +  (vn  +  jtx), 

schliefslich  AB  =  AB. 

Bezüglich  der  Formel  (4)  sind  die  acht  oben  erwähntes 
Fälle  auseinander  zu  halten.  Es  genügt  übrigens  ftir  J, 
B,  r  beliebige  Differenzen  zu  setzen.  Man  findet  dann  nacli 
(2),  bez.  (5*) 

iA  +  B)r=[((i  +  n)--{v  +  x)}  (9  -  6) 

=  [pffi  +  ;r)  +  <y  fi/  +  x)]  —  [q  (v  +  x)  +  ö  {ii^sfi 

—  {Qx  +  a7t)\  =--  Ar  +  BI\ 
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Yertausclit  man  hier  n  und  x,  so  erhält  man  wegen 
X  —  3r  =  —  5        {A'-B)r  =  Ar—Br. 
Daraus  folgt  unmittelbar 

{A  —  B){Ä-B')  =  AÄ-BÄ—AB'  +  BJff.    (6) 

Setzt  man  in  (1),  (2)  a  =  ß,  so  folgt  die  Formel 

0.^  =  ^.0  =  0,  (7) 

worin  A  jede  rationale  Zahl  sein  kann.  Ist  a  —  ß  negativ, 
also  /S  ==  a  +  *;  ^^^  ßy  ^==  ay  -^  Sy,  so  zeigt  (1),  dafs 

(_d)y  =  y(_*)=_<Jy.  (8) 

Ist  auch  a  —  ßf  negativ,  also  /3'  =  a'  +  d',  sodafs 

aa  +  /S/S'  =  aß!  +  ßa  +  8if, 
so  ergiebt  sich  aus  (2) 

(-  d)  (-  <r)  =  8S'.  (9) 

Die  Formeln  (7)  —  (9)  enthalten  die  Regeln  über  die 
Bildung  der  Producte  rationaler  Zahlen.  Aus  ihnen  folgt 
der  wichtige  Satz:  Ist  ein  Product  AB  =  0^  so  mufs 
mindestens  einer  der  Factoren  gleich  0  sein.  Denn 
ist  keiner  derselben  0,  so  auch  das  Product  nicht. 

Die  Formeln  (8)  und  (9)  gestatten  die  Verallgemeine- 
rung zur  algebraischen  Zeichenregel:  ,,Gleiche  Zeichen 
geben  bei  der  Multiplication  -f";  ungleiche  — "  d.  h. 

{—Ä)B^B{-A) AB,      (-^)(-JB)^ AB, 

worin  AB  beliebige  von  Null  verschiedene  rationale  Zahlen 
bedeuten.  Diese  Formeln  können  aus  (4)  und  (6)  mittelst 
(7)  abgeleitet  werden: 

{0  —  A)B  =  0'B  —  A'B  =  Q  —  AB  =  '-  AB, 

(0  -  ^)  (0  —  JB)  =  0  +  ^B  =^  AB. 

Division.    ;;Die  Gleichung 

XB^A  (10) 

hat,  wenn  B  nicht  0  ^i,  eine  und  nur  eine  Auflösung 
i  =  J. :  -ü."  —  Ist  -4  =  0,  so  mufs  X  =  0  sein.     Ist  aber 
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A  nicht  0;  so  sind  mit  Rücksicht  auf  das  Zeichen  von  A^  B 
vier  Fälle  möglich,  in  deren  jedem  der  Satz  unmittelbar  sidi 
ergiebt.     Sind  z.  B.  A,  B  beide  negativ 

A  =  -y,      B  =  ^d\      . 

so  mufs  X  positiv  sein:  X=S  und  weiter  gd  =  y  sein. 
Demnach  mufs  X  =  -^  sein,  welche  Zalil  in  der  That  der 
vorgelegten  Gleichung  genügt.  —  So  findet  man  femer 

—Y     .  y        y 

Wenn  in  10)  A  =»  B  =  0,  so  kann  X  jede  beliebige 
Zahl  sein  nach  7).  Der  Quotient  0:0  ist  vieldeutig  und 
daher  unbrauchbar. 

Die  Gleichung  X  •  0  =  -4,  wo  -4^0,  hat  nach  7)  keine 
Lösung  anter  den  rationalen  Zahlen.  Man  könnte  nun  meinen^ 
dafs  das  System  derselben  noch  einer  Erweiterui^  fähig  sei 
Nach  Nr.  7  würde  man  zunächst  festsetzen^  indem  X  •  0  *=»  0  •  £, 
dafs  die  Quotienten  A  :  0^  was  auch  A  aufser  0  sein  mag, 
einander  gleich  seien.  Hierauf  wäre  die  Multiplication  von 
A  :  0  mit  einer  rationalen  Zahl  B  durch  die  Formel 

(^  :  0)  .  jB  =  ^  .  JB  :  0 

zu  definiren,  welche  aber  für  J^  =  0  0 : 0,  also  nichts  brauck- 
bares  liefert.  Wir  sehen  daher  von  der  Schaffung  neuer 
Gröfsen  A:0  ab  und  erklären  die  Division  durch  die 
Zahl  0  für  unmöglich. 

Zufolge  der  Sätze  HL  und  V.  gelten  nunmehr  auch  f&r 
die  rationalen  Zahlen  die  schon  in  Nr.  11  und  12  erwähntai 
Regeln  über  die  Multiplication  und  Division,  abgerechnet  je- 
doch die  Ungleichungen  in  II.  G;  8,  und  zwar  allgemein 
mit  der  einzigen  Beschränkung,  dafs  kein  Divisor 
Null  sein  darf. 

Hinsichtlich  der  Ungleichungen  beschränken  wir  uns  auf 
den  Satz:  „Ist  A  >  A'  und  ß  eine  positive  Zahl^  so  ist 
sowol  Aß>  Äß  als  auch  A:ß>  Ä:  ß!'  Man  kann  die 
Glieder  jeder  Ungleichung  zwischen  rationalen  Zahlen  mit 
einer  positiven  Zahl  multipliciren  oder  durch  eine  solche  din- 


direii.  —  Der  Satz  folgt  daraus,  daXs  sowol  {Ä  —  Ä')ß,  als 
auch  {Ä  —  A') ;  ß  positiv  ist. 

B&ti.  „Ut  Ä  eioe  beliebige  ratioDale,  ß  irgBod  eine  positive  Zahl, 
10  ist  Ä  entweder  das  Product  Ton  ß  mit  einer  ganzen  Zahl  oder  ea 
läTat  sich  A  in  einziger  Weise  aaf  die  Form  bringen  A  '—  O  ■  ß  -\-  g, 
worin  G  eine  ganze  und  g  eine  positive  Zabl  kleiner  als  ß  bedeutet; 
demnach  liegt  A  zvisclien  Gß  and  {G  -\-  l)ß.  Wenn  ^  von  \  ver- 
Bchieden  ist,  ho  hat  man  in  einaiger  Weise  auch  A  =^  G'  ■  ß  -^  P, 
unter  G'  eine  ganse,  nnter  P  eine  rationale  Zahl  zwischen  —  \ß 
verstanden."  —  Wenn  J.  <  0  und  |  J  |  ;  p  keine  ganze  Zahl 

2  r  <  n ,  also 

setitt  man 


.--(,+  ;), 


-1  -(-s-  i)p  +  e,  Bodaü  o<p<ß.  —  Ist  e>iiJ, 

die  eratere  Form  in  -1  ■=  (O  +  l)ß  +  (p  -  ß)  am. 

15.  Wenn  mao  hei  Ertheilung  der  Fiädicate  grOTser  und 
kleiner  aich  auBschliefslioh  an  die  Bedingungen  1)^5)  in  I.  3  halten 
wAcde,  so  könnten  dieeelbeu  den  ratioöalen  Zahlen  noch  in  anderer 
Weise  verliehen  werden,  alt  es  iu  Nr.  13  geschehen  ist.  Wir  dürfen 
dann  auch  festsetzen:  „Unter  je  £wei  rationalen  Zahlen  von  verschiedenem 
absoluten  Betrage  heifae  diejenige  grSJJer,  welcher  der  grOfaere  abso- 
lute Betrag  znkommt.  Dnd  von  je  tnei  entgegengesetzten  Zahlen  sei 
die  positive  grOfser.  Bndlich  heifae  jede  von  0  verschiedene  Zahl  grüfser 
als  0."  —  Aber  unter  dieser  Voraueset/ung  würde  der  Satar  „l9t4>jl' 
so  ist  A  -\-  B '^  A'  -\-  B"  nicht  mehr  allgemein  gelten.  Daher  kann 
die  neue  Ansicht  nicht  zugelassen  werden. 

16.  Es  ist  uun  ein  System  vou  Zahleu  aufgestellt,  in 
welchem  die  vier  Species  mit  alleiniger  Ausnahme  der 
Division  durch  Null  stets  ausführbar  sind;  sonst  gelten  alle 
Regelo  und  Formeln  ohne  irgend  eine  Einschränkung.  Aue 
diesem  Grunde  kann  man  die  rationalen  Zahlen  auch  al- 
gebraische nennen;  denn  erst  jetzt  ist  das  Rechnen  mit 
Buchstaben,  die  nicht  eine  bestimmte  darunter  bedeuten, 
möglich  geworden. 

Sowie  das  System  der  rationalen  Zahlen  hier  abgeleitet 
worden  ist,  besteht  ea  aus  zwei  verschiedenartigen  Theilen. 
Der  eine,  die  natürlichen  Zahlen^  hat  nach  dem  II.  Abschnitte 
eine  reale  Bedeutung;  der  andere  existirt  nur  auf  dem  Pa- 
piere. Die  Zahl  ^  ist  nichts  anderes  als  dieses  Zeichen,  die 
Zahl  0  nichts  anderes,  als  eines  der  Zeichen  1  —  1,  2  —  2... 
u.  s,  f.  Es  ist  indefs  nicht  schwer,  diese  Ungleichheit  in 
dem  Sinne  zu  beheben,  dafs  auch  die  natürlichen  Zahlen  als 
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ein  System  von  geaetzmäfsig  vermittelst  der  beideml 
Zeichen  1  und  -j-  gebildeten  Zeichen  erscheinen.') 

Wir  erklaren  die  Z&hlen  2,  3...  durch  die  Formeln  1  -f-  1  ^  >> 
2  -}-  1  —  ü,  3  4-  1  =  *t lUK^  Betzen  fest,  itSs  jede  Z^l  grObBt 

Bei  ala  die  vorbergehenden. 

Die  Herstellung  der  Summe  a -{- b  und  einet  aBBOciatWen  otid 
commotatiren  Addition  verlaogt  nur  die  Annahme 

.  +  (1  +  1)  -  (a  +  S)  +  1  (I) 

d.  i.  eine«  speciellen  Falles  des  aasociätiven  Gesetzes.  Kun  IBTet  sieb 
jede  Summe  recarrent  berechnen  (11.  3).     Auch  gilt  die  Formel 

o  +  (6  +  c)  =  (n  -)-  6)  +  c  («) 

aUgeinein,  wie  leicht  dnrcb  den  Scfalulä  von  «  auf  ti  -f  1  erhellt.  Iit 
sie  nämlich  richtig,  sowie  sie  in  der  Thftt  fOr  c  -^  1  gilt,  Bo  bat  tama 
nach  (I) 

(«  +  6)  +  (c  +  1)   =  [(<!  +  6)  +  c]  +  1 
a  +  \b  +  (c+l)]~  a  +  {(b  +  c)-\-l]^[a  +  {b  +  c)]  +  t 

(a  +  6)  +  (e  +  I)  =  n  +  [b  +  (c  +  1)]. 
Anf  ähnliche  Weise  überteugt  man  aicb,  daTs  allgemein  a  +  6  =  6  -|-  o. 
Um  das  Prodnct  blofa  als  Zeichen  zu  erltlärcD,  setit  man  fest,  dab 


a-ha 


i-S    ft-a  +  a  — a 


-  (6  +  11, 


wornacb  man  jedes  Prodnct  a  ■  b  recnnent  finden  kann.  Dann  ergebes 
sich  nach  einander  durch  den  Scblnla  von  n  auf  ii-{-  1  die  beiden  dia- 
tributiven,  dos  aesoeiative  und  comtnntatiie  Geseti  der  Mnltiplicatioi) 
d.  h.  die  Formeln 


«■(b+c)-a-l+a.c    (o  +  i.).c_o.c+S.o    (oS). 

c-«.(l.c)    a-b—l,.^ 

Z.  B.  Dehmeii  wir  die  erete  Formel  als  richtig  an 
ist,  eo  folgt  nach  (1)  nnd  (s) 

nie  Bio  e«  f  Or  c  —  1 

«  .  [S  +  (c  +  1)J  _  o  ■  [(S  +  Ol  +  11  -  « 
-(o-»+<i.c)  +  o.I-a.i  +  (a.cH-o.  1 

ll>  +  c)  +  a  ■  l 
-•■»  +  «■(»  +  « 

Verbindet   man    diese   Darstellung   der  Lehre    von 
natürlichen  Zahlen  mit   den  Entwickeluugeii  in  Nr.   ll-i-^l^ 
so  hat  man  eine  Theorie  der  rationalen  Zahlen,  die  ledigU 
vermittelst  formaler  Gesichtspunkte  systematisch  abgsleitg 
ist.      Der   Grundgedanke    derselben,    von   einem    gegebeu 
GröfsenBysteme  zu  einem  weiteren,    ea  umfassenden  Bm 
dadurch  aufzusteigen,  dafs  neue  Objecte  gesetzt  und  mit  \ 
Btöndlichen  Prädicaten  ausgestattet  werden,  gehört  schon  i 
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Älterthume  an;  liieria  aber  soweit  zu  gehen,  ilala  mau  mit 
den  neuen  Gröfsen  so  reclmen  kann,  wie  mit  den  ursprilng- 
lichen,  ist  eine  moderne  Anwendung  der  alten  Idee.  Mit 
Recht  kann  man  diese  Theorie  als  analytisch  bezeichnen 
im  Gegensätze  zu  der  im  nächsten  Abschnitte  vorzuführenden 
Darstellung,  welche  zur  Summe  und  zum  Producta  zweier 
rationalen  Zalilen  durch  geometrische  Betrachtungen  gelangt. 
Während  für  sie  die  Addition  und  Multiplication  eine  an- 
schauliche Bedeutung  haben,  so  sind  sie  hier  blofse  Grölsen- 
verknilpfungen ,  deren  Natur  die  ihnen  auferlegten  formalen 
Gesetze  bestimmen.  Wir  fordern  Übrigens  nicht  immer  das 
Bestehen  aller  bisher  beobachteten  Gesetze;  es  soll  Tielmehr 
für  die  Addition  das  aasociative  und  für  die  Mnltiplication, 
der  stets  eine  Addition  der  betrachteten  (iröfsen  vorausgehen 
mufsj  die  eine  der  beiden  Seiten  des  distributiven  genügen, 
17.")  Nachdem  die  Theorie  der  rationalen  Zahlen  voll- 
endet ist,  erhebt  sich  sofort  eine  unabsehbare  Menge  von 
Aufgaben,  welche  durch  keine  von  ihnen  gelöst  werden.  In 
der  Regel  wird  es  nUmlich  nicht  möglich  sein,  eine  rationale 
Zahl  X  zu  bestimmen,  welche  die  Gleichung 

A^X'"  -\-  A,X"-'  +  ...  -\-  A„^,X  -\-  A^^O  (1) 
erfüllt,  worin  A^,  A^...  A^  ganze  Zahlen  und  X""  wie  in  II.  9 
das  Product  von  r  Factoren  X  bedeutet.  Schon  die  reine 
Gleichung  X™  =  «,  worin  a,  sowie  im  Folgenden  ß,  y..., 
eine  positive  rationale  Zahl  ist,  hat  keine  rationale  Auf- 
lösung, wenn  k  nicht  die  «i"  Potenz  einer  solchen  Zahl  ist. 
Sind  nämlich  in  reducirter  Form  a  ^ p  :  q  und  X^x.y, 
so  hat  man  qX"'  =  py^,  also  mufs,  da  x'"  y'"  relative  Prim- 
zahlen sind  (_II.  11),  q  ein  Vielfaches  von  y"':q^ky"'  und 
somit  p  ^  hx'",  also,  Aa,  p  q  relative  Primzahlen  sind,  A  ^  1 
sein.     Somit  ergiebt  sich  p  =  i™  q  =  y'". 

Man  wird  versuchen,  neue  Zahlen  einzuführen,  welche 
die  noch  ungelösten  Gleichungen  befriedigen  und  mit  welchen 
zugleich  80  gerechnet  werden  kann  wie  mit  den  rationalen. 
Zimächet  niromt  man  an,  es  gebe  eine  und  nur  eine  Zahl,  die 
abßolnte  Quadratwurzel  V'".  welche  die  Gleichung  X*  =  a  er- 
füllt; Qgadiat wurzeln  aus  gleichen  rationalep  Zahlen  seien  einander 
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gleich  und  e«  «ei  yV  ^  y.   je    nachdem  o  ^  y'  und  y^  ^  ^p,  ^ 
nachdem  a  ^  p.     Hierauf  Eind   die  vier  Species  für  die  nenen   ZaUa 


i  QQtereQcbeD 

BB  dnrch  die  Formela 


iet  zuerst  die  Multiplic 


I  erkl&nD, 


geschieht.     Die  Summe 

aei  eine  neue  Zahl,  deegleicheD 

abgerechnet  11}^+ X\/^,  welche  Summe  dorob  (ii  +  X)V«'er 
wird.    Ond  es  sei  yö^ -]- y  ^  yö* -}- /    dann    und  nur    d&im, 

„  =  „■  y  =  /;  V^+  yp  =.  y?  +  yp''  dann  Uöd  nur  dann, 
a  ^  o'  ß  =-  p".  Die  weitere  Vergleichung  dieaer  neuen  Zahlen  tuta 
einander  und  mit  den  poeitiren  rationalen  ^etst  die  Kcantnila  dn 
Satzes :  „Zu  jeder  rationalen  Zahl  f  >  0  gehören  lation&Ie  Zoblo 
{  >  0,  Bodab  ]  J"  —  u  I  ■<  s  "  voraus,  den  man  mittelat  der  Fonaeli 
in  vm.  4  leicht  beweisen  wird.  In  der  Tbat  genügt  mm  die  A» 
nähme:  „ht  yö  ^  «'  und  enUprechend  yj  ^  f,  bo  eei  aach 

V^+y^«'+y    und    y^+y|-^„'+p-... 
Auch  die  dreigUederigen  Summen,  wie 

(yä  + 1/^  +  yy  =  y«  +  (y^+  yf), 

müfdten  im  Allgemeinen  als  neue  Zahlen  eingefdhrt  werden  n.  e.  f.  Irt 
endlich  jeder  ncueu  Zahl  die  ihr  entgegengeeetste  zugeordnet,  so  darf 
mau  mit  den  Quadratwurzeln  bo  rechnen,  wie  mit  den  rationalen  Zahle» 

Ähnlich  miifBten  nacheinander  die  dritten,  vierten 
Wurzein  geschaffen  werden,  entsprechend  den  üleichungen 
X^'=tt,  X'=a....  Dann  wilren  auch  audere  Gleichungen  (ll 
in  Betracht  zu  ziehen,  wobei  es,  wie  bei  X*-j-  ''*=  0,  vor- 
kommen kann,  dafs  man  die  Vergleichung  der  neiien  Zahl^ 
mit  den  rationalen  gar  nicht  zu  Stande  bringt.  —  Diejeniev 
unter  den  so  gewonnenen  Zahlen,  welche  mit  den  rationala[ 
vergleichbar  eiöd,  heifaen  irrationale.  Hat  man  irood 
welche  Olassen  derselben  tlefinirt  und  mit  eigenen  BeKeieb> 
nungeu  versehen,  so  stellen  sich  ähnliche  Aufgaben  ein,  in- 
dem man  jetzt  annebnien  wird,  dafs  die  Ooefficienten  in  (1) 
Polynome  seien,  deren  Glieder  auch  die  neuen  Zahlen   enfr 
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halten.  U.  s.  f.  Es  ist  klar^  dals  man  nach  der  bis  jetzt 
befolgten  Methode  der  Zahlenbildung  keine  Übersicht  über 
die  irrationalen  Zahlen  erlangen  kann.  Wir  werden  aber 
sehen,  daXs  dieselben  sowol  bei  analytischer  als  auch  bei 
synthetischer  Darstellung  aus  einer  Quelle  hergeleitet  werden 
können. 

Wenn  wir  darauf  verzichten,  das  Zahlensystem  auf  dem 
angegebenen  Wege  zu  erweitern,  so  erklären  wir  damit  zu- 
gleich, dafs  es  aufser  den  vier  Species  keine  Grund- 
operationen der  Arithmetik  gebe.  Daher  werden  wir 
von  der  dritten  Stufe  derselben,  bestehend  aus  den  Ope- 
rationen des  Potenzirens,  Badicirens,  Logarithmirens,  nicht 
weiter  sprechen.  Die  Potenz  soll  vielmehr  als  eine  Function 
des  Exponenten  aufgefafst  werden  (IX.  3). 


lY.  Abschnitt. 
Synthetische  Theorie  der  rationalen  ZaMen. 

1.  Die  gebrochenen  absoluten  Zahlen.  Im  zweite 
Abschnitte,  an  den  dieser  unmittelbar  angeschlossen  werden 
kann;  sind  wir  von  einer  Schaar  unter  sich  gleicher  Dinge 
ausgegangen^  welche  später  als  benannte  Einheiten  bezeichnet 
wurden.  Nunmehr  nehmen  wir  an,  jedes  derselben  lasse 
sich  in  eine  beliebige  Anzahl  gleicher  Theile  zerlegen  und 
die  gleichvielten  Theile  verschiedener  Einheiten  derselben 
Art  seien  auch  einander  gleich.  D.  h.  alle  diese  £inheiteo 
sind  anzusehen  als  gleiche  Vielheiten  von  Untereinheiten 
in  beliebiger  Anzahl.  Indem  wir  die  abstracte  Einheit  1  der 
folgenden  Erörterung  zu  Grunde  legcn^  betrachten  wir,  was 
auch  b  fär  eine  natürliche  Zahl  >  1  sein  mag,  1  als  eine 
Vielheit  von  6  Untereinheiten,  deren  jede  der  Stamm- 
bruch -r  heifst  und  schreiben  vorläufig,  -r  gegenüber  1  als 
eine  neue  nach  dem  ^.Nenuer''  b  benannte  Einheit  ansehend, 


')  »(D-l-i- 


Zunächst  ergeben  sich  die  folgenden  Sätze,  worin  a  h, 
c  . . .  wieder  natürliche  Zahlen  bedeuten. 

2)  ,,Jede  natürliche  Zahl  a  >  1  läfst  sich,  auch  wenn 
sie  kein  Vielfaches  von  b  ist,  in  b  gleiche  Theile   zerlegen 

und  zwar  ist  ein  jeder  -,  '^'    Denn  die  aus  a  Untereinheiten 

^  gebildete  Menge,  welche  mit  -,-  bezeichnet  wird,  giebt  &-imJ 
gesetzt  a  Einheiten.    D.  L 

,   /a\        ah 

Auch  -j-  heifst  ein  Bruch,  b  sein  Nenner,  a  sein  Zähler. 


SyntheÜBche  Theorie  der  rationalen  Zahlen.  59 

3)  ,J)as  c-fache  von  -r-  ist  -^  •" 

Wir  setzen  femer  fest,  dafs  auch  die  gleichvielten  Theile 
der  von  1  verschiedenen  Zahlen  einander  gleich  seien.  D.  h. 
Sind 

so  ist 

a        a 

Aus  den  ersteren  Gleichungen  folgt 

qa^pb,        qa'^ph\ 
somit 

qaV  =  phV  ^=^  qah    d.i.     ab' =^  ab. 

Aus  der  letzten  Gleichung  ergiebt  sich  umgekehrt 
,   /a\        ab        ab'  ,        a         a 

*W/  =  T=T=^'   *^^^  Vb' 

Demnach  sind  zwei  Brüche  Tt   17    dann  und  nur  dann 

einander  gleich;  wenn  ab'  ^^^ab.  Aus  dieser  Definition 
folgt  wie  in  III.  11,  dafs  gleichen  Brüchen  eine  und  die- 
selbe reducirte  Form  entspricht.    Man  hat  darnach  femer 


a        am 
b        bm 


4) 

5)  ,,Zwei  oder  mehrere  rationale  Zahlen  lassen  sich 
auf  einen  gemeinsamen  Nenner  bringen'^  d.  h.  als  Vielheiten 
eines  und  desselben  Stammbruches  darstellen.  Jedes  gemein- 
schaftliche Vielfache  der  vorkommenden  Nenner  liefert  einen 
für  alle  Zahlen  passenden  Nenner  und  wenn  die  Brüche  in 
die  reducirte  Form  gebracht  sind,  nur  ein  solches.  Hieraus 
ergiebt  sich  nach  'II.  2  die  Vergleichung  von  je  zwei  un- 

gleichen  absoluten  rationalen  Zahlen  -g-,  w-    Indem 

a^        ab'        d        ab 
b^bb'^      F  "^  66* » 

SO  ist  7-  gröfser  oder  kleiner  als  r?,  je  nachdem  ab'  groüser 

oder  kleiner  ab.    Es  ist  jedoch  noch  zu  zeigen,  dafs  diese 
Definitionen  von  der  Wahl  des  gemeinsamen  Nenners  unab- 


60  Synihetüche  Theorie  der  rationalen  Zahlen. 

bängig  seien.     Gehen   wir  von  den   reducirten   Formen  de 
beiden  Zablen 

a        p         dp 
h        q'      V       q 

aus  und  nebmen  z.  B.  an  es  sei  pq'  >  p'q-    Da 

a  =  Äp        6  =  Icq^        d  =  Tcp         V  =  Ä'g^; 
so  ergiebt  sieb  aus 

TcTcpq  >  kJcp'q        aV  >  dh. 

6)   ,;Aucb  die  gebrochene  Zabl    ^  läfst   sich    in    <2  > ! 

gleiche   Tbeile  zerlegen  und  zwar  ist  ein  jeder  der    Bracl 
a 
bd 

,/a\  ad a 

^  \bd)  ~rd~b' 

'^)  v'i  '^on  -r-  ist  ^•^*  —  Denn  man  bat 


r-i-"  —  Denn  man  hat 


i(i)  =  ''{i(i)]'='(rd) 


ac 
bd 


e   ,.. 


8)  ,;Jede  Zahl  j  läfst  sich  als  Bruch  von  jeder  ander» 


a 


.-  auffassen."  —  Zufolge  der  Gleichung 

be  /a\  e 

af\b}~J' 

2.  Die  Addition  der  absoluten  rationalen  Zahlen  wir« 
dadurch  ausgeführt,  dafs  man  alle  Summanden  als  Vielheitei 
einer  Untereinheit  darstellt  d.  h.  man  bringt  sie  auf  einei 
gemeinsamen  Nenner  und  addirt  die  neuen  Zähler.  Daß 
der  Werth  des  so  erhaltenen  Resultates  von  der  Wahl  dieses 
Nenners  nicht  abhängt,  ist  bereits  III.  12  bemerkt.  Wii 
finden  somit  die  nämlichen  Regeln  wie  bei  der  Addition  dei 
natürlichen  Zahlen.  Ein  Gleiches  gilt  von  der  Subtraction 
der  neuen  Zahlen. 

3.  Die  Multiplication  eines  Bruches  mit  einer  ganzei 
Zahl  lehren  die  Regeln  1) — 3)  der  Nr.  1,  welche  wir  jetd 
so  schreiben 


r 
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Die  Maltiplicätion  mit  einem  Bruche  wird  häutig  durch  die 
Deßuitiou  eingeführt:  „t  mit  j  multi|iliciren  bedeute,  eine 
Zahl  aus  Y  so  ableiten,  wie  der  Mulüplicator  j  aus  1  ent- 
standen ist."     Dann  zeigt  die  Formel  7)  dafs 

Allein  diese  Erklärung  des  genannten  Productes  ist  nicht 
anschanlich,  sondern  wieder  formal.  Synthetisch  mUfste 
unser  Product  als  Flächenzahl  abgeleitet  werden  zufolge 
des  Satzes:  Theilt  man  zwei  parallele  Seiten  eines  Recht- 
eckes in  je  a,  die  beiden  andern  iu  je  b  gleiche  Theile  und 
zieht  durch  die  Theiluugap  unkte  Parallele  zu  den  Seiten,  so 
zerfällt  das  Rechteck  iu  a  -b  congrueute  Rechtecke.  Jetzt 
leuchtet  ein,  dafs  -  •  t  der  ab"  Theil  der  FlächeDeinheit 
sein  mufa  u.  s.  f.^) 

4.  Die  relativen  rationalen  Zahlen.  Manchmal 
lassen  sich  aus  den  rationalen  Zahlen  von  einer  Benennung 
durch  Hinzufii^ung  einer  weiteren  Bestimmung  zwei  Reihen 
von  benannten  Zahlen  ableiten,  entspringend  aus  zwei  Ein- 
heiten, welchen  selbst  sowie  je  zwei  Zahlen  der  beiden 
Reihen  vom  nämlichen  numerischen  Wertbe  die  Eigenschaft 
beigelegt  wird,  dafs  sie  bei  ihrer  Vereinigung  sich  vernich- 
ten. Daher  heifsen  je  zwei  solche  Zahlen  eioander  entge- 
gengesetzt oder  körzer  „Zahl  und  Gegenzahl".  Bei- 
spiele eines  solchen  Gegensatzes  bieten  dar:  Vermögen  und 
Schulden,  die  geradlinigen  Wege  vor-  und  rückwärts.  Von 
jeder  Besonderheit  absehend,  bezeichnen  wir  die  Einheit  mit 
1,  die  Gegeneinheit  mit  1;  eine  Zahl  mit  a,  ihre  Gegenzahl 
mit  ä,  bez.  mit  Ä  ond  A,  wo  A  sowol  der  ersten,  als  auch 
der  zweiten  Reihe  angehören  kann.  Zu  den  so  erhaltenen 
Zahlen  fügen  wir  noch  die  uneigentliche  (formale)  Zahl  0, 
welche  sogleich  erklärt  werden  wird.  —  Wir  sagen,  zwei 
relative  Zahlen  sind  einander  gleich,  wenn   sie   gleich  viele 
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£uilieiteii  bez.  Untereinheiten  derselben  Reihe  enthalten.  IN»' 
positiTen,  d.  i.  die  au»  1  entspringenden  Zahlen  nennen  wir 
gröfBer  als  0,  die  negativen  d.  i.  die  aus  i  entspringendau 
kleiner  als  0;  und  jede  positive  (negative)  Zahl  grö&er  (kleiner) 
als  jede  negative  (positive).  Die  positiven  Zahlen  werden 
untereinander  verglichen  wie  die  absoluten.  Von  je  zw« 
negativen  Zahlen  heifst  gröfser  (kleiner)  die  Zahl  vom  klei- 
neren (gröfseren)  absoluten  Betrage.  —  Nunmehr  folgt  ana 
A>  B  stets  A  <  S,  wenn  A,  B ...  beliebige  relative  Zah- 
len bedeuten. 

6.  Die  vier  Species  für  die  relativen  Zahlen.  — 
Die  Summe  je  zweier  solcher  Zahlen  wird  folgendermaarseD 
erklärt.  Zunächst  sagt  man  «  +  «  ^  0  (bez.  -4  -f-  ^  ^  0). 
Femer  sei  A-\-0==0-\-A^A.  In  den  übrigen  Fallen 
hat  man  aufser  dem  bereits  bekannten  rt  -^  ß 

-       -       -  I  «  —  ß,  wenn   et  >  A 

-rr,         -rr      ct  \  ß  —  a,   wenn    a<ß. 

Daraus  erkennt  man,  dafa  allgemein 

Ä+B^Ä+^  (a) 

also  A  -\-  S  und  A  -\-  B  einander  entgegengesetzt  seien. 

Etwa«  umatändlich  gestaltet  sieb  hier  der  Nacbweia,  daTa  die  lo- 
ebeii  defiuirte  Verkaüpfung  nnter  den  neuen  Zablen  den  fonaalen  Ge- 
Mtua  dar  Addition  gehorche.    Es  ergiebt  sich  iwu  aofori,  dafi 

1)  A-i-  B  =  B  +  A; 

aber  hinsichtlich  des  Beweiaea  der  aaaociatiTen  Formel 

2)  (A  +  B)+r~A  +  iB+r) 

aiud  raehreTe  Fälle  ta  nnteracbeiden.  Sie  ist  ofienbar  ricbtig,  wenn 
einer  der  drei  SnmmajideD  0  ist.  Ist  0  nicht  darauter,  ao  rednciit 
man  die  acht,  vermöge  der  Natur  der  Zablen  ABT  möglichen  FUl« 
Kimächst  mittelst  der  Gleicbnog  (a),  welche  neigt,  dafs  uetien  3}  aoch 


(A  +  B)  +  r^A  +  iß+r),  (b) 

auf  die  rolgeoden  drei:  a,  ß,  y;  n,  ß,  ■/;  a,  ß,  y  und  diese  auf  des 

Imlich,  ea  sei 

-  e)  +  y  -"  +(ß  +  Y),  (e) 
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80  hat  man 

OJ  +  «)  +  y-ö»  +  y)  +  «, 

also  auch 

(«  +  «  +  y  =  («  +  y)  +  ?««+  (y  +  ?)=-«  +  (?  +  y) 

d.  i.  der  zweite  Fall.    Endlich  folgt  aus  (c)  vermöge  (b) 

-(«  +  ß  +  y-5  +  (f+y) 

oder  _ 

(y  +  P)  +  Ä=-y  +  (?  +  fi) 

d.  i.  der  dritte  Fall.  Die  Formel  (c)  mufs  durch  Berechnung  ihrer 
beiden  Seiten  yerificirt  werden.    Links  steht,  je  nachdem  a  -f-  ^  ^  y 

(«  +  ft-y,    0,    y  -  («  +  ß. 

Ist  im  ersten  Falle  ß  "^  y,  so  kommt  auch  rechts 

«  +  (|J  -  y)  =  («  +  W  -  y 

u.  s.  f.  —  Unmittelbar  ergiebt  sich:  3)  Neben  Ä  =^  Ä'  ist 

Um  den  Satz:  4)  „Ist  A'^  Ä\  so  ist 

Ä  +  B>A'  +  B," 

zn  zeigen,  sind  nach  Erledigung  der  Fälle,  wo  mindestens  eine  der 
Zahlen  Ä^  Ä\  B  0  ist,  noch  sechs  zu  unterscheiden,  welche  sich  leicht 
auf  den  direct  zu  yerificirenden  Satz:  „Neben  a  >-  a'  ist 

zurückführen  lassen. 

Bezüglicli  der  Subtraction  gilt  wieder  das  in  IIL  13 
Gesagte.     Die   Gleichung   X  +  B  *=  Ä    wird    gelöst    durch 

die  Zahl  X  =  J.  -f-  -B  i^id  in  Folge  des  Satzes  4)  nur  durch 
sie.     Es  ist  -4  =  0  —  Ä,  wofür  man  —  Ä  schreibt 

Das  Product  Ä'B  wird  in  der  Regel  durch  die  De- 
finition: „Ä  mit  B  multipliciren  bedeute,  aus  der  Zahl  Ä 
und  ihrer  Geganzahl  —  Ä  eine  Zahl  so  ableiten ,  wie  der 
Multiplicator  B  aus  der  Einheit  und  der  Gegeneinheit  ent- 
standen ist''  eingeführt.  Dieses  Verfahren  hat,  den  Fall  aus- 
genommen dafs  B  eine  natürliche  Zahl  ist,  eigentlich  for- 
malen Charakter.^) 

6.  Die  systematischen  Brüche.  —  Versteht  man 
wie  in  11.  10  unter  e  eine  natürliche  Zahl  ^  2,  unter  Cq  eine 

ganze  Zahl  ^  0,  unter  q,  Cj . . .  c,n  Ziflfem  d.  i. 
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O^C^C—  1; 
so  sennt  man  den  Bruch 


einen  systematischen.     Bricht  man  bei  dem  Gliede 

c»  :  e"  («  <  m) 

ab;  80  ist  der  Rest  kleiner  als  1 :  e".     Mit  Hilfe   der   leicht 
zu  beweisenden  Formel  (vgl.  VEQ.  1) 

(ö  ^  1)       ~^  =  1  4-  fi,  4-  a>^  ^ 1-  0,1.-1      (2) 


findet  man  nämlich 
c 

e 


n 


i\+-+'f,<lM{^+',+-+,,;J^] 


«"        e™       e* 


(3) 


1.  SatB.  y^ede  rationale  Zahl  Ä  (in  die  Form  aib  gt- 
bracht;  wo  b  eine  natürliche  und  zu  \a\  relativ  prime  Zahl 
bedeutet)  ist  entweder  gleich  einem  systematischen  Bruche 
oder  es  giebt  neben  der  ganzen  Zahl  Cq,  wofür 

Co<^<Co+  1, 

eine  unbegrenzte  Reihe  von  Ziffern  c^  C2 . . .  c«  —  welche 
nicht  von  einer  bestimmten  an  sämmtlich  0  sind  — ,  so  daCs 
wie  grofs  auch  n  sein  mag,  stets 


C,      ,  ,    ^H      ^     J      ^  .     c. 


^n+^    U 


^o  +  ^7+--  +  ^<^<^o  +  ^  +  -+-~--"      (4) 

;;In  der  Reihe  Ci,  Cg . . .  wiederholt  sich^von  einem  be- 
stimmten Gliede  an  fortwährend  eine   aus  höchstens  b 1 

Ziffern  bestehende  Gruppe." 

Nach  III.  14  hat  man  entweder  a  »=  c^b^  wo  cu  eine 
ganze  Zahl  oder  a  =>  e^b  -}-  r^^f  worin  r^  eine  natürliche  ^ft^il 
<  b.    Im  ersten  Falle  ist  A  =  Cq]  im  zweiten,  wo 

bildet  man  cr^^  und  findet  entweder  e)\^  =  cj)  oder 
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wo  Cj  eine  ganze  Zahl:  0  '^c^^e  —  1   und  r^  eine  solche 
zwischen  1  und  b  —  1  bedeutet.    Im  ersten  Falle  ist 


im  zweiten,  wo 


^  +  ^ 


c„  +  J<^<c„+^ 


bildet  man  er^  und  vollzieht  die  analoge  Disjunction.  U.  s.  f. 
Hierbei  kann  sich  nur  Folgendes  ergeben.  Entweder  geht 
eine  der  Divisionen 


auf;  dann  ist  A  gleich  einem  systematischen  Bruche.  Oder 
es  geht  keine  derselben  auf,  so  dafs  die  Beste  ^o^  ^'i  •  •  •  ^^^ 
die  Werthe  1,  2,  ...  6  —  1  erhalten  können.  Demnach  mufs 
m  in  der  Reihe  der  b  Reste  r^,  r^ . .  .r^.«!  einen  ersten  r^ 
geben,  der  wiederkehrt    Ist  aber  rm^h'==^m9  so  folgt  auch 

^m  4-  2A  =  fm  +  h  =  *^m« 

U.  s.  f.  In  der  Reihe  Cm^i,  Cm  +  i  » -  •  wiederholen  sich  ohne 
Ende  die  Ä  <  6  -  1  Ziffern 

Die  Zahl 

heifst  die  zur  Zahl  Ä  gehörige  Periode. 

DaTs  die  Zahl  A  nur  einem  Bystematischen   Brache  gleich   sein 
kann,  folgt  leicht  ans  (8).    Angenommen,  es  sei  auch  noch 

^-^0  +  ^+...+  ^; 

e  e* 

so  mufs  neben  c^^  "^  Ä  <^  Cq  -^  1  auch  d^ '^  Ä  <^  d^  -}-  1  sein,  d.  i. 

^0  <  ^0  +  1  ^T^^  ^0  <<^o,+  1-  Hieraus  folgt  Cq  —  d^,  da  Cq,  d©  g»»»« 
Zahlen  sind.     Nun  hat  man  nach  (3)  ferner 

Stolx,  Yorletungen.  6 
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^ 


d.  i.  Ci  <  rf,  -J-  1  neben  dj  <  c,  -j-  1  aleo  auch 
Tieie  Stellen.  aU  beide  Brücbe  gemein  haben,  atimmen  iiberein;  fal^ 
lieb  taaü  auch  m  ^=  n  sein.  Auf  ähnliche  Welse  wird  mit  Hilfe  der 
Formel  (4)  gezeigt,  daTg  es  im  zweiten  Falle  nur  eine  Reibe  e^,  t^, 
c,  .  .  .  gehen  kOnne. 

2.  Satz.    „Die  Zahl   A  ist   dann    uud    nur  dann    gleich 
Hysteinatischen  Bructe,  wenn   ihr  Nenner   nur    Prim- 

factoren  von  e  enthält" 

3.  Säte.    „Ist  b  relativ  prim  zu  e,  so  beginnt  die  Periode 
mit  c,  und  umgekehrt." 

Ware  m  ^  1,  »o  hätte  man  neben 


'K 


- 1)  =  ''  (c^  - 


■  »). 


was  nicht  möglich  i«t,  wenn  b,  e  relative  Primzahlen  sind;  denn  <• 
mü6te|r,^_j —  »■„.  j.),_il  d.  i,  eine  Zahl,  kleiner  als  b,  doicb  ) 
theilbar  aeio  (11.  11).  Äluo  muli  m  =  0  eein.  —  ht  m  i=  0  r^  _  r,. 
80  folgt  aus  a  =- c„ö  +  r,,    r^.  i«  =c^6  +  r. 


demnach  mufs  jeder  gcmeioBame  Tbeiler  ' 
kann  e»  aufsflr  t  keinen  geben.  ^  Darauf 


'»)i 


OD  El,  «  in  a  anfgehen,  bIh 

folgt  unmittelbar   der 

4.  SatB.  „Sind  die  Primfactoren  von  h  theils  solche  Txm 
e,  theils  uicht,  ao  niüBsen  der  Periode  Ziffern  vorangeheB, 
die  mindestens  in  derselben  Ordnung  nicht  wiederholt  werden.' 

7.  Es  &ägt  sich  noch,  ob  umgekehrt  zu  jeder  onb»* 
grenzten  Heihe  Cj,,  c, ,  c, . .  .  welche  die  im  1.  Satze  angege- 
bene Beschaffenheit  hat,  eine  rationale  Zahl  A  gehört^  ^releb* 
die  Relationen  (4)  erfüllt. 

5.  Satis.  „Neben  der  beliebigen  ganzen  Zahl  c^  sei  »• 
geben  die  unbegrenzte  Reihe  von  Ziffern  c,,  Cj . .  .,  weld» 
von  dem  Gliede  c,„+,  an  gebildet  wird  durch  WiederholnU 
der  Gruppe  c„^i,  c„,^%  ...  c„^h  mit  mindestens  einer  aA 
teuden  Ziffer,  die  die  Periode 


=  C„  +  i 


■  +  C„,4. 


i«  +  C«  +  ,  . 
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liefert.     Setzt  man  fär  n  =:  0^  1,  2  . . . 


Co  +  ^  +  '-'+^^-Sm-^ 


e     ■  -gm  '"  «•» 


und  bildet  den  Bruch 


(e*  -  1)  e™     ' 


(5) 


80   findet  man,  falls  nicht  %  >=  1  und   P^^e — 1,  stets, 
was  auch  n  sein  mag, 

In  dem  ausgeschlossenen  Falle  hat  man  wenn  ^^1, 

Ä.<^-i^S.  +  i;,  (6) 


worin  das  obere  Zeichen  nur  für  n  <  w  steht." 

,,Beginnt  die  Periode  mit  c^,  so  hat  man  in  (5)  m  =  0 
Q  =  Cq  und  wie  auch  sonst  c*^  =  1  zu  setzen.  (6)  geht 
über  in 

c,  +  \  =  Sn  +  \." 
Beweis.    Es  ist  unmittelbar  ersichtlich  dafs 

Ä«  +  *^Sn.  (7) 

Dagegen  hat  man  nach  (3) 

S.  +  >.+-^,<S.  +  li-  (8) 

Setzt  man  1  :  e*  =  o,  so  folgt  nach  (2)  und  (5) 


(9) 


Sm  +  rh  =  Sm  +  —^^  +  ^^^nFT^i;  H h  ^^i^: VÄ 

_  ^       ,         P         1  -  0)'"  . P__ 

*     c"»  +  *   '    1  —  0»    '^  (C*  —  1)  c''*  +  ''*  ' 

also  iS^m  4.  rA  <  4.     Da  wie  grofs  auch  n  sein  mag,  eine  Zahl 

6* 


s 


68  Synthetische  Theorie  der  rationalen  Zahlen. 

r  zu  finden  ist,  so  dafs  n  <  w  -f"  ^'';  ^^  ^^^  ™^^  nach  (7) 

Sn  <  Ä„  +  rA  <  -4    d.    h.    Sn  <  A 

Es  ergiebt  sich  femer  aus  (9),  dafs 

+  r.  +  ^,=-Ä  +  ^^,  (l  -  ^-).  (10) 

Wenn  nicht  h  =  1  und  P  =  e  —  1,  so  ist  P  <  e*  —  1, 
somit 

also  nach  (8) 

e 
Im  Falle  ä  =  1     P=c—  Ihat  majQ 

und  nach  (10) 

Wenn  wl>  1,  so  mufs  Cm  von  e  —  1  verschieden  sein;  dem- 
nach ist  nach  (8) 

-4  =  S„  +  \  <  Sn  +  \      (n  <  m). 


e'"  <s" 


V.  Abschnitt. 
Absolute,  relative,  stetige  GrCfsen. 

1.    Äbaolute  Gröfsen.    Wir  werden  zunächat  erörtern, 

welche  EigenacbafteD  allen  Systemen  von  geometriachen 
Grofaen  d.  i,  den  Linien,  Winkeln,  Flächen,  Körpern  ab- 
geseheu  von  der  Ausdehnung  zukommen.  Die  Vielheiten  von 
einer  Benennung  oder  discreten  Gröfsen  fassen  wir  mit 
ihnen  zusammen.  Ferner  handelt  es  sich  um  Ermittelung 
der  notwendigen  und  hinreichenden  Eigenschaften  d.  i.  der- 
jenigen, aus  welchen  die  übriyen  von  selbat  hervorgehen. 
Die  Gröfsen  irgend  eines  dieser  Systeme,  im  Folgenden  mit 
A,  B,  C...  bezeichnet,  erfüllen  die  nachstehenden  Forde- 
rungen. 

I.)  Je  zwei  derselben  können  entweder  als  gleich  oder 
ungleich  und  im  letzteren  Falle  kann  die  eine  als  die  grÖfscre, 
die  andere  als  die  kleinere  bezeichnet  werden. 

II.)  Die  Gröfsen  lassen  sich  addiren  (und  vervielfachen) 
wie  die  natürlichen  Zahlen,  insbesondere  ist  die  Samme  je 
zweier  eine  Gröfse  des  Syatemes. 

III.)  Falls  A>  B,  so  existirt  im  Systeme  eine  und  nur 
eine  Gröfse  X,  so  dafs  B  +  X  ^  A. 

IV.)  Jede  Gröfse  A  ist  entweder  beschränkt  oder  unbe- 
schränkt in  gleiche  und  mit  ihr  gleichartige  Theile  zerleg- 
bar d.  h.  es  giebt  im  Systeme  eine  Gröfse  X,  so  dafs 
wX  =  A,  worin  n  entweder  jede  oder  auch  nur  gewisse  na- 
türliche Zahlen  bedeuten  kann. 

V.)  Ist  ^>B,  ^o  giebt  es  ein  Vielfaches  von  B,  das 
grÖIser  ist  als  A:    pS^A. 

Hierbei  ist  zunächst  zu  bemerken,  daf»  die  fünfte 
Eigenschaft  nicht  aus  den  übrigen  hervorgeht,  denn 


L 
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es  giebt  Gröfsen  z.  B.  die  yon  P.  du  Bois-Reymond  ein- 
gef&hrten  ^^UneDdlich^er  Functionen^'  (vgl.  IX.  24) ,  welche 
die  Forderungen  I.) — IV.)  erfaUen,  V.)  aber  nicht.  Die  Po- 
stulate  I.) — IV.)  sind,  wie  leicht  einzusehen,  formal  Yon  ein- 
ander unabhängig.^) 

Grofsen,  welche  den  Eigenschaften  I.) — IV.)  genügen, 
sollen  absolute  heifsen  und  zwar,  wenn  hierzu  noch  die 
fünfte  tritt,  eigentliche  oder  a.  Gr.  im  engeren  Sinne; 
sonst  uneigentliche   oder   solche   im  weiteren   Sinne. 

2.  Gestützt  auf  die  Untersuchungen  des  1.  und  3.  Ab- 
schnittes können  wir  noch  genauer  angeben,  welchen  Bedin- 
gungen die  Gröfsen  eines  Systemes  Ä,  By  C , ,  .  zu  ent- 
sprechen haben,  um  als  absolute  Gröfsen  im  engeren  Sinne 
zu  gelten.  Nach  Aufstellung  der  in  I.)  geforderten  Defi- 
nitionen ist  nachzuweisen,  daüs 

1)  aus  ^  =  JB    B  =  Ä] 

2)  aus  Ä>B     B<Ä  folgt  und  umgekehrt; 

3)  die  aufgestellte  Disjunction  vollständig  ist; 

4)  aus  Ä  =  B,  B=C  sich  ergiebt  Ä-^C  [Euclid's 
1.  allgemeiner  Grundsatz  (Tcoivii  ivvoia)]] 

b)  2LUB  Ä  =  B,  B>C  folgt  A>C', 

6)  B.UQ  Ä>B,   B>C  folgt  A>a 

Nunmehr  ist  je  zwei  Gröfsen  Ay  B  eine  dritte  Grolse 
des  Systemes  als  ihre  Summe  zuzuordnen.  Dabei  müssoi 
erfüllt  sein  die  Sätze: 

1){A  +  B)  +  C=A  +  {B  +  Cy, 

8)  A  +  B  =  B  +  A', 

9)  Wenn  A  =  A\  B  =  B\  ho  ist  A  +  B  =  A'  +  B 
(Euclid's  2.  Grundsatz); 

10)  Wenn  A>A'  -B  =  JT,  so  ist  ^  +  B  >  ^'  +  J' 
(Euclid's  4.  Grundsatz); 

U)  A  +  B>A  (Euclid's  8.  Grundsatz); 

12)  — 14)  Die  obigen  Forderungen  III.)— V.),  deren  letcte 
von  Archimedes  als  Annahme  (Xa^ßavofisvov)  angeftthrf) 
und  daher  im  Folgenden  als  „Axiom  dSs  A.'^  bezeichnet  wird. 

Aus  den  Sätzen  1  —  12  folgen  nämlich  alle  im  2.  Ab- 
schnitte angeführten  Regeln  der  Addition  und  Subtractioii. 
Femer  die  Sätze: 


Absolute,  relative,  stetige  Ucfifsen. 

1)  Ist  Ä  =  Ä',  so  sind  auch  die  Gleichvieifacheu  beider 
einander  gleich:  mA='  niÄ'. 

2)  Ist  A  >  A',  80  ist  mA  >  mÄ'. 

3)  mA  +  mS-~m(A  +  li)    (Euch  V.  prop.  1). 

Aas  13)  folgt,  wenn  wir  die  Theilbarkeit  einer  jeden 
GrÖfse  als  unbegrenzt  Torausaetzen: 

4)  Die  gleichvielten  Theile  vun  gleichen  Gröräen  A  ^  A' 
sind   einander   gleich:       j4  ==  --  A'." 

Denn  diese  Theile  können  nach  dem  2.  Satze  nicht  un- 
gleich sein.  Auch  kann  man  in  den  Sätzen  IV.  1,  2  die 
Einheit  durch  jede  Gröfse  A  ersetzen.  Wegen  der  Annahme 
13)  könnte  hier  die  DarsteUimg  derselben  etwas  vereinfacht 
werden. 

f>)  „Ist  ft,  eine  absolute  rationale  Zahl,  so  ist 
ti,A±(iB=fi(A±  B)." 

La  diesen  Formeln  ist  (lA  nicht  als  Product  aus  der 
Urofse  A  in  die  Zahl  (t  aufzufassen  (ygl.  II.  6). 

Aus  14)  ei^ebt  sich:  1)  „Ist  ^  >  B  ao  ist  ^  entweder 
ein  Vielfaches  von  B  oder  A  liegt  zwischen  zwei  aufeinander 
folgenden  Vielfachen  von  £:  qS  <.  A  -C{^-\-  1)  B."  Beweis 
wie  in  II.  8. 

2)  „Ist  A>  B  und  C  beliebig,  so  giebt  ea  absolute  ratio- 
nale Zahlen  -  derart  dafa  A>-C>B  —  und  zwar  unzSh- 

9  g 

lig  viele."  Denn  ea  giebt  ganze  Zahlen  q,  wofür  sowol 
q(A  —  B)>  C,  als  auch  qB  >  C  und  nach  1)  eine  ganze 
Zahl  p,  so  dafs 

pG>qB>(p^l)C; 
demnach  ist 

A>B-\--C>^-C>B. 

3       —  9 

Zwischen  A  und  -  C,  sowie  zwischen  —  und  B  liegt  wieder 
je  eine  Gröüse  von  der  verlangten  Form  u.  s,  f. 

3.    Commensurabele   und  incommensurabele   ab- 

■  aolute  Gröfsen  im  engeren  Sinne.  —  lat  eine  GrÖfse  A 

ein  Vielfaches   einer   anderen  M,    so    heifst  die   letztere  ein 
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Maafe  der  ersteren.  Besitsen  zwei  gleichartige  Grfibi 
A,  B  ein  gemeinscliaFtlicLeü  Maafs  M,  so  nennt  mao  i 
commeDsurabel.     Wenn 

Ä  =.  aM,         B  =  hM, 
äo  ist 

Ist  M'  ein  anderes  gemeinachaftlicbee  MaaTs  von  A,  B, 
dafa  A^dM',  B^b'M',  so  ist  v^^v-.  Denn  man  I 
hA^aB,  b'A'=a'B  also  a'bA^  abA  uiid  a'&  =>  a 
Der  gemeinsame  Werth  der  Zahlen  j,  p  heifat  das  Ve 
hältnifs  von  A  zu  B. 

Das  gröfste  gemeinschaftiicfae  MaaTs  zweier  GröM 
A,  B  wird  auf  ähnliche  Weise  ermittelt,  wie  der  grofsto  g 
meinsame  Theiler  zweier  uatürlichen  Zahlen  (vgl.  II.  H) 
Wenn  A'>  B,  ao  ist  entweder  A  =  qB  oder  A  =  qß^l 
wo  B  <.  B.  Im  zweiten  Falle  hat  man  entweder  B  <M^g' 
oder  q'B'  -|-  B",  wo  B"  <  B"  und  im  letzteren  wieder 
weder  B  ^=  tj" B"  oder  '/'if'  +  B",  wo  iJ"  <  B"  u,  §, 
Auf  diese  Art  gelaugt  man  entweder  zu  einem  Reste  M 
der  seinen  Vorgänger  mifst:  B"""  :^qMB"')  oder  es  H 
sich,  dafs  wie  grofs  auch  n  sein  mag.  i^'"'  niemals  ein  Ml 
von  B<"~"  ist: 

A  =  qB-\-B', 
BC-  -  n  =  g(-)  £1-)  +  £(-  +  I)  (Bi"  + 1)  <  Bc) )  (»  =  1,2. 

Im  ersten  Falle  ist  B'"'  ein  gemeinächattliches  MaaCe  i 
A,  S  und  zwar  das  gröfste,  da  jedes  Maafs  von  A,  S 
die  Gröfaen  B',  B" . . .  B'"'  mil'at.  Im  zweiten  Falle  gl 
es  kein  gemeinschaftliches  Maafs  der  GrÖfsen  A,  B;  sie  < 
incommensurabej.  Denn  wäre  eines  (M)  vorhanden 
mflfste  es  B.  B"  . . .  B'"'  messen;  es  kann  aber  ra  so  o 
angenommen  werden,  dafs  B'"'  <  M.    Folglich  triebt  ab  kab 

Der  soeben  benutzte  Hilfssatz  ergiebt  sich  in   folg 
Weise.     Zunächst  bemerke  man,  dafs 

Bi--t-»)<iBi"'. 


Mao  schlieret  nämlich  aus  der  Gleichung 

da 

und 

nmnittelbar,  daJs 

1  £(")  >^"  +  i)  +  5<''  +  «>  2-8*'  +  ". 

1     Demnach  folgt  nacheinander 

B"<^B,     B"  <i£"...ifi«'"<^-B<'"-«, 
'     somit 

£(».)  <  i-  B. 
a" 

Nach  14)  giebt  ea  Zahlen  p,  so  dafs  M>  -  B  und  nach 
II.  9  Exponenten  m,  bo  dufa  2""  >  p.    Mithin  ist  JU'>if'*"''. 
4.    Wenn   wir   das  System    der    alten   Geometrie    nach 
den   Werken   von    Euclid,    Archimedes,    Apollonius    genauer 
prüfen,  so  werden  wir  leicht  bemerlteu,  dafa  ea  nur  in  der 
Verhältnifalehre   den  in  Nr,  2  aufgestellten   Forderungen 
völlig   entspricht,*)     Abgesehen  von  Bedenken,    welche  aich 
auf  die  exacte  Definition  der  geonietrischeo  Gröfsen  an  sich 
bcKiehen,  vermissen  wir  bald   daa  Verfahren,  nach   welchem 
die   Vergleichung  je  zweier   unter   ihnen   durchzuführen   ist. 
Euelid's  7.  Grundsatz  („Was  einander  deckt  ist  gleich")  und 
der  %.  („daa  Ganze  ißt  gröfser  ah   sein  Theil")  reichen  zur 
geometrischen  Erklärung  der  Gleichheit  und  des  Gröfser- 
aeins   für   die   Systeme    der   geradlinigen    Strecken    und   der 
i     Winkel  aus.     Aber  man  sucht  bei  ihm  und  seinen  Nachfol- 
}     geru    vergebena   nach  Aufschlufs    darüber,    was    unter    zwei 
■     gleichen  Flächen  und  Körpern,  die  nicht  congruent  sind,  zu 
.     verstehen  seL     Handelt  es   sich   um  ebene  Polygone,  so  ist 
f     es,  wie  wir  sehen  werden,  sehr  leicht,  diese  Frage  zu  beant- 
i     Worten.      Daa    angewandte    Mittel     versagt    jedoch    immer, 
I      wenn  geradlinig  und  krummlinig  begrenzte  ebeue  Flächen  mit- 
einander verglichen  werden  sollen.  Dieae  und  ahnliche  Schwie- 
rigkeiten  umgeht   die   Darstellung   der   Alten    auf   folgende 
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Weise.  Es  wird  die  Vergleichbarkeit  von  je  zwei  gloi 
artigen  geometrisdien  Urörsea  von  vorneherein  aogeoo 
men  d.  h.  ohne  dal^  die  Möglichkeit  der  Vergleichung  i 
geometrischen  Wege  nachgewiesen  ist.  Natürlich  müseto 
dann  auch  die  Sätze  1)— 14)  in  Nr.  2  ohne  Beweis  zug* 
lassen  werden,  was,  wie  a.  a.  0.  hervorgehoben  iat,  Ton  ( 
Alten  zum  TheJIe  ausdrücklich  anerkannt  wurde.  Hiem 
kommt  noch  die  Annahme,  dals  in  jedem  ihrer  iirotavmj- 
steme  neben  einer  Grüfse  A  sowol  eine  kleinere,  als  anA- 
eine  gröfsere  vorbanden  sei. 

Vermittelst  der  Grundsätze  wird  die  Vergleichong  ( 
zielt  in  einigen  Fällen,  die  nicht  zu  den  im  7.  und  8.  Gnud; 
aatze  erwähnten  gehören  (vgl.  Nr.  6).  Diese  Methode  i 
jedoch  nicht  weit;  es  muFs  daher  ein  neuer  Gedanke  heran* 
gezogen  werden,  welcher  allerdings  von  den  Älteu  nicht  s 
drücklich  ausgesprochen  wurde. 

Die  Griechen  geben  zu  den  von  ihnen  gefundenen  Sätm 
über  die  Quadratur  krummlinig  begrenzter  Flächen  stets  is- 
directe  Beweise,  denen  der  folgende  Satz  zu  Grunde  liegt* 
„Zwei  gleichartige  geometrische  Gröfaen  A,  IJ  sind  einander 
gleich,  wenn  sich  zeigen  läfst,  dafs  bei  der  Annahme  A.>B 
der  Unterschied  A  —  E  und  bei  der  Annahme  A  K^i  S  itt 
Unterschied  li  —  A  kleiner  seiu  würde,  als  eine  jeit 
mit  A,  B  gleichartige  Grölse.  —  Es  ist  A<.B, 
nur  das  Erstere,  und  A>B,  wenn  nur  das  Letztere  b^ 
bauptet  werden  kann."  —  Die  Benutzung  dieses  Satzes,  crfl 
welchen  die  Exhaustionsmethode  der  Alten  sich  zurScit-i 
führen  läfst,  vdrd  ermöglicht  durch  das  Axiom  des 
medes  (V). 

5.    Zufolge   der   geometrischen   Voraussetzungen  ' 
Euclid'schen  Geometrie  lassen  sich  für  die  nacbstehoodfll 
Systeme   von   absoluten   Gröfsen    im    engeren   Sinne    die  \ 
Nr.  2  aufgestellten  Forderungen  reduciren. 

I.  Hinsichtlich  der  geradlinigen  Strecken  läTat  tat 
die  VergleichuDg,  Addition,  Subtraction,  Theilung  geometrMdli 
ausführen,  so  dal's  nur  der  Satz  V.  unbewiesen  bleibt.  UnMt 
den  Strecken  giebt  es  incommensurabele  Paare  z.  B,  die  ( 


B  und  die  Diagonale  A  eines  Quadrates.     Hier   findet   man 
nämlich 


■  B  +  a;    B"- 


.  2BW  +  Bl- 


(«-1,2...). 


II.  Aehnliches  gilt  Ton  den  Winkeln,  nur  ist  die  Thei- 
lung  im  Allgemeineo  geometrisch  (d.  h.  mit  Lineal  and  Zirkel) 
nicht  ausführbar,  daher  als  möglich  vorauszusetzen  (13.  S.).'^) 

III.  Eingehender  wollen  wir  uns  mit  dem  Systeme  der 
Polygone  d.  h.  solcher  ebenen  Flächen,  deren  Begrenzung 
aus  geradlinigen  einander  nicht  schneidenden  Strecken  be- 
steht, beschäftigen,  da  eine  einfache  Darstellung  dieses  Ge- 
genstandes nicht  hinlänglich  bekannt  zu  sein  scheint.') 

Definition.  „Zwei  Polygone  sind  einander  gleich,  wenn 
sie  entweder  congruent  oder  auH  gleich  vielen  Stücken  be- 
stehen, die  paarweise  congruent  sind.  —  Ein  Polygon  ist 
gröfaer  als  ein  zweites,  wenn  es  neben  den  Stücken  des  letz- 
teren noch  andere  enthält." 

Dafs  die  formalen  Bedingungen  von  I.  2,  3  erfüllt  sind, 
leuchtet  ein.  Bedeuten  A,  B,  C...  nun  Polygone,  so  hat 
mau  neben  A  =  B,  B  ^^^  C  auch  A  =  C,  Davon  überzeugt 
man  sich,  wenn  man  iu  B  sowol  das  Liniensystem  verzeich- 
net, welches  die  Theile  von  A,  als  auch  das,  welches  die 
Theile  von  C  liefert  u.  B.  f.  Für  die  weitere  Untersuchung 
ist  bequem  das  Corollarr  „Zi^ei  Polygone  sind  einander 
gleich,  wenn  sie  aus  gleich  vielen  Stücken  bestehen,  die 
paarweise  einander  gleich  sind."' 

Nunmehr  ist  leicht  zu  zeigen,  dafs  je  zwei  Polygone 
mit  einander  verglichen  werden  können. 

Gleichwinkelige  Parallelogramme,  worin  je  eine  Seite 
gleich  einer  gegebenen  Strecke,  werden  durch  Aufeinander- 
legen verglichen, 

1.  SatB.  „Parallelogramme  von  gleichen  Orundlinien  und 
Höhen  aind  einander  gleich"  (Euclid.  I,  prop.  35). 

Beim  Beweise  des  Satzes  sind  drei  Falle  zu  unterschei- 
den, wovon  wol  nur  der  dritte  einer  besonderen  Erwähnung 
bedarf:  Die  Seiten  BC,  AF  der  gegebenen  Parallelogramme 
ABVD  und  ABEF  schneiden  sich  in  G.  Zufolge  des  für 
die   Strecken   geltenden   Satzes  Y.  in   Nr.  1   kann   man   BC 
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in  p  gleiche  Theile  theileu,  deren  jeder  kleiner  ist  als  BG, 
Zieht  man  durch  die  Theilungspunkte  C'y  C^  .  . .  Parallele 
zur  gemeinsamen  Grundlinie  ÄBy  so  zerfallt  jedes  der  Pa^ 
allelogramme  in  p  unter  sich  congruente  Parallelogramme 
und  zwar  ist  je  ein  Theil  des  einen  gleich   einem   des  an- 


deren: ABCiy  =  ABE'F'  —  nach  dem  zweiten  Falle 
unseres  Satzes.  Folglich  ist  AB  CD  =—  ABEF.  Die  puDk- 
tirten  Linien  zerschneiden  die  gegebenen  Figuren  so,  dab 
je  ein  Stück  der  einen  congruent  ist  einem  der  anderen. 

2.  Satz.  ;,Ein  Dreieck  ist  gleich  einem  Parallelogramme 
von  derselben  Grundlinie  und  der  halben  Höhe.*' 


B 

Verbindet  man  die  Mittelpunkte  Z>,  E  der  Seiten  Ä^ 
AC  des  Dreieckes  ABC  und  macht  EF^DE^  so  U 
AEI)  r^.  CEF  also  ABC=  BCFI). 

8.  Satz.  y,In  jedem  Parallelogramme  sind  die  Br^Lnnui- 
gen  der  um  eine  Diagonale  liegenden  Parallelogramme  m- 
ander  gleich"  (Euclid  I.  prop.  43). 

D.  h.  Zieht  mau  durch  einen  Punkt  E  einer  der  Dia- 
gonalen des   Parallelogrammes  AB  CD   Parallele  JFO,  Ei 


Absolute,  relative,  stetige  Gbröfsen. 
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za  den  Seiten  desselben^  so  entstehen  zwei  gleiche  Parallelo- 
gramme FBKE  =^  HEGB.  —  Der  Beweis  des  Satzes  be- 
ruht auf  der  Bemerkung,  dafs  die  Diagonalen  BDy  FH^  KG 


parallel  sind,  was  sich  leicht  ergiebt,  wenn  man  durch  0  eine 
Parallele  zu  BC  zieht.  ^)  Legt  man  durch  E  NB\  BB,  so 
erhält  man  die  congrueuten  Dreiecke 

FBL  ^  HMB,        ENK  ^  PEG 

und  die  gleichen  Parallelogramme 

BNEL  =  BMEP. 
Demnach  ist 

FBKE  =  EEGB. 

Mit  Hilfe  der  vorstehenden  Sätze  kann  man  zu  jedem 
Parallelogramme,  sowie  zu  jedem  Dreiecke  ein  ihm  gleiches 
Parallelogramm  construiren,  von  dem  ein  Winkel  und  eine 
Seite  gegeben  sind.  Dasselbe  gilt  von  jedem  Polygone,  da 
man  es  durch  Diagonalen  in  Dreiecke  zerlegen  kann.  Somit 
lassen  sich  in  der  That  je  zwei  Polygone  mit  einander  ver- 
gleichen. 

Nennt  man  Summe  zweier  Polygone  A,  B  jedes  aus 
ihnen  zusammengesetzte  Polygon,  so  ergeben  sich  sofort  die 
Sätze  7)— 11)  in  Nr.  2.  Die  noch  übrigen  12)— 14)  lassen 
sich  dadurch  nachweisen,  dafs  man  die  betreffenden  Polygone 
wieder  in  Parallelogramme  verwandelt,  wovon  ein  Winkel 
und  eine  Seite  gegeben  sind. 

lY.  In  ähnlicher  Weise  lassen  sich  die  Prismen  als 
absolute  Gröfsen  im  engeren  Sinne  auffassen. 
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Ohne  Zweifel  wird  man  zugeben,  dafs  roratebsada 
Verfahren,  die  Polygone  za  vergleichen,  die  I>arsteUai4 
Euclid's  an  geometrischer  Änaehaulicbkelt  weit  übertrift 
Dort  wird  z.  B.  die  Gleichheit  der  im  1,  Satze  erwähutoi 
Parallelogramme  lediglich  dialektisch  mit  Hilfe  der  als  Axiome 
erklärten  Sätze  9}  und  12)  in  Nr.  2  begründet.  Leider  tifd 
uns  die  oben  befolgte  Methode  bald  im  Stiche,  in  der  Stereo- 
metrie schon  bei  der  Vergleichung  der  Pjramiden.  Big  jetd 
ist  es  nämlich  nicht  gelungen,  zwei  Pyramiden  von  gleiches 
Gruudtlilchen  und  Höhen  in  gleichviele,  paarweise  congruentB 
Theile  zu  zerlegen.  Bei  den  Alten  wird  in  solchen  Fälle» 
der  am  Schlüsse  von  Nr.  4  atigeführte  Satz  angewendet.*) 
El  dürfte  nicht  überflüssig  sein,  die  Methode  der  Alten  durch  ei 
Beispiel  zu  erlüntem,  wozu  der  socbco  angelogene  Satz:  „Zw«i  dra 
seitige  Pyramiden  A,  A'  von  gleichen  OruDdlläcbeD  G,  G'  und  gleioha 
Hohen  h,  K  sind  einander  gleich"  dienen  kaiiD,  Theitt  mu 
n  gleiche  Theile  und  legt  daich  die  Theilungspunkte  und  die 
von  A  Ebenen  parallel  zu  G  imd  macht  dasselbe  an  der  i^i«iiitd*  JLf 
80  »od  die  gleichweit  von  den  GrundfliLcben  abätebeaden  Sdunttt 
von  Ä,  A'  einander  gleich.  Dabei  zerfallea  A,  Ä'  je  in  n  Tbeüe,  Üt 
von  den  Spitzen  ab  gerechnet  mit  S,  iS,  .  .  .  S^,  bez.  S\  S*,  .  . 
bezeichnet  werden.  Zieht  man  sowol  in  A,  ala  auch  in  A'  von 
Ecken  der  Gmndflache  und  von  den  zwei  entsprechenden  jedes 
Parallele  ku  der  durch  die  dritte  gehenden  Sehe itelk ante ,  e4  ww 
S^,  S\  lu  Prismen  B^,,  Sf ^  ergänit,  welche  einander  gleich  sind, 
gleich  sieht  man,  dala  Ä',  < R,  und  Ä, _ ^  <  ,S'^ < B,.  (r ■=  2,  Z.- 
—  Angenommen  nun  es  sei  A'  >.  .A,  so  ist  A'  —  .A  <  Ü„,  da 

A'  <  Ä',  +  ß-,  +  . .  4-  /(;  =  Ä,  +  i(,  + , .  +  ü_ 

Somit  i«t  auch  A  —  A'C  —  F,  wenn  P  das  Prisma  bedeutet,  du 
steht,  wenn  die  vod  den  swei  Ecken  der  Grundfläche  ansnlMa 
Geraden  bis  an  die  durch  die  Spitze  von  A  gelegt«  Ebene  verlte 
werden.  Nach  dem  Axiome  des  Archimedes  giebt  es  aber,  wie  \ 
ancb  der  Körper  E  sein  mag,  eine  ganxe  Zahl  n  so,  dalä  m£^J 
somit  ist  A'^A<^E.  Ganz  ähnlich  folgt,  A' -^Z.  A  voraaai 
A  —  A'  <E.    AIbo  mafs  A' =  A  sein. 

Die  in  dem  Fundamentalsatze   der  Exhaustionsmetbo^ 
liegende  Voraussetzung,   dafa  je  zwei   geometrische  Qrf 
derselben   Art    vergleichbar  seien,   ist  theoretisch   jq(]i 
unzulässig;   denn   die   analytische   Geometrie  vermag    OoKffll 
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nachzuweisen,  welche  keine  endliche  Länge  haben.*)  Hier 
giebt  es  keinen  anderen  Ausweg,  ah  die  Längen  der  Üurven, 
die  Flächen  räume  und  körperlichen  Inhalte  als  Grenzwerthe 
zu  definiren. 

7.  Relative  Gröfsen.  Hat  man  zwei  solche  Systeme 
absoluter  Gröfsen  definirt,  dafs  jeder  Gröfse  {und  den  ihr 
gleichen)  des  einen  Syatemes  eine  GrÖfse  (und  die  ihr  gleichen) 
des  anderen  entspricht  und  umgekehrt  —  und  erklärt  man, 
dafs  jedes  dieser  Paare  die  Summe  „Null''  liefert;  so  kann 
man  die  beiden  Systeme  mit  der  Null  zu  einem  System  von 
Gröfsen  vereinigen,  die  dann  relative  heifsen.  So  haben  wir 
in  IV.  4  das  System  der  rationalen  Zahlen  gebildet.  Kflr 
jedes  System  von  relativen  Gröfsen  kann  man  in  ähnlicher 
Weise,  wie  für  die  genannten  Zahlen,  eine  Addition  definiren. 

Nach  der  Natur  der  zu  Grunde  gelegten  absoluten  GrÖfaen 
haben  wir  auch  die  relativen  Gröfsen  in  eigentliche  und  un- 
eigentliche einzutheilen.   Ein  Beispiel  der  letzteren  Art  s.  IX.  25. 

Relative  Gröfsen  im  engeren  Sinne  kommen  in  der 
neueren  Geometrie  vor.  —  Setzen  wir  in  einer  Geraden  g 
(und  in  allen  zu  ihr  parallelen)  eine  positive  Richtung  fest 
und  nennen  diejenigen  Strecken  AB  derselben,  wofür  der 
Übei^ang  von  ^  zu  £  im  positiven  Sinne  erfolgt,  positiv, 
die  anderen  negativ;  so  erhalten  wir  das  System  der  rela- 
tiven Strecken.  Ea  ist  am  bequemsten  hierfür  die  Möbius- 
Bche  Bezeichnung  Ali  zu  gebrauchen,  wobei  auf  die  An- 
ordnimg der  Buchstaben  zu  achten  ist.  Gleich  sind  nun  zwei 
Strecken  AB  ^  AB',  wenn  die  absoluten  Strecken  |  AB  \  , 
I  A'B"  1  einander  gleich  sind  und  der  Übergang  von  vi  zu  .B 
in  demselben  Sinne  stattfindet  wie  der  von  A'  zu  B".  Er- 
folgt er  bei  der  zweiten  im  entgegengesetzten  Sinne  wie  bei 
der  ersten,  so  heiiäen  die  Strecken  AB,  AB"  einander  ent- 
gegengesetzt z.  B.  AB  und  BA.  Die  Strecke  AB  heifst 
gröfser  als  AC,  wenn  CB  eine  positive  Strecke  ist. 

Mh  Summe  zweier  Strecken  AB  -}-  CD  wird  defiairt  die  Strecke 
AE,  worin  der  Punkt  Ja  durch  die  Coastruction  der  Strecku  BE  —  CB 
gefunden  wird.  Ferner  eei  AB-\-BA^O,  0  -f  AB  ^  AB -\-0  =  AB. 
Mun EolRt sofort  l)2lB+0/)  — CT? -l-yt Bund 2>^B-f-(77)=. 4  B  +  C7)' 
wenn  CJJ  —  CD'.    Um  3)  die  tw«ociative  Eigenscbalt  der  Verknüpfung 


festznBtellen,  genügt,  die  Bemerkung,  dab  (^ÄB  •(-  BC}  +  OD  —  i 
+  CD  =.  AD  ond  JB  -I-  (BC  +  CD)  =  AB  +  BD  =  AB.  4)  U 
BC>BC,  Bo  ist  Aß -t- BC>  AB  +  BC.  Deoii  ea  zeigt  •& 
Figur,  dar«  AC>AC'.  Der  Gleichuag  AC+CX=^  AB  genlgt 
die  Strecke  OX  —  CB  und  nur  sie,  be?;.  die  ihr  gleichet).  Die  SiA- 
tractioD  iat  aomit  stets  suefährbar  und  eindeetig:  AB  —  A 
Da  BA  =  0  —  AB,  so  schreibt  man  BA^  —  AB. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  relative  Winkel,  Fläcfaei^ 
Körper  definiren. 

8.  Stetige  Systeme  von  absoluten  GrofaeiL  Dir 
Raum  und  die  in  ihm  gedachten  Gebilde  werden  als  stetjg 
auBgedehnt  bezeichnet.  Sieht  man  Körper,  Fluche,  Linie  alt 
geometrische  Grundbegriffe  an,  so  muTs  auch  die  stetige  äd»- 
dehnung  ein  solcher  sein;  denn  es  läfst  aich  ja  von  keinem 
derselben  die  Stetigkeit  trennen.  Bolzano  betrachtet  dii 
Entfernung  von  je  zwei  Punkten  als  den  Grundbegriff  der 
Geometrie  und  versucht  damit  die  Punktcontinua,  zunächst 
die  linearen  oder  Linien,  zu  erklären,  was  ihm  jedoch  nieU 
gelungen  ist,  indem  seine  Continua  sogar  des  Zusammenhange! 
entbehren  können. '"_) 

Bei  der  Definition  eines  stetigen  Gröfsensystemes  ^ 
es  sich  darum  handeln,  aus  dem  Begriffe  der  absoluten  Gr5beM 
im  Allgemeinen  einen  engeren  abzuleiten  durch  ZufflgaU 
von  solchen  Merkmalen,  welche  auch  jeder  begrenztei 
zukommen.  Die  folgenden  Erörterungen  sind  gegründet  u([ 
die  Bemerkung,  dafs  die  Stetigkeit  einer  Linie  z.  B.  der  Gft> 
raden  AB  nicht  allein  dadurch,  dal's  mau  ein  znaanuntt- 
hängendes  Stück  A' 1/  aus  ihr  entfernt,  sondern  auch 
durch  Wegnahme  eines  Punktes  M  aufgehoben  wird.  Wff 
hat  nur  die  Eigenschaften  der  beiden  Theile,  in  welche  doick 
jeden  dieser  Vorgänge  das  System  der  die  ganze  Linie  bildn 
den  Strecken  AM  zerfällt,  zu  untersuchen. 

Wir  setzen  zunächst  ein  System  27  von  Grörsen,4,  SyC,. 
mit  den  folgenden  Eigenschaften  voraus.  Neben  den  Fori^ 
rungen  I—IIl  in  Nr.  1  soll  noch  die  nachstehende  erfQUta 

IV.)    Zwischen  je  zwei  ungleichen  Gröfsen  liegt  im 
noch    eine   GröCse   des   Systemes    und    es  giebt   neben  ji 
Gröfse    sowol   eine  kleinere,    als  auch   eine   gröfsere; 
weder  eine  kleinste,  noch  eine  grölste.    Die  letzte  Ki 


wird  kurz  dadurch  ausgedrückt,  dafs  man  dem  Systeme  S 
die  untere  Grenze  Null  (0)  und  die  obere  Uneudlich  (oo)  verleilit. 

Ana  dem  Systeme  £  denken  wir  nna  ein  System  11 
zwischen  den  Grenzen  0  und  Ä  abgesondert,  das,  ohne  ge- 
rade alle  Gröfsen  von  2^  zu  umfaBseii,  doch  noch  die  obigen 
Eigenschaften  besitzt.  Das  System  II  wird  im  Allgemeinen 
Lücken  aufweisen,  wie  man  auf  folgende  Weise  erkennen  kann. 

Eine  Lücke  des  Systemes  11  heifst  jede  Theüung  der 
ihm  angehÖrigen  Gröfsen  P  in  zwei  Gruppen  von  den  folgen- 
den Eigenschaften: 

1)  Jede  Gröfse  P  gehört  einer  und  nur  einer  Gruppe  au. 

2)  Wenn  P,  eine  Gröfse  der  ersten  Gruppe  ist,  so  auch 
jede  Grol'se  P  <  P, ;  wenn  I\  eine  Gröfse  der  zweiten  Gruppe 
ist,  so  auch  jede  Gröfae  P'>P^.  (Somit  ist  notwendig  Pi<Pj.) 

3)  Wenn  P,  eine  Gröfse  der  ersten  Gruppe,  so  gehört 
zu  ihr  auch  eine  Gröfse,  welche  P^  überschreitet,  und  ist  P» 
aus  der  zweiten  Gruppe,  so  beiladet  sich  darin  auch  eine 
Gröfse  P<P^. 

Nun  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden.  Entweder  bleibt 
der  Unterschied  P^  —  P,,  was  auch  P,  für  eine  Gröfse  der 
ersten,  P,  der  zweiten  Gruppe  sein  möge,  über  einer  bestimmten 
Gröfse  I)  von  //,  oder  er  kann  kleiner  sein  als  irgend  eine 
Gröfse  von  //.  Lücken  der  letzteren  Art  sollen  Schnitte 
von  II  heifsen. 

Ein  System  /7,  das  keine  Lücken  erster  Art,  also  ent- 
weder gar  keine  Lücken  oder  doch  nur  Schnitte  aufzuweisen 
hat,  soll  zusammenhängend  heifsen.  —  Dazn  ist  hin- 
reichend, dafs  die  Gröfsen  von  11  (jedoch  nicht  not- 
wendig die  von  S)  dem  Axiome  des  Archimedes  (V)  ge- 
nügen. Angenommen  es  seien  die  zu  einer  Lücke  von  11 
gehörigen  Gruppen  so  beachafl'en,  dafs  P^  —  P,  >  D,  Denken 
wir  uns  jetzt  unter  P,  eine  beistimmte  Gröfse  der  ersten, 
unter  P^  eine  solche  der  zweiten  Gruppe,  so  gehören  zur 
ersten  Gruppe  die  Gröfae  P^-\-  D  und  alle  zwischen  ihr 
und  P^  liegenden,  desgleichen  P,  +  2D  und  alle  zwischen 
ihr  und  P,  -j-  7)  liegenden;  kurz  P^  -\-  nl),  wo  n  eine  be- 
liebige natürliche  Zahl  sein  kann,  und  alle  zwischen  ihr 
und  Pj   liegenden.     Es  giebt   aber  nach  Voraussetzung  eine 


solche  Zahl  m,  wofür  »»/> >  P^  —  P,  d.  i.  P,<:P^+  mR 
Demnach  wäre  P^  zur  ersten  Gruppe  za  rechnen,  entgegen 
der  Voraussetzung.  —  Ea  scheint  nur  auf  die  angegeben« 
Weise  möglich  zu  sein,  ein  zusammenhilngendes  System 
solches  zu  erkennen. 

Zur  Stetigkeit  des  Systemes  £  ist  erforderlich  die  Ab- 
wesenheit von  Lücken,  Allein  das  reicht  nicht  hin,  da  ec 
denkbar  ist,  dafs  Schnitte  eines  aus  2.'  entnommeueti  KO- 
s  am  men  hängen  den  Systemea  /7  durch  mehr  als  eine  6rSA> 
von  £  geschlossen  werden  d.  h.  dafs  es  mehrere  GröboS 
in  £  gehe,  welche  gröfser  als  alle  P[,  kleiner  als  alle  ^ 
sind  (vgl.  IX.  24).  Die  Stetigkeit  des  Systemes  S  wird  dt 
nach  fotgendermafsen  zu  erklüreu  sein. 

„Das  Grofsen System  2^  heilst  zwischen  den  Grenzen  0,  Ä 
stetig  dann  und  nur  dann,  wenn  aus  den  ihm  angehörigeu 
Grblsen  Systeme  17,  welche  innerhalb  der  Grenzen  0,  Ä 
zusammenhängen,  gebildet  werden  können  und  wenn  je<i( 
Schnitte  eines  solchen  eine  und  nur  eine,  nicht  zu  II  g*-' 
hBrige  Grölse  S  entspricht,  welche  gröfser  als  alle  J*, ,  kleiner 
als  alle  P^  ist.''") 

Ein  System  Ton  relativen  Gröfsen  wird  als  stetig  na- 
gesehen,  wenn  jedes  der  beiden  zusammengefafsteu  Svsteme 
TOD  absoluten  Gröfsen  stetig  ist.  Die  vuratehentlen  Defini- 
tionen behalten  auch  fQr  ein  solches  Geltung. 

9.  Wir  haben  noch  die  wichtige  Bemerkung  hervorOT- 
hehen,  dafs  jedes  stetige  System  von  absoluten  GrÖfseu 
zu  den  Gröfsen  dieser  Art  im  engeren  Sinne  gehört.  Das 
zeigt  der  folgende  Satz. 

„Wenn  ein  Gröfsensystem  £  den  Forderungen  1 — IV. 
in  Nr.  8  genügt  und  dabei  stetig  ist,  so  folgt  \)  die 
Theilbarkeit  jeder  Gröfse  A  desselben  in  beliebig 
viele  gleiche  Theile,  2)  das  Axiom  (V.  in  Nr.  1)  des 
Archimedes." 

Bawei*.  Zu  1).  Man  bemerke  zuDa^sbiit:  Ist  B  eine  gegebene  OrOte 
von  Z,  n  eine  beliebige  natürliche  Zahl,  ao  existirt  immec  eine  OtÖfse  X, 

derart  dara  »Y <^S.    Das  ergiebt  sich  aus  den  Vorauasttiaogen  I IT. 

nomittelbur.     Würde  mim  uun  aDuchmen,   oa  tei  lieine  GrOfse   X  vor- 
haiidet),  derart  dafs  n  X  =•  Ä,  eo  kannte  man  im  Systeme  (0,  A.)  ctM 
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IiflcVe  nacbweiBen,  gegen  die  Vorausaetiiuig  der  Stetigkeit.  In  der 
Tbat,  ist  P  <  -d,  »o  ist  n  P  entweder  <  oder  >  A.  Auf  dieae  Weise 
lasflen  «ich  die  GröCjen  (0,  A)  in  ewei  Oroppen  F^,  P,  theilen: 
nP^  -^  A,  «P,  >  jI,  welche  die  oben  ftufgebtellten  Bedingungen  er- 
fallen.  laabeKOndere:  ist  P,  Ana  der  ereten  Gruppe,  »o  auch  P,  4*  ^ii 
woferne  nur  1',  bo  gewählt  iat,  dafa  n  1',  <  J  —  nP, ;  ist  P,  ans 
der  zweiten  Gruppe,  bo  anch   P, —  }'_, ,  woferne  nur  ni\<C>tPt  —  A. 

Zu   H).     E»   eei   Ä  ';>  B.     Würde    die   Reihe    wacbaeoder   Grüften 

B,  2B nB..  die  Gröfne  A  nicht  (Ibetschceiten,  bq  mü&te  ea  eine 

Gräfte  C<:A  geben,  bo  daTs  C  >  nB  (n  =  1,  2 . . .)  ■  jedoch  Zahlen  m, 
80  daTs  C-  B<ntB.  Darin  liegt  ein  Wideraprucb,  daC<(m  +  l}B 
folgen  würde. 

Es  ist  nar  nacbr.uBehen ,  ob  der  hier  benutzte  Satz:  „Wenn 
M,  Mf  .  .  .  M^  .  .  .  eine  nnbegrenzte  Reihe  wachaender  GriSfaen  dea 
stetigen  Syatemea  2!:  (0,  A)  bexeicbnet.  welche  die  GrSfse  Ä  niobt 
flbertch reiten,  bo  oxittirt  eine  und  nur  eine  Oröfte  C'<;^  derart,  daft 
C  gröfier  iat  als  alle  M^.  jfidoch  eu  jeder  Grö&e  T)  <:^  O  dea  Sy- 
gtemea  E  eine  ganze  Zahl  im  gehört,  sodofB  wenn  n>tn  M^~>C — D"  — 
nicht  das  Aniom  des  Ärchimedea  vorausfletst.  Das  ist  jedoch  nicht 
der  Fall.  In  der  That,  wird  die  Existenz  einer  solchen  Qröfse  C  nicht 
zugestandeo,  so  ist  im  Syateme  (0,  A)  eine  Lücke  -»orhanden.  Die 
erste  Gruppe  wird  gebildet  von  den  Gröften  P, ,  die  kleiner  sind  als 
irgend  ein  Jtf, ;  die  zweite  von  denjenigen  P, ,  die  gröfser  aiud  aU 
jedes  M^,  Die  Gruppen  entsprechen  den  Bedingungen  der  vorigen  Nr. 
So  findet  man  z.  B.  in  der  zweiten  Gmppe  zu  jeder  GrOfte  P,  eine 
kleinere.  Wäre  nämlich  bei  beliebigem  D  fiir  jeden  hinlänglich  grofseu 
Werth  von  n  (n  >  m)  3/,  >  P,  —  D,m  könnte  mau  P,  fär  C  setzen. 
Somit  mufs  ea  GrüriieD  D  gehen,  so  beschaffen,  doTe  wie  grofd  auch  n 
voransgcsettt  werden  mag,  eine  Zahl  r  >  n  vorbanden  iat,  wofür 
M^  <  P]  —  D.  Bezeichnet  nnn  P  eine  beliebige  Größte  zwischeii 
P,  —  Z)  und  P,,  so  hat  man  P>  3f^  >■  M^,  worin  n  jeder  Inde»  sein 
kann.  —  Dnd  zwar  existirt  nur  eine  GrOfse  C.  Hatte  nämlich  C^G 
dieselbe  Eigenschaft  wie  C,  so  wflre,  wie  klein  auch  D  Bein  mag, 
C  +  Z)  >  jlf„^  +  H  >  C'i  ulsD  mnfs  6''<  G  aein  (vgl.  Nr.  4).  Eben- 
Bowenig  kann  aber  C  <  6'  aein,  somit  bleibt  nur  G'  ^  C  flbrig. 

10.  Das  System  der  rationalen  Zalilen  z.  B.  von  0  bis 
zu  einer  Zahl  «  >  0  ist  offenbar  zusamnienhäugend,  läfst 
aber  Schnitte  zu.  —  Ea  sei  0<p<«  und  p  nicht  die 
nte  Potenz  einer  rationalen  Zahl.  Da  mithin  die  «te  Potenz 
jeder  der  gegebenen  Zahlen  entweder  kleiner  oder  gröfser 
als  Q  ist,  zerfallen  sie  in  zwei  Gruppen  ro,,  a^.  In  der  ersten 
sei  Äj"  <  e,  in  der  zweiten  ä,°  >  p.  Diu  Oruppen  haben 
auch  die  2)  und,  wie  aus  dem  Folgenden  erhellt,  die  3)  der 
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obigen  Eigenschaften.     Man  hat  nur  positive  Zahlen  (j, 
anzugeben,  so  dafs,  wenn  sr^  eine  bestimmte  Zahl  der  erste 
Äg   eine  der  zweiten  Gruppe  bedeutet,   (x^  +  l^)*  <  p    m 
(jtg  —  Sg)"  >  Q.    Da  nach  VIIL  2,  wenn  nur  (n  —  l)gi  <  a 

so  genügt,  dafs 


sei. 
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da 
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Das  System  der  rationalen  Zahlen  ist  demnach  nie 
stetig.  Um  dasselbe  zu  einem  stetigen  Gröfsensysteme  : 
ergänzen,  kann  man  jedem  seiner  Schnitte  entsprechend,  eii 
neue  Zahl  einführen.  So  gelangt  man  nach  Dedekiud  : 
den  irrationalen  Zahlen^ 


VI.  Abychnitt. 
Tbeorie  der  Verhältnisse  nacli  Enclid. 

1.  Man  sagt  von  je  zweien  eines  Systemes  von  abso- 
luten GrÖfaen  im  engeren  Sinne,  dafs  die  eine  ein  Ver- 
hältnifs  zur  anderen  habe.  Mithin  wird  je  zweien  solcher 
Gröfsen,  die  in  eine  beatimmte  Reihenfolge  Ä  B  gebracht 
sind,  ein  neues  Object  zugeordnet,  welches  das  Verhältnife 
Ä  ZM  B  heifst  und  die  Bezeichnung  A  :  B  erhält.')  A  heiTst 
das  Vordergüed,  B  das  Hinterglied.  Unser  Ding  ist  noch 
ohne  Eigenschaften,  kann  also  solche  erhalten  —  und  zwar 
in  verschiedener  Weise  —  nach  dem  schon  im  3.  Abschnitte 
angewandten  Verfahren,  indem  wir  es  zuerst  zu  einer  Gröfae 
machen  und  dann  Verknüpfungen  zwischen  den  neuen  Gröfaen 
definiren.  Im  Folgenden  sollen  A,  B,  V...  gleichartige 
absolute  Gröfaen  im  engeren  Sinne,  a,  h,  c...  natürliche, 
K,  ß,  y  . . .  absolute  rationale  Zahlen,  a,  b,  C . . .  Verhältnisse 
bedeuten. 

Wir  können  zunächat  festsetzen,  es  soll  A  :  B  gleich, 
gröfser,  kleiner  als  Ä:  S  sein,  je  nachdem  A-^-  'ß  gleich, 
grofaer,  kleiner  als  B  +  -4'-  Die  formalen  Bedingungen 
nach  I.  2,  3  sind  offenbar  erfüllt,  somit  die  Definitionen  zu- 
lUasig.  Ferner  wollen  wir  daa  Verhältnifs  (^A  -\-  A') ;  (B  -\-  B") 
als  Summe  von  A  :  B  und  A':  E  bezeichnen,  wobei,  wie 
man  leicht  finden  wird,  dieselben  Sätze  gelten,  wie  bei  der 
Addition  der  relativen  Gröfaen  (V,  7).  Die  Subtraction 
ist  auch  hier  ateta  möglich  und  zwar  nur  auf  eine  Weise.  — 
Die  dergestalt  bestimmten  Verhältnisse  hat  mau  a  rith- 
metische  genannt.  Das  arithmetische  Verhältnifs  stellt  eine 
Erweiterung  der  Differenz  A  —  B  auf  den  Fall  wo  A^B, 
dar  und  ist  daher  entbehrlich,  wenn  eine  solche  bereits  da< 
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dui'ch  erzielt  ist^  dafs  aus  den  absoluten  Gröfsen  A,  S,  C... 
relative  abgeleitet  wurdeu. 

Wir  wenden  uns  nun  zur  Aufstellung  der  geometrischen 
Verhältnisse^  welche  in  der  Geometrie  der  Alten  als  Ersah 
für  die  irrationalen  Zahlen  unentbehrlich  waren.  Und  zwar 
wollen  wir  ihre  Theorie  zunächst  in  der  Gestalt  vorführen, 
wie  sie  im  5.  Buche  der  Euclidschen  Elemente  vorliegt  — 
In  Zukunft  ist  unter  „Yerhältnifs''  immer  das  y^geometrische' 
zu  verstehen. 

2.  In  V.  3  ist  bemerkt,  dafs  man  unter  dem  Verhält- 
nisse zweier  commensurabelen  Gröfsen  Ä  =  aMy   B  =  bM 

den  Quotienten^  verstehe.    Daraus  folgt^  dafs  wenn  A.'^BaMf 

B  =  ßM,  das  Verhältnifs  A  :  B  die  Zahl  -j  sei.     Es  kann 

p 

dabei  M  auch  die  Einheit,  A  B  absolute  rationale  Zahlen 
bedeuten.  Stellen  wir  neben  AB  ein  zweites  Paar  commensu- 
rabeler,  aber  nicht  notwendig  mit  ihnen  gleichartiger  Grolsen 
A'S —  -4'=  dM,  2f'=  VM' — ;  so  nennt  man  A  :  B  gleich 

gröfser,  kleiner  als  Ä\  S,  je   nachdem  die  Zahl    j-   gleich, 

gröfser,  kleiner  als  v,  •  Ist  A'=By  Ä=B^y  so  ist  dem- 
nach A:  B  ^==  Ä  \  7/.  Je  zwei  gleiche  Gröfsen  stehen  xu 
einander  im  „Verhältnisse  der  (rleichheit". 

Um  die  Definition  der  gleichen  Verhältnisse  auf  Paare 
incommensurabeler  Gröfsen  zu  erweitern,  suchen  wir  zunächst 
eine  solche  Eigenschaft  von  zwei  commensurabelen  Gröfsen- 
paaren  AB,  ÄB\  deren  Verhältnisse  einander  gleich  sind, 
auf,  welche  auch  dann  einen  Sinn  hat,  wenn  die  Paare  in- 
commensurabel  sind.  Es  sei  also  A  =  aM,  B  «=»  63f; 
Ä=  aM\  7/=  b'3r  und  ab'=  ab.  Bezeichnen  m,  n  irgend 
zwei  natürliche  Zahlen,  so  wird  wa  entweder  gleich  oder 
gröfser  oder  kleiner  als  nb  sein.  Multiplicirt  man  beide 
Seiten  jeder  dieser  Relationen  mit  //  und  dividirt  dann  durch  6. 
so  findet  man  entsprechend  ma  gleich,  gröfser,  kleiner 
als  nb\    Mithin  ist  wegen  bA  =  aB,  h'Ä=aB'  neben 

mA^nB         simultan         niÄ  ^nB". 
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Dieser  Satz  gestattet  die  folgende  Umkehrung,  welche 
tur  unsereD  Zweck  uiierl ärmlich  ist. 

SatB.  „Aiif^euommeii  ilafs  fUr  alle  Paare  ji^  von  relativen 
Primzahlen  mit  Ausaabuie  eines  einzigen  gh  den  Rela- 
tionen p^l  ^  i^B  entsprechen  die  folgenden:  pÄ^qB', 
während  für  das  letztere  Paar  die  Gleichung  gA  ^=  hB  be- 
steht, 80  mufs  auch  gA'^^hB'  sein." 

Beweis.  Bedeutet  m  eine  beliebige  durch  if  nicht  theil- 
bare  Zahl,  nur  so  gewühlt  dafs  »«^4  >  B,  so  kann  mA  kein 
Vielfaches  von  B  sein,  so  dafs  nach  V.  2  eine  ganze  Zahl  n 
existirt,  wofilr  nB  <  mA  <  (w  -j-  1)B.  Daraus  folgt  durch 
Multiplieation  mit  g  ng  <  tnk  <  (n  +  l)g  und  ferner  zufolge 
Vorauaeetzuiig  nB  <i  mA'<i  {n  -f-  \)B'.  Nun  kann  mau  nach 
V.  4  zeigen,  dafa  gA' ^  hB,  Wäre  nämlich  Ä  >  —B,  so 
hätte  man 

Ä-  -B<''^B'—"B=f^, 

was   unmöglich,  da  m   so   grofs   angenommen   werden   kann, 

dafs  -B  kleiner  ist  als  eine  beliebige  mit  A' B  gleichartige 

GrÖfse  i)'.    Somit  mnfs  j1'< —B'   sein.     Es  kann  aber   auch 

A'  nicht  -C—B   sein,  da  auch    —B — A!<i—  sein   mdfste, 
g  '  9  m 

Folglich  bleibt  nur  Qbrig,  dafa  gÄ'^hB. 

Nunmehr  k&nnen  wir  die  folgende  Definition  aufstellen: 
Def.  1.  Bezeichnen  m,  n  irgend  ein  Paar  natür- 
licher Zahlen,  so  dafs  diA  ^  nB  und  ist  simultan  mit 
diesen  Relationen  mA'^nB,  so  sollen  die  Verhält- 
nisse A  :  B  und  A';  B'  einander  gleich  sein.  (Euch  V. 
Def  5.)') 

Die  formalen  Bedingungen  von  I.  2  sind  hier  erfüllt. 
Ist  ^  :  B  =  A':  B',  so  ist  auch  Ä:  B=  A  :  B.  Denn  hat 
man  m'A'  ^  tiB',  so  kann  nach  dem  obigen  Satze  nicht 
vi'A  ^  nB,  mithin  mufs  zufolge  der  Voraussetzung  ent- 
sprechend nt'A^nB  sein.  Unmittelbar  orgiebtsich:  1)  Ist 
A:B  =  Ä:B  und  A':  B'=  A":  B",  3o  ist  A  :  B  =  A":  B' 
(EucI.V.prop.ll).  2)Iat^  =  ^',  ü  =  B',8oist^:2f  =  4':^ 
(1.  c.  prop.  7). 
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3.  Das  grofsere  Yerhältnifs.  Wenn  die  GrSfsen- 
paare  AB,  AB!  commensurabel  sind,  so  hat  man,  wie  oben 
bemerkt,  Ä:  B  >  Ä':  B^  falls  ab'  >  ab.  Lassen  wir  wieder 
m,  n  beliebige  Zahlen  sein,  so  ergiebt  sich  leicht:   1)  Ist 

a       n       a' 

so  hat  man  neben  fnA>nB.  mÄ'<.nB^i  2)  ist  —=-=-, 

'  tn         o ' 

so  neben  mÄ  ^=nB    mÄ<  nB  und  wenn  —  =  w  ,  so  neben 

Äff  fm 

fnA>nB    fnÄ^=9  nB:   3)  ist  -  >  xi  so  hat  man  neben 

mA  <  nB  mÄ<,  nff  und  wenn  —  <  ^  ,  so  neben  fuA  >  nB 

auch  tnÄ  >  nB^. 

Wie  diese  Relationen  zusammenhängen,  lehren  die  folgen- 
den Sätze:  1)  „Giebt  es  ein  Zahlenpaar  m^  n,  so  dafs  neben 

mA  >  nB      mÄ  <  nB', 

so  ist  stets  neben 

pA<:qB      pÄ<qR/' 

Denn  aus  pA^qB  folgt 

2)nA  <  qnB  <  qmA , 

also  pn<iqm  und  somit 

pnÄ<,qmA'  <qnB^ 

also  pÄ<iqB^.  —  2)  „Ist  neben 

JcA>lB      kA'=lB\ 
so  giebt  es  auch  Zahlenpaare  m,  n,  so  dafs  neben 

mA>nB      mÄ<nB^}' 

l 
Denn   zwischen  A    und    r-JB   liegen  unzählige  Gröfsen    —B 

(V.  2),  also  hat  man  mA  >  nB  und  ^^JB'>  -g^-B'=  Ä 
d.  i.  mÄ <nS. 

Das  Vorstehende  hat  geführt  zu 

Def.  2  (Euch  V.  Def.  7).  „E«  steht  A  im  gröfseren 
(kleineren)  Verhältnisse  zu  B,  als  Ä  zu  B\  wenn  ein 
Zahlenpaar  m,  n  existirt,  so  dafs  zugleich 

mA>nB    mÄ^nB'        {mA<nB    mÄ^nB^. 


Die  formalen  Forderangeu  von  I.  3  sind  erfüllt  1)  Aus 
■.B>Ä':B  folgt  Ä'i  B'<  A  :  B.  (Im  Falle  dafs  neben 
»i-4>njB  mÄ==nB  gegeben  iat,  braucht  man  nur  den 
2.  Satz  oben  njizuwendeu.)  2)  Die  aufgestellte  Disjunctton 
unter  den  Verhältnissen  iat  vollständig.  —  Betrachtet  man 
nämlich  zunächst  solche  Zahlenputiro  /nn,  dafs  mA~>nB, 
Bo  hat  man  entweder  einmal  »ijl'<nß'  —  d.  i.  A:B'> Ä-.Ü 
—  oder  ea  ist  stets  mA'>nB'.  Geht  man  nun  über  zu 
solchen  Paaren,  welche  mA<!.nB  liefern,  so  iat  entweder 
einmal  i«^  >  nB'  —  d.  i.  j1  :  .B  <  A':  B"  oder  durchaus  auch 
mA'<  II B',  in  welchem  Falle  man  A:  B  ^  A':  B"  setzt, 
3)  Aus  ^ : B  =  A': B! und  Ä: S>  A": B" folgt  A:B>  A": B" 
(Eucl.  V.  prop.  1 3).  4)AmA:B>  Ä:  i?"  und  Ä:  B  >  A":  B" 
folgt  A  :  B  >  A":  B".  Denn  nach  VorauBsetzuug  giebt  es 
Zahlen  m,  w,  so  dafs  mA>nB,  taA'<^riB';  also  ist  nach 
dem  I.Satze  üben  »i.4"<  »ß".  Man  findet  8omit.<i:B>j4":.ß". 

4.  Erste  Gruppe  von  Sätzen  Über  Proportionen 
und  Ungleichungen.  Gleichungen  zwischen  Verhältnissen 
hcifsen  Proportionen.  Sind  A  und  B  ungleiche  Gröfaen, 
Bo  sind  die  Verhältnisse  A  :  B  und  B :  A  von  einander  ver- 
schieden und  zwar  ist  neben  A>  B  A  :  B  >  B  :  A.  Das 
Verhältuifs  B:A  heilst  das  umgekehrte  von  A  :  B.  Un- 
mittelbar aus  den  vorhergehenden  Definitionen  folgfen  die  Sätze: 

1)  „Ist  A:  B'>  A':  B',  so  bat  man  entsprechend 
B:A<B':A:" 

Bezeichnen  a  ß  absolute  rationale  Zahlen,  so  hat  man: 
2)  „A:B  =  f<A:ttB  (V.  15);  3)  neben  A-.B^A'-.B' 
entsprechend  ttA:ßB>  aÄi  ßB"."  (V.  4.)») 

4)  „Ist  A>Ä,  so  ist  A:B>A':B"  (V.  8).  Nach 
V.  2  giebt  es  Gröfseu  ^ B,  sodafs  A>~>A';  also  hat 
man  neben  tnA  >  tiB  niA'<,  nB  ä.i.  A:  B>A':B.  Daraus 
folgt  nach  1.  7: 

ö)  „Ist  A  :  B'^  A':  B,  so  ist  entsprechend  A  ^  A' ." 
(V.  9  und  10.) 

6)  „Aus  A-.B'^Ä-.S'  folgt 
{A±B}:A  =  iA'±£'):A'  md{A±By.B^iA±B'):B', 
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wobei  im  Falle  des  unteren  Zeichens  A>  B  voraoszuseixa 
ist"  (V.  18  und  17).  Wenn |)^ 3,  so  ist  sowolpC^  +  B)>ql 
als    auch  p(A! -{- S)>  qA\     Ist   aberp<g',    so   hat  mu 

neben  p{A  +  B)^  qA   entsprechend  pB  ^  (?  —  P)^j  ^ 

mit  hier  entsprechend  pS  ^  {q  —p)Äy  also p{Ä-\-  Jff)  ^ qÄ 

Demnach  ist  in  der  That  (^  +  B):^  =  (-4'+ B'^r^'u.s.w 
7)„Aus^:5>^':JB'folgt  (^  + B):B>(4'+B'):B'/ 
(Archimedes  de  sphaera  etc.  I.  prop.  3.)  —  Denn  aus  m-4>nl 
neben  mÄ<inB!  ergiebt  sich  m{A  +  B)  >  (m  -|^  n)  JB  nebei 
w(^'+B')<(w  + w)JS'. 

8)  „Aus  A\B>  Ä.B!  und  Ä>  S,  folgt  (nach  den 
1.  Satze  in  Nr.  3)  ^  >  J?  und  {A'-B):B>{A'  —  By.l 
(Archimedes  1.  c.  I.  prop.  7  —  Beweis  ähnlich  wie  beim  vor 
hergehenden  Satze),  sowie  {A  —  B): A>{Ä  —  W^i A\^* 

9)  „Aus  A:B=-Ä:B:  \xnA  B:C  =  S\C  folgt  nebei 

A^C  entsprechend  ^'^C'"(V.  20).     Ist  z.   B.   A>C 

so  hat  man  nach  dem  4.  Satze  A:B>C:B,  also  A'zB^>  (TiB 
und  nach  dem  5.  A  >  (7. 

10)  „Aus  A:B  =  A':B'  und  B:C=B':  C  folgt 

A:C  =  ÄiC'' 

(V.  22).  —  Denn  bedeuten  p  q  irgend  zwei  natürliche  Zahlen 
so  hat  man  nach  dem  3.  Satze 

pA'.B^  pÄ:  B       B:qC=B:  qC\ 

somit  nach   dem  9.  neben  pA^qC  entsprechend  pA'^qC 

d.  i.  A:C^=Ä:C\  —  Auf  ähnliche  Art  wie  der  9.  Sat 
ergiebt  sich: 

11)  „Aus 

A:B>Ä:B       B:C>B:C' 

(worin  jedoch  das  Zeichen  «=  nur  einmal  vorkommen  soD 
folgt,  wenn  A^C,  Ä<  C." 

12)  „Aus 

A:B>Ä:B'      B:C=B:C 

folgt  A:C>  Ä:  C"  —  Was  auch  p  q  für  natürliche  Zahlei 
sein  mögen,  so  hat  man 

pA  :  B  ^pÄ:  B      BiqG^B:  qC\ 
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also  nach  dem  11.  Satze  neben  pA<.qC  stets  pA'<.qC\ 
Somit  mufs  A  :  C  entweder  gröfser  oder  gleich  A':  C  sein. 
Das  letztere  ist  indefs  nicht  möglich,  da  nach  dem  10.  Satze 
AiB  =  Ä\B'  sein  müfste.  —  Man  kann  den  Satz  ohne 
Mühe  dahin  erweitern,  dafs  in  den  erstgenannten  Relationen 
irgend  eines  der  Zeichen  =  >,  nur  nicht  beide  Male  =, 
vorkommen  darf. 

13)  „Aus 

A:B  =  B^:C      BiC=Ä:S 

folgt   neben   A^C  entsprechend   Ä^CJ"    (V.  21.)  - 

Ist  z.  B.  A>Cy  so  hat  man  nach  4)  A:B>C:B,  also 
B:C>B^:Ä  d.i.  C'<Ä. 

14)  „Aus 

A:B  =  B:a       B:C=Ä:S 

folgt  A:C=  Ä:  C."  (V.  23.)  ~  Für  irgend  ein  Paar  nar 
türlicher  Zahlen  p  q  hat  man  nach  2)  und  3) 

pA  :  pB  =  qSi  qC      pB  :  qC  =  pÄ:  qC\ 

also  nach  dem  13.  Satze  neben  pA^qC  stets  entsprechend 
pÄ^qC  d.  i.  A:C  =  A:a.  -  Ähnlich  wie  11)  und  12) 

ergeben  sich  die  Sätze: 

15)  „Aus 

A:B>B^:C      B:C>Ä:B' 

folgt  (bei  höchstens  einmaligem  Vorkommen  des  Zeichens  =), 
wenn  A  <  C,  Ä<  6"."  —  16)  „Aus 

A:B>S:C       BiC=Ä:B 

folgt  A:C>Ä:C.'' 
17)   „Aus 

A:M=Ä:M      B:M  =  B':M' 

folgt 

(A  ±  B)  :M={Ä±  B')  :  M, 

im  Falle  des  unteren  Zeichens  A> B  vorausgesetzt.*'  (V.  24.) 
—  Nach  dem  10.  Satze  ist  A:B  =  Ä\  £',  also  nach  dem  6.) 

{A±B)xA  =  {Ä±Br)xÄ, 
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woraus  durch  nochmalige  Anwendung  von  10)  die  neae  Pro- 
portion folgt 

5.  Zweite  Gruppe  von  Sätzen  über  Proportionen 
und  Ungleichungen.  Alle  Glieder  derselben  müssen 
gleichartig  sein.  Sind  das  zweite  oder  dritte  Glied  einer 
Proportion  einander  gleich,  so  heifst  sie  stetig. 

1)  „Ist  A:  B  =  Ä\  'S  und  A  ^  Ä^  so  hat  man  ent- 
sprechend ^^JB'"  (V.  14). 

2)  „Ist  A\B  =  Ä\B:,  so  ist  auch  il:^'=B:F." 
(V.  16.) 

3)  „Ist  A\B> Ä\B! ^  so  hat  man,  wenn  A ^ A'^  B<S 
und  jedenfalls  A:Ä>B:  ^." 

Diese  Sätze  sind  nichts  anderes  als  specielle  Fälle  der 
Sätze  13) — 16)  der  vorigen  Nr.;  man  hat  nur  dort 

A=B      B'=C 

zu  setzen.  —  Mit  Hilfe  des  2)  läfst  sich  zeigen,  dafs  aus 
jeder  Proportion,  deren  Glieder  gleichartig  und  von  einander 
verschieden  sind,  durch  Versetzung  derselben  sieben  andere 
abgeleitet  werden  können. 

4)  „Aus  A:B  =  A':B'  folgt 

{A±Ä):{B±B^  =  A:B, 

im  Falle  des  unteren  Zeichens  A>  A'  vorausgesetzt"  (V.  12 
und  19).  —  Folgt  mittelst  des  2.  Satzes  aus  dem  6)  in  Nr.  4. 
Auf  ähnliche  Weise  wird  der  folgende  Satz  aus  dem  7)  in 
Nr.  4  abgeleitet. 

5)  „Ist  A:  B>  A':  B^,  so  hat  man 

A:B>(A  +  Ä):(B  +  B')>  A':  BJ' 

6.  Bezeichnen  or,  /3,  y  gegebene  rationale  Zahlen,  so 
wird   zufolge   Nr.  2  die  Proportion  ^  :  y  =  a:  ß   durch  die 

Zahl  ^  =  ~  befriedigt. 

Satz.  „In  einem  stetigen  Gröfsensysteme  giebt  es  zn 
einer  Gröfse  C  eine  und  nur  eine  Gröfse  X,  sodafs  das 
Verhältnifs  X :  C  gleich  einem  gegebenen  A  :  J5,  wobei  A.  B 
mit  C  nicht  gleichartig  zu  sein  brauchen." 


Beweis.  Ist  ^  =  B,  so  ist  X  =  C.  Wenn  A  £  un- 
gltiich  sind  k.  B.  ^  >  B,  so  würde  bei  der  Äotiahme,  dafs 
es  keine  solche  GrÖfse  X  gebe,  eine  Lücke  in  dem  Gröfsen- 
systeme  C,  P  sich  aeigen.  Nunmehr  ist  F  :  C  entweder 
kleiner  oder  grüüser  als  A  :  B.  Erstere»  tritt  sieber  ein 
wenn  F <,C,  letzteres  wenn  F> pC,  wo  die  Zahl  p  so  ge- 
wählt ist,  dafs  A<pB.  Bilden  wir  mit  den  Gröfsen  P,, 
wofür  P^:C<.A:B  die  erste,  aus  den  Gröfsen  Pj,  wofür 
F^:C>A:B  die  zweite  Gruppe,  so  können  wir  an  ihnen 
leicht  die  in  V.  8  verlangten  Eigenschaften  nachweiaen.  So 
giebt  ea,  wenn  wir  P,  nun  eine  bestimmte  Gröfse  der  ersten 
Gruppe  sein  lassen,  darin  Gröfsen,  die  P,  Überschreiten.  Da 
F^■.C<.A■.Ji,  80  esistireo  Zahlen  m  n,  sodals  neben 

»»Pi  <nC      mA>nB. 
Nach^  V.  9  verfügt  man  über  Gröfsen  D,  so  dafs 

mD<nC~mFi 
d.  i. 

m(P,  -\-D)<  nC, 

also  (P,  +  D)  :  C<  ^  :  5.   U.  s.  f.') 

7.  Satz,  „Es  seien  zwei  Verhältnisse  a,  &  gegeben.  Be- 
stimmt man  zu  einer  beliebigen  Grofe  M  eines  stetigen  Sy- 
stemes  von  absoluten  Gröfsen  eine  GrÖfse  N,  sodafs  M:  N='  a, 
und  zu  N  eine  Gröfse  P,  so  dafa  N-.F^^h,  so  ist  das  Ver- 
hältnüa  M :  P  eine  von  M  unabhängige  Gröfse."  Denn  ißt 
a  =  M:N^M-:Ii'       b  =  N:  P=  N":  F', 

80   hat  man  nach  dem  10.  Satze  in  Nr.  4  M:F>^M':P. 
Jedes  der  Verhältniase  M:  P  ^  M':  P"  =  , . .  heifst  aus  o,  b 
zusammengesetzt*)  und  wird  mit  a6  bezeichnet. 
Dabei  bestehen  die  Sätze: 

1)  ab  =  Do.  —  Bestimmt  man  die  Gröfse  E  so,  dafs 
M  :  N  ^^  F  :  B,  so  ist  wegen  N:  P  =•  N:  F  nach  dem 
14.  Satze  in  Nr.  5  M:P=N:Ii  d.  h,  ab  =  ta. 

2)  (ab)C  =■  a(bc).  —  Setzt  man  c  =  PiQ,  so  ergiebt  sich 

hi  —  N-.Q      {ab)c  =  a{bc)  =  M:Q. 

3)  Ist  0  =  a',  so  hat  man  üb  =  a'b. 


I 
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Bei  den  bis  jetzt  vorgefiilirten  Begriffen  sind  tli« 
Griechec  stehen  geblieben.  In  den  auf  ans  gehommenes 
geometriachen  Schriften  des  Alterthiimea  findet  aieh  keine 
deutliche  Spiir  der  Ansicht,  dafs  das  Verhältnils  zweier  jn- 
commensurabelen  Grüfsen  eine  iiahl  sei.  Sie  entwickelte  sieb 
vielmehr  erst  im  16.  Jahrhunderte  und  verbreitete  sich  daiui, 
ohne  ernsthaften  Widerstajid  zu  finden.  Als  Äusdrnck  der- 
selben mc'gen  wir  die  folgende  Definition  betrachten,  womÜ 
Newton'»  Arithmetica  universalis  anfangt:  „Per  aumerum 
abatractam  quantitatis  cujasvis  ad  aliam  ejusdem  geueh» 
qnantitatem,  quae  pro  unitate  habetur,  rationem  intelligimuR." 
Sie  bildet  jedoch  nur  ein  Paradestüek,  von  dem  weiter  kein 
Gebrauch  gemacht  wird. 

In  Wahrheit  führt  die  vorgetragene  Lehre  zu  der  folgen- 
den Entwic'kelung,  Nachdem  man  allen  Verhältnissen,  die 
dem  der  conimensurabelen  Gröl'sen  A=^aM  li=hj\l  gleich 
Rind,  die  rationale  Zahl  ,  zugeordnet  hat,  wird  man  auch 
allen  Verhältnissen,  die  dem  zweier  incommensurabelen  Gröfseii 
A  B  gleich  sind,  eine  absolute  Zahl  entsprechen  laaseo, 
welche  der  Exponent  oder  Index  des  Verhältnisses  A:B 
heifst.  Da  er  nach  Nr.  2  eine  rationale  Zahl  nicht  sein  kana, 
so  wird  er  als  eine  incommeusurabele  oder  irrationale 
Zahl  bezeichnet.  Dem  grÖfseren  Verbältnisse  soll  die  gröfsere 
Zahl  entsprechen.  —  Damit  ist  aber  noch  nicht  alles  gethan. 
Vielmehr  erhebt  sich  nun  erst  die  Frage,  ob  die  neuen  Zahlen 
ähnliche  Eigenschaften  besitzen  wie  die  absoluten  rationalen 
d.  h.  ob  man  mit  ihnen  so  rechnen  könne,  wie  mit  diesen. 
Dafs  das  in  der  That  zutrifit,  lüTst  sich  mit  Hilfe  der  iu 
Nr.  4 — 7  gegebenen  Sätze  leicht  nachweisen. 

9.  Das  Rechnen  mit  den  geometrischen  Verhält- 
niaeen,  Addition  und  Subtraetion.  Nach  Nr.  6  kann 
man  jedes  Veriiältuifs  in  eines  mit  gegebenem  Hiitterglieile 
M  verwandeln.     Setzt  man  nun 

a  =  P:M      b  =  Q:M, 
so  ist  nach  dem  14.  Satze  in  Nr.  7  das  Verbaltnifs  (P-\-  (J):M 
eine   von  M  unabhängige   Gröfse,  die  wir  als   die    Summ« 
a  -|-  b   bezeichnen,  —  Durch  Wiederholung   der  BchlUase  in 
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III.  12  erkennt  man.  dals  diese  Addition  denselben  Regeln 
i  S^^^S^t  ™'^  '^i^  ^^^  natSrliclicD  Zahlen  und  daSs  die  Diffe- 
.     renz  a  —  fi  steta  möglich  und  eindeutig  ist,  wenn  Q  >  b. 

Unter  dem  m-fachen  von  a  versteht  man  daa  Verhältnifs 
mF:M,  unter  dem  »i*""  Theile  von  q  das  V.  P:mM.  — 
;  Ist  a>  b,  so  giebt  es  stets  Vielfache  von  b,  die  gröfser  ala 
a  sind.  Bestimmt  man  nämlich  die  ganze  Zahl  p  so,  dofs 
pQ>P,  Bo  ist  ph>-a.  —  Die  geometrischen  Verhältnisse 
gehören  somit  zu  den  absoluten  Grörseu  im  engeren  Sinne. 
Multiplication  und  Division.  Das  aus  den  Verhält- 
nissen a,  h  ^zusammengesetzte  heifse  ihr  Product:  ab^a-b.') 
—  Das  commatative  und  associative  Gesetz,  sowie  die  Regel, 
daJ's  neben 

n  ^  ü'      a  ■  b  =  a'  ■  6 

sei,  folgen  unmittelbar  aus  Nr.  7.  —  Dafa  neben 

a>a       a-b>  a'i, 
zeigt  der  12.  Satz  in  Nr.  4.  —  Die  distributive  Formel 

(a  4:  6)  ■  c  =  Q  ■  c  +  b  ■  c 
erhellt  sofort,  trenn 

a  =  P:M    b  =  Q:M    z  =  M:R 
gesetzt  werden.  —  Die  Gleichung  ji  ^  a  wird  erfüllt  durch 
£  ^  P;  §  und  nur  dadurch.     Somit  ist  der  Quotient 

10.  So  gelangt-  man  mit  Hilfe  eines  stetigen  Grijfseu- 
BJBtemes  A,  B,  C...  zu  einem  Zahlensystem,  das  eben: 
falls  stetig  ist.  Jeder  Lücke  des  einen  Systemes  würde 
nämlich  eine  des  anderen  entsprechen.  Es  wäre  leicht,  die 
irrationalen  Zahlen  A:  B  in  systematischer  Form  darau- 
stellen.  DaTa  umgekehrt  jedem  ayatematiachen  Bruche  ohne 
Ende,  wenn  nur  beliebig  viele  Stellen  desselben  auf  arith- 
metischem Wege  bestimmt  werden  können,  ein  Gröfaen- 
verhältnifs  entspricht,  wird  aus  der  Stetigkeit  des  Sjstemes- 
.4,  B,  C...  gefolgert  (vgl.  VII.  13).  —  unsere  nächste  Auf- 
gabe bestände  darin,  uns  bei  der  Vergleichung  der  neuen 
Zahlen    untereinander,    bei    der   arithmetischen   Darstellung 
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ihrer  Summen^  Producte  u.  s.  w.  von  dem  zu  Grunde  gelegtes 

Gröfsensysteme  frei  zu  machen.     Wir  ziehen  es  jedoch  toi, 

die  auf  diesem  Wege  zu  erzielenden  Resultate  mit  Einschlnlii 

des  Zahlensystemes  selbst  direct  d.  h.  ohne  den  Umweg  üb« 

ein  stetiges  Gröfsensystem  einzuschlagen^  in  die  Arithmetik 

einzuführen.     Dabei  wird  die  Theorie   der  Verhältnisse  voi 

stetigen  Gröfsen  eine  erhebliche  Vereinfachung  erfahren^  k 

dafs  die  vorstehende  entbehrlich  wird. 

Gleichwol    verdient   sie   unsere   Aufmerksamkeit.     Und 

zwar   nicht  allein  wegen  ihrer  schon  betonten    historisches 

Bedeutung  als  erster  Versuch,  ein  System  von  (abstractaij 

Grofsen    zu  definiren,    sondern   auch  defshalb,    weil   sie  eil 

Verfahren  an  die  Hand  giebt^  die  absoluten  Zahlen  ans  der 

reinen  Geometrie  abzuleiten.     Das  Wesen  derselben  besteht 

darin^  geometrische  Objecte  zu  bilden,  welchen  die  nämlicheB 

formalen  Eigenschaften  zukommen,  wie  den  absoluten  Zahlen. 

Als  solche  können,  wie  v.  Stau  dt  dargelegt  hat,^)  auch  dienen 

die  Würfe   oder  Doppel  Verhältnisse  von  je  vier  Elementes 

eines  Grundgebildes  erster  Stufe. 

Sowie  V.  Stau  dt  alle  reellen  Zahlen  erhalten  hat,  so  können  tau 
auch  abgeleitet  werden  aus  den  Verhältnissen  der  relativen  Oröfsei 
im  engeren  Sinne.  Man  erklärt  dann  die  Verhältnisse  von  je  zwei 
Strecken  in  derselben  Geraden  AB  :  BC,  A!B'\B'(J  als  einandei 
gleich,  wenn  erstens  die  Verhältnisse  der  bezüglichen  absolaten  Streckea 
im  Sinne  von  Nr.  2  einander  gleich  sind  und  zweitens  die  Pankti 
£,  B*  entweder  beide  innerhalb  oder  beide  anfserhalb  der  Streckeo 
AC,  MC  liegen. 


Wir  haben  VI.  8  der  Eiufühning  der  irrationalea 
Zahlen  vermittelst  einen  stetigen  Gröfäen  System  es  gedacht. 
In  neuerer  Zeit  hat  man  es  vorgezogen,  diese  Theorie  auf 
arithmetischem  Boden  zu  entwickeln,  wozu  das  im  3.  Äb- 
achuitto  auseinandergesetzte  Verfahren  der  Begriffsbildung 
vollkommen  ausreicht.  Dabei  kanu  man  iu  verschiedener 
Weiae  zu  Werke  gehen.  Bisher  sind  solche  Theorien  der 
irrationalen  Zahlen  von  Weierstrafs,  G.  Cantor,  R  De- 
dekind')  aufgestellt  worden,  wovon  uns  die  Cantor'ache  am 
leichtesten  durchführbar  zu  sein  scheint.  Sie  läfet  sich  un- 
geawungen  an  die  Lehre  von  den  systematischen  Brüchen 
anknüpfen. 

3.    Nach  IV.  6  ist  eine  rationale  Zahl  a  entweder  gleich 
einem  Bruche  von  der  Form 


«.  +  7  +  ?.  +  ■•■+  ,-£, 

oder  es  giebt  eine  unbegrenzte,  schliefslich  periodische  Reihe 
von  ganzen  Zahlen  c„,  c,,  c,  . .  .,  so  dafs  wie  grofs  auch  die 
positive  ganze  Zahl  h  sein  mag, 

Dabei  bedeutet  e  eine  ganze  positive  Zahl  >  2;  ^  kann  jede 
beliebige  ganze  Zahl  sein;  C[,  c^ .  . .  c.  . . .  sind  Ziffern,  also 
je  auf  die  Werthe  0  bis  e  ^  1  beschränkt.  Umgekehrt  ent- 
spricht jeder  Reihe  von  ganzen  Zahlen  c„,  c,  . ,  .  von  den 
eben  angegebenen  Eigenschaften,  die  schliefslich  periodisch 
wird,  eine  rationale  Zahl  a,  welche  der  Relation  (a)  genügt. 
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Nur  in  dem  Falle ^  dafs  die  Periode  aus  der  einen  Ziffer 
e  —  1  besteht,  ist  im  zweiten  Tlieile  von  (a)  von  einem  be- 
stimmten Wertlie  von  n  an  das  Zeichen  =  statt  <  einzu- 
setzen. 

Untersuchen  wir  imn  näher  die  Beziehung  des  Wertlies 
a  zu  dem  systematischen  Bruche 


c.  c 


Sn  =  ^0  +^  +  •  •  •  +  ^^         (n  =  0,  1,  2  . .  .> 

Man  wird  sofort  bemerken,  dafs  die  positive  Differenz  a  —  S, 
von  einem  bestimmten  Werthe  des  Zeigers  n  an  kleiner  ist, 
als  eine  beliebige  positive  rationale  Zalil  s.  Genauer:  Zd 
jeder  positiven  Zahl  €  gehört  eine  positive  Zahl  fi, 
welche  die  Eigenschaft  hat,  dafs 

OKa-  Sn<€ 
wenn  nur  w>ft.    In  der  That  folgt  aus  (a) 

(IL  9);  nimmt  man  nun  w  so  an,  dafs 


d. 

■ 

1. 

'i 

1 

1)  <  '' 

so 

hat  man 

n>^ 

1  - 

-  s 

«  — 

Sn 

<f. 

Wir  können 

demnach 

^^> 

1 

—  t 

setzen.  In  Folge  dieses  Verhaltens  nennt  man  cc  den  Grenz- 
werth  der  Zahlen  >S^,,  S^  .  . .  Sn  bei  unbegrenzt  wachsen- 
dem n,  was  kurz  durch  die  Formel 

a  =  lim  aS*„ 

ausgedrückt  wird.  Es  hat  keine  Schwierigkeit,  den  Begriff 
des  Grenzwerthes  etwas  zu  verallgemeinern.  9)^  bedeute 
einen  rationalen  von  der  ganzen  positiven  Zahl  n  abhängi- 
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gen  Ausdruck  und  a  eine  rationale  Zahl.  Wenn  dann  zu 
jeder  positiven  rationalen  Zahl  h  eine  positive  ra- 
tionale Zahl  fi  gehört,  von  der  £!igenschaft;  dafs 
stets 

I«  -  9«l<  ^  (b) 

wenn  nur  w>ft;  so  heifst  a  der  Grenzwerth  (limes) 
der  Zahlen  ^q,  9^  . . .  9^  •  •  •  bei  unbegrenzt  wachsendem  w; 
wofür  die  abgekürzte  Schreibweise  gebraucht  wird 

a  =  lim  9».*) 

Von  entscheidender  Wichtigkeit  hierbei  ist  die  wirkliche 
Herstellung  der  Zahl  ft,  die,  wenn  nicht  9»  =  a,  von  a  ab- 
hängen muls.  Bevor  sie  nicht  geleistet  ist,  darf  von  einem 
Grenzwerthe  der  Zahlen  9«  nicht  gesprochen  werden.  Dabei 
darf  man  annehmen,  dafs  s  in  (b)  unter  einer  bestimmten, 
übrigens  beliebigen  positiven  Zahl  liege.  —  Ist  insbesondere 
a  =  0,  so  mufs  zu  jeder  positiven  Zahl  a  eine  ebensolche 
(i  gehören  von  der  Eigenschaft,  dafs  stets  \ipn\  <  £,  wenn  nur 

Wenn  die  ^q,  9i  . . .  sowie  der  Zeiger  n  selbst,  bei 
wachsendem  n  gröfser  werden,  als  jede  positive  rationale 
Zahl  y,  so  drückt  man  das  kurz  durch  die  Formel  aus 

lim  9«  =  +  00  (unendlich) 

d.  i.  zu  jeder  positiven  rationalen  Zahl  y  gehört  eine  eben- 
solche Zahl  fi  von  der  Eigenschaft,  dafs  stets  9«  >  y,  wenn 
nur  n  >  ft.     Endlich  bedeutet  die  Formel 

lim  9»  =  —  00 

'  |«=S-|-GO 

den  Umstand,  dafs  zu  jeder  negativen  rationalen  Zahl  —  y 
eine  positive  rationale  Zahl  fi  gehört  von  der  Eigenschaft, 
dafs  stets  g?„  <  —  y,  wenn  nur  w  >  ft. 

3.  Legt  man  sich  eine  unbegrenzte  Reihe  ^q,  9^,  . . . 
9„  . . .  vor,  so  liegt  die  Frage  nahe,  ob  ihre  Glieder  einen 
rationalen  Grenzwerth  besitzen.  Eine  Bedingung,  welcher 
die  q)n  dann  notwendig  zu  genügen  haben,  ergiebt  sich  un- 
mittelbar aus  (b).     Es  ist  nämlich  auch 

7* 


[»-9..  +  ,|<«        (r_l,2...), 
SO  daXs  mau  schliefaeii  muls 

wenn  nur  it  >  (i.  Indem  auch  2f  jede  positive  Zahl  bedll 
teu  kann,  ho  gelangen  wir  hiovdnreh  zu  folgender  notvQl 
digen  Bedingung:  Sollen  die  if>^,  <pj  . . .  ip^ 
nalen  Oreiizwerth  «  besitzen,  so  mufs  zu  jeder  positivi 
Zahl  e  eine  ebensolche  Zahl  (t  gehören  von  der  S 
genschaft,  clafs 

\'Pn  +  r—'Pn\<i  ( 

wenn  nur  «>ft,  gleichviel  welchen  der  ganzzabligc 
Werthe  1,  2,  . . .  auch  r  annehmen  mag. 

Allein   diese    Bedingung    ist    nicht    hinreichend, 
kann    leicht   zeigen,  dafs   sie  un  deu  ip^   erfüllt    sein 
ohne  dafs  ein   rationaler   Greuzwerth   vorbanden   ist.     D 
Relation  (c)  besteht  immer,  wenn  wir 


9'-  =  '^o  +  H^"  +  ---  +  : 


=  s- 


setzen,  wobei  wir  unter  c,,  c, . . .  c»  . . .  eine  unbegrenzte  Bei 
von  Ziflern  d.  i.  0  <  r^  <  <■  —  1)  verstehen,  von  deueo  n 
beliebig  viele  berechnen  kaim.  In  der  That  ist  nun  (i 
IV.  6) 


0<S^  +  r- 


S.<-„- 


80  dafs  für  a  der  schon  oben  benutzte  Werth  — ^ 

•(«  —  !) 
setzt  werden  kann. 

Werden  die   c^,  c,  . .  .  c„  . . .  schliefslich    periodisch, 

ist,  wie   wir  bereits   wissen,  ein   rationaler  Grenzwerth 

die  Sm  vorhanden.     Wir  zeigen  nun,  dafs   umgekehrt,   wi 

ein  rationaler  Grenzwerth  a  für  die  S^  existirea   solL 

Reihe   Cy,  c,  . . .  f,  ...    achliefslich    periodisch   werden    mi 

Es  soll  mithin  zu  jedem  £  >  0  ein  f^  >  0   gehören    von  i 

Eigenschaft,  dafs  \a  —  jS,|  <  e  für  alle  n>  (i.    A.ag&aoma 

nun,  die  Reihe  q,  c^ . . .  c,  . , .  werde  nicht  periodisch.     H 

bemerken  zunächst  nach  (d),  dafs 
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Sn  +  r'^Sn  Sn  + r  +  ~^^  <  Sn  +  ~'  (c) 

Es  sei  m  ein  bestimmter  Werth  von  n.  Bei  einem  hin- 
länglich grofsen  Werthe  von  r  wird  dann  Sm-^r>  Sm  und 
für  ein  beliebiges  s  Sm-^r^-{-s  —  cc'^  Sm  +  r--  cc  sein.  Daraus 
folgt;  dafs  unmöglich  Sm  ^  cc  sein  kann,  also  Sm  <icc  sein 
mufs.  Es  würde  ja  ä«  —  «  von  n  =  w  +  ^  +  l  an  über 
der  positiven  Zahl  Sm-^r  —  «  liegen  und  konnte  somit  nicht 
kleiner  werden  als  jede  Zahl  £  >  0.  Aus  (e)  wird  auf  ähn- 
liche Weise  geschlossen 

SO  dafs  S,n  +    -  unmöglich  <[ a  sein  kann^  also  Sm  -{-  -^>cc 

e  '  e 

sein  mufs.  Soll  aber  zu  einer  rationalen  Zahl  a  eine  Folge 
von  Ziifern  c^,  Cj, . . .  c«  ...  gefunden  werden,  derart,  dafs 
wie  grols  auch  m  sein  mag,  die  Relation 

Am  <  a  <  fi^m  +  — 

bestehe,  so  mufs  die  Folge  schliefslich  periodisch  werden. 

Daraus  folgt,  falls  die  Ziffern  Cj ,  (^  .  . .  c» . . .  sich  nicht 
von  einem  bestimmten  Gliede  an  periodisch  wiederholen,  so 
können  die  Sn  keinen  rationalen  Grenzwerth  haben.  Es  ist 
leicht,  solche  Gesetze  für  die  Entwickelung  der  aufeinander- 
folgenden Stellen  c^,  c^  ...  vorzuschreiben,  dals  die  Folge 
nicht  periodisch  sein  kann.     Man  nehme  z.  B. 

^»  =  iö  +  TÖ^  +  lö"«  ■< ^  —^^±^  (^  =  1>  2...), 

10 2 

welche  den  Decimalbruch  0,1010010001  . . .  liefern. 

4.  Die  so  eben  gemachte  Bemerkung  veranlafst  uns, 
die  Eigenschaften  einer  Folge  von  rationalen  Zahlen  ^q, 
9i  . . .  9n  '  • .;  welche  von  einer  unbegrenzt  wachsenden  ganzen 
Zahl  n  abhängen   und  zunächst  blofs  der  folgenden  Forde- 
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rung  genügen^  näher  zu  untersuchen.    Zu  jeder  Zahl  f>0 
gehöre  eine  positive  Zahl  (i  von  der  Eigenschaft,  dafi 


g>H  +  r  —  9n|  <  f  wenn  nur  n  >  ft,  (fl 

was  immer  auch  r  für  eine  ganze  positive  Zahl  sein 
mag. 

1.  Satz.  „Unter  dieser  Voraussetzung  mufs  einer  der 
folgenden  drei  Fälle  eintreten: 

1)  Zu  jeder  Zahl  £  >  0  gehört  eine  Zahl  /t  >  0,  der- 
art dafs 

\fpn\  <  f  wenn  nur  w  >  ft; 
oder 

2)  Es  existireu  zwei  positive  rationale  Zahlen  q  <  q\ 
derart  däfs  Q  <(pn  <  Qy  wenn  nur  n  über  einer  bestimmten 
positiven  Zahl  ft  Hegt;  oder 

3)  Es  existiren  zwei  negative  rationale  Zahlen 

—  Q<-'Q7 

derart  dafs 

wenn  nur  n  über  einer  bestimmten  positiven  Zahl  (i  liegi^ 
Aus  (f)  ergiebt  sich  nämlich,  wenn  m  eine    bestimmte 
ganze  Zahl  >  ^  bedeutet, 

9//1  —  «  <  9"i  +  /•  <  9m  +  ^  0'  =  1,  2,  3  .  .  .). 

Findet  sich  nun,  dafs  q)„^  >  f  oder  dafs  9«  <  —  c,  so  ist 
schon  ersichtlich,  dafs  die  q>n  die  im  zweiten  oder  dritten 
Falle  ausgesprochene  Eigenschaft  besitzen.  Wenn  aber  f« 
zwischen  —  e  und  s  liegt,  so  bleibt  die  Frage  noch  unent- 
schieden. Dann  setze  man  für  e  nacheinander  positive  Zahlen 
£',  «"  . . .  «^''^  . .  .,  die  beständig  abnehmen  und  kleiner  werden, 
als  jede  rationale  positive  Zahl.  Nun  sind  nur  zwei  Fälle 
denkbar.  Entweder  giebt  es  ein  bestimmtes  €^'*\  wofür 
<p,n  >  ^^^'^  oder  q>,n  <  —  b^^'\  oder  es  giebt  keine  solche  ZabL 
Im  ersten  Falle  sind  die  9«  der  zweiten  oder  dritten  Classe 
zuzuweisen;  im  zweiten  gehören  sie  zur  ersten  Classe,  indem 
man  hat  — 26^^'^<(pm'i-r<2€^^K  Somit  unterliegt  es  keinem 
Zweifel,  dafs  einer  der  drei  im  Satze  erwähnten  Fälle  ein- 
treten mufs;  denn  eine  weitere  Möglichkeit  ist  ausgeschlossen. 


Die  irrationalen  Zahlen.  103 

Welcher  derselben  aber  bei  einer  eoncreten  Annahme  der 
q>n  zutreffe;  kann  auf  dem  angegebenen  Wege  nicht  immer 
entschieden  werden,  üeberhaupt  ist  bisher  kein  Verfahren 
aufgefunden  worden,  wodurch  ersichtlich  wäre,  dafs  in  allen 
Fällen  eine  endliche  Anzahl  von  Versuchen  zur  Herbeifüh- 
rung der  Entscheidung  ausreicht. 

Der  vorstehende  Satz  ist  für  die  folgende  Theorie  der 
irrationalen  Zahlen  unentbehrlich.  Man  könnte  ihn  auch  mit 
Hilfe  eines  anderen  in  Nr.  11  zu  erwähnenden  Satzes  be- 
weisen. 

2.  Satz.  „Genügen  die  9»  der  Bedingung  (f),  so  gilt 
das  nämliche  sowol  von  den  Zahlen  y^q>ny  a^s  auch  von 
den  Zahlen  yq)n]  worin  y  eine  beliebige,  von  0  verschiedene 
rationale  Zahl  bedeutet." 

„Auch  die  Zahlen  —   entsprechen    der   Bedingung   (f), 

falls  nur  lim  q>n  nicht  0  ist,   in   welchem   Falle    1  :  tpn    den 

Grenzwerth  +  00  besitzt^  wenn  die  9«  von  einem  bestimm- 
ten Gliede  der  Folge  an  sämmtlich  dasselbe  Zeichen  haben.'^ 
„Befriedigen  auch  die  Zahlen  iffn  die  Bedingung  (f),  so 
gilt  dasselbe  von  den  Folgen,  welche  bezüglich  durch  das 
allgemeine  Glied  9«  +  ^«,  9>ntn  dargestellt  sind.  Die  Folge 
^n  '  9>n  geiiügt  der  Relation  (f)  sicher   dann,   wenn   lim  tp^ 

«=+00 

nicht  0  ist." 

Die  Beweise  dieser  Sätze  bieten  sich  unmittelbar  dar. 
Nach  dem  1.  Satze  läfst  sich,  falls  lim  tpn  nicht  0  ist,  eine 
pcsitive  Zahl  q  so  bestimmen,  dafs  |9m|  >  ^  wenn  nur  n  >  ft. 
Man  findet  daher 


1 


Vn  +  r  V 


n 


^  ^«  ^  ^« 


Ist  nun  B    irgend  eine  positive   Zahl,  so  ermittle   man  eine 

Zahl  £  <  £'()^     Ihr  entspricht  in  (f)  eine  Zahl  ^  >  0.    Läfst 

man  M  die  gröfsere  unter  den  Zahlen  fi,  ^  sein,  so  ergiebt 

sich 

1  1 


9>«  +  r  9>i 


<  «',    wenn  nur  n  >  Jf. 
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] 


I 


Wird  neben   der  R«ihe  9),  noch   eine   zweit«    Reihe 
von  ähnlicher  BescbafTenheiti  betrachtet,  eo  ItHnn  man  imi 
hehaoptcn,  däls  neben  (f)  auch  die  Relation  bestehe 
liifB  +  r  —  <(•„!  <  E,  wenn  nur  «  >  fi. 

Somit  folgt 

|(<p,  +  .  +  ,i.,+  .)|-(qj.  +  *,)l<2f,  wenn  nur  n>^ 
Da  ferner 

und  nach  dem  1.  Satze  solche  positive  Zahlen  p',  <$'  existinv 
mÜBaen,  dafa  Für  n  >  ^' 

Iv-Kp'       |i/',I<ff', 

80  wird  für  n>  M 

]?'"+'- lt'-+r   —   9',lt',|   <   (P     +   ff')    « 

Bein,  worin  (p'  +  <* )  f  j^^e  positive  Zahl  sein  kann. 

Corollar.    „Betrachtet    man    eine   endliche   Anzahl 
Folgen   qo,,  V'>,  Xi  -  ■  ■  ^n,    welche   säramtlich    der    BeUtil 
(f)   genügen,  so   gilt  dasselbe  von   den  Folgen,   irelcfae 
zUglich  durch  das  allgemeine  Glied 

9".  +  '/'.  +  Z-  H h  «-,         9'™  ■  ti'n  ■  Zn  ■ .  . .  •  «■ 

dargestellt  sind." 

3.  Satz.  ,.Wenn  die  9.  einen  rationalen  Grenzwez 
R  besitzen,  so  haben  auch  die  Zahlen  y  -V^:«,  sowie  yff% 
einen  rationalen  Greuzwerth  und  zwar  ist  er  bezüglich  y  -jh 
ya.  Wenn  a  nicht  *)  ist,  so  haben  auch  die  '  •  —  -=- 
rationalen  Grenzwerth,  und  zwar  ist  er  1  :  a." 

„Haben  auch  die  !(-„  einen  rationalen  Grenzwerth  (3, 
auch  die  Ausdrücke  tfi„  -\-_  «j,,  fp^t'n,  und  Kwar  ist  diel 
Greuzwerth  bezüglich  «  +  ^,  rcß.  Die  ^,  :  9,  haben 
Grenzwerth  ß :  a,  wenn  a  nicht  Null  ist.' 

Auch  die  Beweise  dieser  Sätze  ergeben  sich  "*imS 
bar  aus  der  Relation  (b),  der  wir  die  folgende  an  dia  J 
setzen  können: 


'  tnl  <(  für  alle  «  >  ^. 


J 


Nun  hat  tuan  nur  die  Unterschiede  zu  betrachten: 

(«  + y)  —  (v-  +  >■)  =  «  — v-.       Y«~  r9'-  =  y("- 


(«  +  ^)  -  (9.  +  t.)  =  («  -  9>,)  -h(ß-  *.), 

«iS  —  Vni'.  =^ß{a-fpn)  +  a(ß~  t,)  -  (« - ?>,) C|8  — *.)- 
Hieraus  folgt  nach  (b)  z.  B.,  dafa  für  «  >  p 

und  da  £  :  p  [a|  jede  positive  Zahl  sein  kann, 

lim    —  ^  — . 
Aehulich  hat  man  —  e  <  1  vorausgesetzt  —  für  »  >  ;i 

1«^  -  v.t.l  olH  +  lßl  +  'X'il'l  +  Wl  +  i); 

somit,  da  der  letzte  Anadruck  jede  positive  Zahl  sein  kann, 
lim  (p^ßn  ^  K/3. 

Corollar.  „Sind  eine  endliche  Anzahl  (p)  Ausdrücke 
9i,  i'n,  X"  -  ■  ■  f»    vorgelegt,    deren   jeder   einen   rationalen 

Grenzwerth  besitzt,  so  hat  die  Summe  <p»4-ii'«  + j;»H h""» 

zum  Grenzwerth  die  Summe,  das  Product  y„  -  if-,  ■  j;, -.,.■(», 
zum  Grenzwerthe  das  Product  der  Grenzwerthe  der  einzelnen 
Glieder." 

5.  Definition  der  irrationalen  Zahlen.  Wenn  die 
rationalen  Zahlen  rpa  die  Forderung  (f)  befriedigen,  einen 
rationalen  Grenzwerth  jedoch  nicht  besitzen,  so  denken  wir 
uns  durch  die  unbegrenzte  Reihe  (p^,  ft  ■  ■  ■  «u  neues  von 
jeder  rationalen  Zahl  verschiedenes  Object  gesetzt, 
wodurch  zunächst  nichts  weiter  ausgedrückt  ist,  als  dafs  wir 
sie  im  Gegensatze  zu  ihren  einzelnen  Gliedern  als  ein  Ding 
für  sich  auflassen.  Vorläufig  wenden  wir  für  das  neue 
Object  die  Be/.eicbuung  (cp^,  91,  , . .)  oder  kürzer  (?),)  an. 
Zugleich  wollen  wir,  um  Unterscheidungen  im  Folgenden  zu 
vermeiden,  wenn  den  Gliedern  <p^  ein  rationaler  Grenzwerth 
zukömmt^  ihn  unter  dem  Zeichen  (qs,)  verstehen.'*) 


Hierbei  ist  herror/uheben,  dtifs  die  Entscheidung,  Ai 
ein  vorgelt'gter  rationaler  Ausdruck  qD,  einen  rationalen  Greni-J 
wertli  besitze  oder  nicht,  nicht  durch  eine  allgemeine  Methodl; 
herbeigeführt  werden  kann,  sondern  jedem  Falle  eigen-' 
thiimliehe,  oft  umständliche  Untersuchungen  verlangt. 

Der  1.  und  2.  Satz  der  vorigen  Nr.  gestatten  nun,  die 
neuen  Objecte  untereinander  mid  mit  den  rationalen  Zahlec 
zu  vergleichen,  d.  i.  sie  als  Gröfaen  aufzufassen,  die  not 
den  rationalen  Zahlen  zu  einem  Systeme  ZrUsamnientretei^ 
welches  das  der  reellen  Zahlen  genannt  wird.  Die  ueacs 
Zahlen  selbst  erhalten  in  demselben  das  Prädicat  „irra- 
tional". 

Betrachten  wir  nämlich  zwei  der  neuen  Objecte  (>p,\ 
(^„),  so  genügt  auch  die  aus  den  Differenzen  Vo—^ot  fl'i  —  *j" 
gebildete  Folge  der  cbarakteris tischen  Forderung  (f),  so  dafe 
sie  entweder  zu  einem  rationalen  Grenzwertbe  oder  zu  einem 
neuen  Objecte  (9,  —  t„)  führt. 

1.  Definition,     „Man  sagt  ((p,)  ^=  {^„),  Falls 

lim  (ip„  —  ^,)  =  0 

d.  i.  zu  jeder  rationalen  Zahl  e  >  0  eine  eben  solche  Zaiil 
(t  >  0  gehört,  derart  dafa  [ip^  —  ^',|<£,  wenn  nur  h>(i 
genommen  wird." 

2.  Definition.  „Man  sagt  (q?„)  >  «  (rationale  Zahl), 
wenn  eine  positive  rationale  Zahl  q  existirt,  derart 
dafs  y„  —  <"  >  pj  wenn  nur  n  gröfser  ist  aU  eine  bestimmt« 
Zahl  (t  >  0." 

„Man  sagt  (tp^)  <  a,  wenn  eine  negative  rationale  Zahl 
—  p  existirt,  derart  dafs  qo,  —  «  <  ~  p  für  alle  n  >■  fj." 

Auf  ähnliche  Art  wird  man  die  Relationen  a  >  (^,), 
tt  <  (<p„)  erklären. 

3.  Definition.  „Man  sagt  [cp„)  >  (1^,),  wenn  eine  po- 
sitive rationale  Zahl  p  existirt,  derart  dafs  9>>  —  ^^  >-  p  für 
alle  n>  (i;  und  i^n)  <{'!'»),  wenn  eine  negative  rationale 
Zahl   —  Q    existirt,    derart    dafs    9),  —  i'n  <  —  <f    für    alk 

Es  ist  unmittelbar  ersichtlich,  dafs  die  in   I.   2,  3 
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gestellten    formalen    Forderungen    durch    diese    Definitionen 

erfiillt  werden.     Man  braucht  sich  nur  an  die  Formel 

ZU  erinnern.  Dafs  die  Disjunction:  gleich^  gröfser^  kleiner 
vollständig  sei,  erbellt  aus  dem  1.  Satze  in  Nr.  4,  den  man 
nur  auf  die  Ausdrücke  a  —  q>n,  q>n  —  «j  9»  —  ^n  anzuwen- 
den hat. 

Nach  der  2.  Definition  ist  (^n)  >  0,  wenn  eine  solche 
rationale  positive  Zahl  q  existirt,  dafs  fQr  alle  n>ft  9n>(>; 
und  ((pn)  <  0,  wenn  eine  solche  negative  rationale  Zahl  exi- 
stirt,  dafs  für  alle  n  >  ft  9>n  <  —  Q-  Eine  irrationale  Zahl 
der  ersten  Art  soll  positiv,  eine  der  zweiten  Art  negativ 
heifsen.  Für  jede  von  0  verschiedene  Zahl  (tpn)  werden  die 
9„  schliefslich  gleichbezeichnet;  daher  ist  {\g>n\)  eine  posi- 
tive irrationale  Zahl,  die  der  absolute  Betrag  von  (q>n) 
genannt  und  mit  \((pn)\  bezeichnet  wird.  Nach  dem  1.  Co- 
rollar  ist  \((p^)\  =  ((p^)  oder  (— 9«),  je  nachdem  {g>n)> 
oder  <  0. 

Corollare.  1.  „Wird  aus  der  unbegrenzten  Folge  der 
ganzen  Zahlen  0,1,2...  eine  andere  unbegrenzte  Folge 
Äj,  A;^, . . .  Ä»  . . .  herausgehoben,  so  ist  (q>n).  =  (9*,)-" 

2.  „Ist  für  n  >  fi  9«  >  a  (rationale  Zahl),  so  ist  (tpn)  ^  a. 
Wenn  aber  {(pn)  <  a,  so  ist  (jtpn)  ^  cl!^  —  Denn  wäre  im 
ersten  Falle  (9»)  <  a,  so  müfste  schliefslich 

also  g?n  <  «  sein. 

3.  „Ist  für  w  >  ft 

so  folgt 

4.  „Zu  jeder  rationalen  Zahl  £  >  0  gehört  eine  solche 
Zahl  ft  >  0,  dafs 

9»  —  «  <  (9»)  <^n  +  B         (m  >  ft)." 
Denn  nach  (f)  hat  man  für  a  <,e  und  r  =  1,  2  . . . 
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somit  nach  1.  und  2^  da 

woraus  der  Satz  unmittelbar  folgt.  —  Man  schliefst  aus  der 
vorstehenden  Relation^  dafs  „zwischen  je  zwei  reellen  Zahlen 
a  <  b  unbegrenzt  viele  rationale  Zahlen  liegen.^  Sind  z.  B. 
beide  Zahlen  irrational: 

Ö  =  (9n),  b  =  (*•)> 

SO  weifs  man,  daCs  ftir  alle  n  >  ft 

*»  —  9«  >  P  >  0. 
Demnach  hat  man,  wenn  2c  <  p, 

9«  +  «<*«  —  « 
und  somit  bei  hinlänglich  grofsen  Werthen  von  n 

0  <  9„  +  «  <  ^n  —  «  <  b. 

5.  yyEine  Zahl  {(pn)}  deren  absoluter  Betrag  klei- 
ner ist  als  jede  positive  Zahl  c,  ist  Null/'*) 

Denn  wäre  {(pn)  >  0,  also   ihr  absoluter  Betrag  eben- 
falls (^n);  80  hätte  man  für  n  >  ft 

q>n>  9>0, 

somit  {q>n)  ^  Q  gegen  die  Voraussetzung.  Ebensowenig  kann 
(q)n)  <  0  sein. 

6.  y^Wenn   die  9»    mit   wachsendem  n  nicht  abnehmen 
(zunehmen),  so  ist  (9)«)  grofser  (kleiner)  als  jedes  9),,/' 

Wenn  die  tpn  nicht  schliefslich  alle  gleich   werden  ^  so 
giebt  es  eine  ganze  Zahl  A;  >  0,  derart,  dafs 

Setzt  man  in  4. 

«  =  9m  +  *  —  9«; 

so  folgt  bei  hinlänglich  grofsem  r  >  X; 

(9«)  >  9w+r  —  (^m  +  Jfc 9wO  >  9m- 

7.  ,3etrachtet  man,  wie  in  Nr.  3,  eine  irrationale  Zahl 
von  der  systematischen  Form 

c  =  (Ä.)=(.^  +  ^+...  +  ^)  =  (s«  +  i), 
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so  besteht,  was  immer  auch  n  für  einen  der  Werthe  0,  1,  2 . . . 
haben  mag,  die  Relation 

Sic   ergiebt   sich    aus    dem    vorhergehenden    Satze    un- 
mittelbar, denn  die  Sn  nehmen  bei  wachsenden  n  nicht  ab; 

die  Sn  +  -  nicht  zu.     (Vgl.  Nr.  3.) 


e" 


NB.  Dafs  man  jede  irrationale  Zahl  ((pn)  in  systemati- 
scher Form  darstellen  könne,  wird  in  Nr.  11  gezeigt  werden. 

Als  Beispiel  zum  Vorstehenden  möge  der  folgende 
Satz  dienen.     ,,Zu  den  rationalen  Zahlen 

9»  =  l  +  l  +  ii  +  i!  +  --'  +  -i        («  =  1,2...), 

WO  n!  das  Product  aller  natürlichen  Zahlen  von  1  bis  n  be- 
deutet, gehört  eine  irrationale  Zahl,  die  gewöhnlich  mit  e 
bezeichnet  wird."  —  Man  bemerkt  unmittelbar  dafs 

Ferner  hat  man 

9>n  +  r-  q>n  =  '^-'^-^^    {  ^   +  n  "+"2  +  *  '  * 

+  (nTW(n  +  3)  .  .  .  (n  +  r)l  ' 
somit  nach  IV.  6 

1-.      ' 


(n+l)I  1        ^n'nl'  W 

n  +  1 

Bezeichnet  nun   m  irgend  eine  natürliche  Zahl,   so   ist   für 
n>  m 

__    ^ i_ i_  _  (»» +  ir  ~_i_ 

iPn-^r  9n   <^^,  ^^j  ^^  ^  ^^n-^m+l  ^   „1      ml   (1  +  n      iw)  ' 

so  dafs  9»  4-  r  —  9«  sicher  <  €  ist,  wenn 


m  l     m  '  ml  e  J 
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Also  giebt  es  eine  Zahl  (9«)  =  e  und  zwar  ist  c  >  g)« .  - 
Nehmen  wir  an,  es  sei  e  rational  und  zwar  in  reducirte 
Form 

Nach  (h)  findet  man 

aber  auch,  da  im  zweiten  Gliede  statt  -r  ;  — r^  fiteseta 
werden  kann, 

^  ,  1         3  +  2     .  ,1 

9.  +  r  <  9«  +  (^- +-iyj  Y+  i  <  9>v  +  ---j  • 
Nun  ist  (9>y  -I-  r)  =  c.     Somit  ergiebt  sich 

9«  <  c  <  9«  +  ^ 
oder 

Ö'  •  (?!  9«  >  Ö'  •  ?•  ^  <  S  •  Ö'!  9«  +  1- 

Nach  Voraussetzimg  mufs  q-  q\  e  eine  ganze  Zahl  sein,  kam 
somit  nicht  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden  ganzen  Zahle] 
liegen.     Folglich  mufs  e  irrational  sein. 

6.    Addition  der  irrationalen  Zahlen. 

4.  Definition,  „unter  den  Summen  a  -|-  (g)«)  uw 
(9>n)  +  ^;  wo  a  rational  ist,  verstehen  wir  die  irrational* 
Zahl  {(pn  +  a).  Die  Zahl  (9?«  +  V'n)  heilst  die  Summe  de 
irrationalen  Zahlen  (9>„)  und  (^n) " 

«  +  (9«)  =  (9«)  +  ß  =  (9»  +  «);   (9?»)  +  (*«)  =  (9>«  +  *.; 

Die  Definition  beruht  auf.  dem  2.  Satze  in  Nr.  4.  Aa 
dem  3.  Satze  daselbst  entnehmen  wir,  dafs  wenn  (9)^)9  {j^* 
rationale  Grenzwerthe  a,  ß  bedeuten,  (9»  +  V'«)  mit  a  +| 
übereinstimmt.  Die  analoge  Bemerkung  wird  man  auch  z' 
den  folgenden  Nr.  7 — 9  zu  machen  haben. 

Bezeichnen  nun  a,  b,  c  . . .  reelle  Zahlen  überhaupt,  » 
wird  man  aus  der  vorstehenden  Definition  ohne  jede  Schwic 
rigkeit  die  folgenden  Formeln  ableiten  können. 

1)  a  +  b  =  b  +  a. 

2)  (a  +  b)  +  c  =  a  +  (b  +  c). 

3)  Ist  a  =  0',  so  ist  a  +  b  =  a'  +  b. 
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4)  Ist  a  >  a',  SO  ist  a  +  b  >  a'  +  b. 

5)  Ist  b  >  0,  so  ist  a  +  b  >  0. 

Damit  ist  aber  erwiesen,  dafs  bei  der  Addition  der 
reellen  Zahlen  genau  dieselben  Regeln  gelten ,  wie  bei  der 
von  rationalen  Zahlen. 

7.  Subtraction  der  irrationalen  Zahlen.  Die  Glei- 
chungen 

haben  bez.  die  Auflösungen 

J  =  (9>»  —  «),  (a  —  9n),  (i^n  —  q>n) 

und  wegen  6;  4)  je  nur  diese  eine.  Man  bezeichnet  sie  bez.  mit 

Ist  (9>n)  =  (V'n),  SO  ergiebt  sich  J  =  0,  und  wenn  {tn^(<Pn\ 
simultan  5^0.  —  Wenn 

(9»)  +  (*»)  =  0    {d,  i  wenn  (9,  +  tn)  =  0}, 
so  folgt 

wofür  man  kürzer 

schreibt.     Die  Zahlen  (9,)   und  —  (9?,)    heifsen    einander 
entgegengesetzt.     Insbesondere  ist 

Aus  den  oben  angeführten  Gesetzen  der  Addition  und 
der  Möglichkeit  und  Eindeutigkeit  der  Subtraction 
in  jedem  Falle,  ergeben  sich  auch  hier  dieselben  Regeln 
für  das  Rechnen  mit  Summen  und  Differenzen,  wie  bei  den 
rationalen  Zahlen. 

Corollare.  1)  Zwei  reelle  Zahlen  a,  b,  deren  Dif- 
ferenz dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  ist,  als 
jede  positive  Zahl  e,  sind  einander  gleich. 

Nach  dem  5.  Corollare  in  Nr.  5  ist  nämlich  a  —  b  =  0, 
also  mufs  a  =  h  sein. 

2)  Ist  die  Differenz  a  —  b  kleiner  als  jede  Zahl 
c  >  0,  so  ist  a  ^  b. 

Indirect  zu  beweisen. 


le    ratio] 
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3)  „Es  sei  (9,)  eine  reelle  Zahl.    Dann  geb5rt  zu  j( 
positiven  Zahl  eine  positive  Zahl  (i,  derart  daXs 

wenn  nur  n  >  (i." 

Setzt  man   im  4.  Cor.  der   Nr.  ö    rtir  £   eine    rstioi 
ZaLl  ^  t,  so  folgt 

?P,  -  e  <  Cgj,}<  ip,  +  e 
fttr  alle  n  >  ft,  somit 

Nunmehr  sind  wir  berechtigt,  auch  eine  irratiöi 
Zahl  (9,)  als  Gren/.werth  von  qp.  bei  unbeschrS 
wachsenden  n  zu  bezeichnen,  so  dafs  von  nun  i 
Schreibweisen    (qo,)    und    lim  9),    als    gleich bedeatend 

sehen  sind. 

S.    Multiplication  der  irrationalen  Zahlen. 

5.  Definition.    „Bedeutet  a  eine  vou  Null  verachiMh 
rationale  Zahl,  80  nenne  man  die  irrationale  Zahl   (cccp.) 
Product  a  ■  (9»,)  oder  (9,)  ■  a.  —  Ferner  sei 

0-(»'.)-(9>.)-0-0. 
Endlich  verstehe  man  unter  dem  Producte  (?),)  -  (^t.)  dii 
irrationalen   Zahlen   die  Zahl  (f).^.)."     (Vgl.  wieder  ür, 
2.  Satz.) 

«  ■  (9»-)  =  (fn)  ■  K  -=  («9,)  (VO  ■  i'i'n)  ^  (^,  *,). 

Diese  Benennungen  sind  vSllig  berechtigt,  denn  ^rie 
mittelbar  erhellt,  bestehen  die  folgenden  Formeln: 

1)  ab  =  ba. 

2)  (06)^=0(50). 

3)  (6  +  c)  Q  =  ba  +  ca. 

4)  Ist  a  ^  0',  so  hat  man  ob  =  a'b. 

5)  Ist  a  >  0',    b  >  0,  ao  hat  man  ab  >  a'b. 
Daraus  folgt,  dafs   bei  der  MulÜplication   der   reel 

Zahlen  genau  dieselben  Regeln  gelten,  wie  bei  der    der 
tionalen  Zahlen. 

9.    Division   der    irrationalen    Zahlen.      Die  ( 


petuDg  «j  =  {q>„)  hat  tue  Lösung  ^  =  (— "), 


venD   nur  die 


rationale  Zahl  a  nicht  0  ist. 

{9')  E  =  ß 
worin  (ipn),  (il)^  irratiouali 
lieh  die  Lösung 


Die  Gleichungen 

Zahlen   bedeuten,   haben   bezQi 


=ö'  C:)- 


Unil  zwar  haben  diese  Gleichungen  nach  dem  5.  Satze  der 
vorigen  Nummer  je  nur  diese  eine  Lösung,  welche  wir  be- 
züglich mit 

(<p.)  :  «,         ß  :  (<p^),         (v-)  :  if,) 
bezeichnen  werden.     Keiner  dieser  Quotienten  ist  Null, 

Die  DiTiHion  i»t  mithin  stets  möglich,  wenn  der 
Divisor  nicht  Null  ist,  und  zwar  in  eindeutiger  Weise. 
Aus  diesem  Satze  folgt  im  Vereine  mit  den  oben  nachge- 
wiesent;n  Gesetzen  der  Multipli^iation,  dafs  bezüglich  des 
Rechnens  mit  Producteu  und  Quotienten  auch  hier  die  aus 
der  Arithmetik  der  rationalen  Zahlen  bekannten  Regeln 
gelten.*) 

10.  Nachdem  nunmehr  erwiesen  ist,  dafa  die  von  uns 
eingeführten  Zahlen  die  vier  Species  nach  denselben  Regeln, 
wie  bei  den  rationalen  Zahlen,  zulassen,  tritt  ihre  Analogie 
mit  diesen  klar  zu  Tage.  Sie  geht  noch  weiter,  iijdem  für 
die  positiven  irrationalen  Zahlen  auch  das  Axiom  des  Ar- 
chimedes  besteht  d.  h.  der  Satz:  „Ist  a  >  b  >  0  so  giebt  es 
doch  ein  Vielfaches  von  b,  welches  o  übertrifft:  pb  >  0." 
Nach  Nr.  T),  4  giebt  es  stets  rationale  Zahlen  et,  ß  derart, 
dafs  «  >  a  >  b  >  ^  und  da  ganze  positive  Zahlen  p  esistiren, 
so  daXa  pß  >  «,  so  folgt  pb  >  a. 

Daraus  kann  man  schliefsen,  dafs  jede   irrationale  Zahl 

(qo,)  zwischen  zwei    ganzen   Zahlen  f.„,   *"(,-)-  1   liegen   niuFs, 

und  weiterhin    dafs  jedes   {tp,)   durch  den  Grenzwerth   eines 

.  aystemati sehen  Bruches  .S,  ersetzt  werden  kann,  was  wir  in 

Nr.  11  auf  eine  andere  Art  nachweisen  werden. 

Jede  reelle  Zahl  a  lüfst  sich  auf  die  Form  bringen 


11.^  Die  irrationalen  Zahlen. 

a  =  c  +  r 
wo  c  eine  ganze  Zahl  bedeutet  und 

0<r  <1 
ist;  oder  auch  auf  die  Form 

a  =  c  +  r' 
wo  c   wieder  eine  ganze  Zahl  und 

ist. 

Das  System  der  reellen  Zahlen  zwischen  irgei 
zwei  derselben  a  <  0,  b>0  ist  stetig  (V,  8).  Angenoi 
men  es  sei  77  ein  innerhalb  dieser  Grenzen  zusammenhänge 
des  System  von  reellen  Zahlen  (ein  solches  kann  stets  a 
rationalen  Zahlen  gebildet  werden)  und  es  seien  m^,  m^  d 
beiden  Classen  eines  Schnittes  desselben.  Bestimmt  m 
zwei  ganze  Zahlen  a,  b  derart^  daXs 

a<:a<a+l,        6— l<b<6, 

so  wird  unter  den  Intervallen 

(a,    a  +  1 ...  —  1,  6) 

eines  und  nur  eines  {Cq,  c^^  -f-  1)  vorkommen,  das  Zahlen  d 
beiden  Classen  enthält.  Desgleichen  wird  unter  den  e  Lite 
Valien 

ein  und  nur  ein  solches  Intervall  vorkommen  u.  s.  f.  A 
die  angegebene  Weise  gelangt  man  zu  einer  Folge  v( 
ganzen  Zahlen  Cq,  c^,  c^  . . .,  die  von  der  zweiten  an  Ziffei 
bedeuten  von  der  folgenden  Eigenschaft.     Jedes  IntervaU 

(Sn,     Sn  +  ^^         (n  +  0,1,2...) 

enthält  Zahlen  beider  Classen.  Dabei  hat  Sn  (sowie  e)  di 
selbe  Bedeutung,  wie  in  Nr.  2.  Es  ist  nun  zu  zeigen  da 
die  Zahl 


i'.+'-i+^.+-+i() 
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grofser  als  alle  Zahlen  nii  der  ersten  und  kleiner  als  alle 
Zahlen  m2  der  zweiten  Glasse  ist  und  dafs  es  neben  ihr  keine 
zweite  reelle  Zahl  von  derselben  Beschaffenheit  giebt.  Gäbe 
es  in  der  ersten  Classe  eine  Zahl  Ulj  >  C,  so  müfste  sie  eben- 
falls in  jedem  Intervalle 


(5„    S.  +  i,) 


liegen;  da 

i  aber 

Ä.  <  c  <  Ä 

.+ 

1 

80  würde 

folgen 

%* 

o< 

m.      c<^. 

d.  i. 

c 

i: 

9  u  <  mi  —  c  <  —  d.  1.  c  =  nij 

i 

H    In  derselben  Art  folgt,  dafs  keine  Zahl  Tn2  der  zweiten  Gruppe 


t 


kleiner  sein  kann  als  c.  —  Und  wenn  neben  c  noch  eine 
andere  Zahl  c'  existirte,  gr5fser  als  alle  m^  und  kleiner  als 
alle  m^y  so  müfste  sie  ebenfalls  in  jedem  Intervalle 


{S„    5.  +  i.) 


liegen,    woraus   wieder   nach   dem   2.  CoroUar  in  Nr.  7   zu 

schliefsen  wäre:  c  =  c'. 

^  11.    Sowie  es  Folgen  von  rationalen  Zahlen  97^7  Vif" 

^  giebt,  welche  der  Relation  (f)  in  Nr.  4  Genüge  leisten,  so 

kann  man  dasselbe  auch  von  einer  Folge  irrationaler  Zahlen 

fi;    f 2  •  •  •  f «  •  •  •    annehmen.     Wir    setzen    also  voraus,  dafs 

diese   Zahlen   die   folgende   Eigenschaft  besitzen.     Zu  jeder 

j  positiven  Zahl  e  gehört  eine  positive  Zahl  m,  derart  dafs 

■f  (1)  Ifn  +  r  — f»|<e        für  alle  n>m, 

i  l 

was   auch  r  für  eine  ganze  positive  Zahl  sein  mag.     Man 

braucht  aber  nicht  mehr  neue  Zahlen  (f^)  einzuführen;  denn 

es  läfst  sich  zeigen,  dafs  stets   eine  und  nur  eine  reelle 

Zahl  c  existirt,   welche    der    Grenzwerth    der    f„   ist. 

mt  D.  h.  es  läfst  sich  jeder  positiven  Zahl  e  eine  positive  Zahl 

B  m  derart  zuordnen,  dafs 

|c  —  fnl  <  c  für  alle  n  >  m. 

-Um  den   Beweis   dieses   Satzes  zu  führen,  wollen  wir, 


o* 
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was  hier  am  nächsten  zu  liegen  scheint,  zeigen,  da(s  e 
Folge  von  ganzen  Zahlen  c^y  c^y  c^ . . . 

^0  ^  0,     0<Cy<e—l     för  jp  :>  l 
so  dafs 

(1*)  Sp<U<Sp  +  \        {iXrn>mp>0, 

sicher  dann  existirt,  wenn  die  f»  keinen  rations 
Grenzwerth  von  der  Form  Sm  besitzen.  Dabei  hi 
e,  Sp  dieselbe  Bedeutung  wie  in  Nr.  2. 

Der  Satz  geht   unmittelbar  aus  dem  folgenden   her 
y,Es   sei  q  eine  ganze   positive   Zahl.     Wenn    die    f«  kei 
rationalen  Grenzwerth  mit   dem  Nenner  q  besita&en,    so 
stirt  sicher  eine  ganze  Zahl  h,  derart  dafs 

|<f«<^*        flir  alle  n  >  Jlf." 

Aus  (1)  ergiebt  sich,  wenn  c  ==  0     'iiid  die    ganze  2 
m  grofser  als  das  zugehörige  nt  vorausgesetzt  wird, 

Man  bringe  f,«  auf  die  Form 

worin  Q  eine  ganze  Zahl  bedeutet.  Ist  zufallig  p  «=:  — , 
findet  man 

kann  somit  h=  Q  setzen.  Wenn  aber  q  nicht  diesen  Wc 
hat,  so  ergiebt  sich  zunächst  nur,  dafs 

— --    <U  +  r  <  -j-' 

Um  das  Intervall  der  Grenzen  auf  —  einzuschränken  h 
man  so  verfahren.     Man  setze  in  (1) 

e  =  1 :  2q(f        {s  >  1), 
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VI 

'    wonach  sich  ergiebt 

fmC)  -   — ^    <  fmW  +  r  <  f«W  +    —^• 

Nach  Ausfährung  der  Rechnung 

f-'-' -  ,^; + ^•'    (-ir-.<''"Siib). 

^    WO  ö^*),  wie   die  unten   folgenden  Ä^'^  r^'\   eine  ganze  Zahl 

bedeutet,  findet  man,  wenn 

o(*)  y(«) 

vL==äW+^        (0^r<')<e'-  1) 


c"  c 


gesetzt  und  die  Annahme   pW  =s  1  :  2g[  •  c*,   welche  h  =  Ä^'^ 
liefert^  nicht^  weiter  berücksichtigt  wird  : 

Ist  r^^^  der  erste  von  0  verschiedene  Divisionsrest,  so  wird 

q  q 

sein,  so  dafs  A^*)  ==  %  zu  setzen  ist.     Wollte  man  annehmen, 
\    dafs  wie  grofs  auch  s  sei,  stets  r^')  =  0  sei,  so  würde  sich 
ergeben  dafs 

lim    f «  «=»  — 

sei.     Man  bemerke  zunächst,  dafs  wenn 

;  r<')  =  r<'  +  ^>  =  0 

ist,  dann  auch 

sein  mufs.     Schreibt  man  in  (2)  anstatt  $    $  -f"  ^  un4  setzt 
i'    in  der  so  erhaltenen  Relation  r  ==  i,  in  (2)  aber 

so  folgt  unmittelbar 

— ;<  — :; r 
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woraus  man  schliefst,  dafs 


c        e 
also 

U»)  =  A(«  + 1) 

sein  mufs.     Wenn  nun 

r(»  =  r(«)  =  . . .  =  0, 
so  folgt 

Ä(i)  =  A(2)  =  . . ., 

so  dafs  aus  (2)  sich  ergiebt 

Ä<^)  I  1 

d.  i. 

lim  fn  =  U^^ :  q. 

Es  kann  die  Aufgabe  vorkommen^  den  Zähler  A^*>  wirkli( 
zu  berechnen.  Sie  wird  durch  das  soeben  entwickelte  Verfa 
ren  nur  dann  mit  Sicherheit  gelöst,  wenn  man  von  Tor 
herein  weifs,  dafs  ein  rationaler  Grenz werth  mit  dem  Neno 
q  ausgeschlossen  ist.  In  einem  solchen  Falle  mufs  man  n» 
einer  endlichen  Anzahl  von  Versuchen  die  gewfinscii 
Zahl  A<«   erhalten. 

Setzt  man  im  obigen  Satze  $  =  1 ,  so   erhellt,   dafs 
dem  Falle,  wo  die  f»  nicht  einen  ganzzahligen    Grenzwer 
besitzen,  immer  eine  ganze  Zahl  Cq  existiren  mufs,  derart  d] 

Co  <  fn  <  ^0  +1  (w  >  Wo). 

Und  wenn  ein  rationaler  Grenzwerth  mit  einem  Nenner  ▼ 
der  Fi)rm  eP  ausgeschlossen  wird,  so  müssen  sich  gas 
Zahlen  hp,  hp^i  ermitteln  lassen,  derart  dafs 

Setzt  man  in  beiden  Formeln  für  n  einen  Werth  der  grö£ 
ist  als  beide  Zahlen  nipf  nip^ty  so  mufs  man  schlielsen,  di 


d.  i. 
also 
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\       ^-H  +  ^  Vfi  ^  \>  +  ^ 

—  Khp^i  —  ehp<e 


11      s=s  —   -4-      >  "T  ^  , 

4-  i        ^     •    -P  4- 1 ' 


gP  +  i        gl'     •    gP  + 


d.  i. 


u.  s.  f.,  womit  der  Satz  (1*)  erwiesen  ist. 

Wir  gelangen  nunmehr  zu  folgendem  Resultat.  —  Ent- 
weder haben  die  f„  einen  Grenzwerth  von  der  Form 


Ä».-^o+H---+I^' 


oder  sie  haben  den  Grenzwerth 

Da  nämlich  auch  die  Relation  besteht  (Nr.  5) 


Sp<c<Sp  +  -, 


1 

ei 


SO  folgt  nach  (1*) 

|c  — f»|  <~       t&r  n>mp, 

d.  i. 

lim  f n  =  c 

Dafs  neben  c  nicht  auch  eine  davon  verschiedene  Zahl 
Grenzwerth  der  f«  sein  kann,  folgt  unmittelbar  nach  dem 
2.  Corollar  in  Nr.  7. 

Was  wir  hier  über  die  f,  erfahren  haben,  gilt  selbst- 
verständlich auch  von  den  früher  betrachteten  97»,  so  dals 
wir  den  Satz  aufstellen  können:  „Jede  irrationale  (97») 
läfst  sich  in  systematischer  Form  darstellen;  es  ist 
(y^)  =  (Sp)."  Bedeutet  Äj,  eine  ganze  Zahl  >  Wp,  so  hat 
man  nach  (1*) 


e' 
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Nun  ist  leicht  einzusehen,  dafs  hp  mit  p  unbegrenzt  wachs 
Denn  würde  Tcp  kleiner  bleiben  als  eine  ganze  Zahl  A,  i 
hätte  man  nach  (1*) 

9*  =  9ä  +  v 
Da  aber 

also 

lim  (9,*^  -  S,)  =  0 

bei  lim  |)  =  -}-  oo  ist,  so  ist  nach  Nr.  5 

(sPp)  =  (9*p)  =  {ßp\ 

12.  Unvollständige  Decimalzahlen.  In  numer 
sehen  Rechnungen  wird  eine  irrationale  Zahl  a  durch  zwi 
rationale,  zwischen  welchen  sie  liegt,  dargestellt.  Der  Unte 
schied  derselben  giebt  die  Unsicherheit  an,  die  hinsich 
lieh  Q  noch  obwaltet.  Aehnliches  gilt  von  einer  rationale 
Zahl,  welche  nicht  genau  bekannt  ist.  —  Setzt  man 

worin  a  eine  gegebene  rationale  Zahl  bezeichnet,  währet 
man  bezüglich  r  die  rationalen  Grenzen  q6 

kennt,  so  hat  man 

es  besteht  somit  hinsichtlich  a  noch  eine  Unsicherheit,  die  zw 
den  Betrag  6  —  q  nicht  erreicht,  ihm  aber  beliebig  n& 
kommt,  r  heifst  der  (absolute)  Fehler  des  Näherungswerthes 
Gewöhnlich  denkt  man  sich  a  als  eine  endliche  De 
malzahl 

worin  p^O  sein  kann,  wenn  mau  unter  10®  1,  unter  KV  l 

|)  <  0  1  :  10~^  versteht,  q  6  werden  in  Theilen  der  Ei 
heit  KV*  der  letzten  hier  erscheinenden  Ordnung  ausgedrücl 
Man  nimmt  entweder 


oder 


0  <  r  <  lO 


—  ilO^  <  r  <  JIO, 
80  dafs  für  a  eine  Unsicherheit  bis  zu  dem  Betrage  10?  be- 
steht.    Zumeist    werden    die    letzteren    Grenzen    gebraucht. 
Dann  enthält  tc,  wenn 

0<r<U'>, 
bis  zu  der  Ordnung  lO'  einschlierslich  die  nämlichen  Ziffern 
wie  0;  wenn  aber  . 


0>t> 


-il'>. 


so  ist  a  gleich  der  obenerwähnten  Zahl  mehr  lO'.  Die  Un- 
sicherheit bezüglich  q  sinkt  auf  den  Betrag  ^lO,  wenn 
angegeben  ist,  ob  a  kleiner  oder  gröfser  als  a  ist.  Daher 
deutet  man  durch  einen  unter  die  letzte  Ziffer  von  a  ge- 
setzten Strich  u.  dgl,  an,  dafs  n  zu  grofs  sei.  Dann  besagt 
z.  B.  a'  =0-  17,  dafs  der  Fehler  von  a  zwischen  0  und 
0,005;  a"  =  0  ■  17,  dafs  der  von  a"  zwischen  —  0,005  und 
0  liegt.  Will  man  solche  Angaben  auch  für  eine  Rechnung 
verwertheu,  so  addirt  man  zu  jeder  Zahl,  deren  letzte  Ziffer 
nicht  unterstrichen  ist,  JIO''  und  zieht  von  jeder,  in  der  sie 
unterstrichen  ist,  —  \10''  ab.  Der  Fehler  der  so  erhaltenen 
Nähern ngswerthe  liegt  zwischen  ^JIOp  und  Jlt"'.  Man 
würde  demnach  statt  a  0,1725,  statt  a"  0,1675  gebrauchen.*) 
13.  Die  Verhältnisse  stetiger  relativer  Gröfsen 
A,  B,  r . . .  (V.  7).  Unter  der  Voraussetzung,  dafs  einer 
Gröfse  E  („der  Einheit")  die  1,  und  jeder  zu  E  commensu- 
rabelen  Gröfse 


-aM, 


=  bM 


die  Zahl   +a:&  zugeordnet    wird,    bestehen    die   folgenden 
Sätze: 

1.)  „Jeder  zu  E  nicht  commensurabelen  Gröfse  S  ent- 
spricht eine  und  iinr  eine  irrationale  Zahl  b,  welche  das 
Verhältnifs  li  zu  E  heifst,  Ist  die  zu  E  commensurabele 
«iE  <E,  so  ist  tfj  <  b,  und  ist  a^E>B,  so  a,  >  b."  — 
B  wird  mit  bE  bezeichnet,  was  jedoch  nicht  ata  Frodact 
aufzufassen  ist. 
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li  liegt  nämlich  zwischen  zwei  Gröfsen  c^E  und  {c^  +  l)j 
worin  Cq  jede  ganze  Zahl  sein  kann.  Es  giebt  femer  eii 
bestimmte  Ziifer  c^  —  0  <  c^  <  e  —  1  —  so  daTs 

U.  s.  f.  Auf  diese  Art  gelangt  man  zu  einer  unbegrenzte 
Reihe  von  Ziffern  q,  c^ . .  .>  so  dais  nach  den  Bezeichnunge 
von  Nr.  2 


S.E<B<(^S,+^^E, 


wie  grofs  auch  der  Index  n  sein  mag.  Die  Zahl  (£>»)  = 
wird  li  zugeordnet.  —  Bedeutet  a^  eine  rationale  Zahl  <l 
so  ist  a^E<Bj  da  es  Werthe  von  n  giebt,  derart  dal 
^1  <  £^n-     Ist  nämlich 

0<£<b  — «,, 

80  wird  für  n>  yi 

b  <  S,  +  6, 
also 

S«  >  b  —  £  >  a, 
sein.     Ebenso  hat  man,  wenn  a^  eine  solche  Zahl  <;  6  isl 

a.,E>B. 

2.)  „Jeder  irrationalen  Zahl  (V'«)  =  b  entspricht  ein 
und  nur  eine  Gröfse  B,  gröfser  als  alle  Groüsen  a^E  xm 
kleiner  als  alle  cl^E,  wenn  u^  eine  rationale  Zahl  <ihy  ü 
eine  >  b  bezeichnet." 

Der  Satz  folgt  aus  der  Stetigkeit  des  Grofsensysteme^ 
Dürfen  wir  keine  Gröfse  B  annehmen,  so  können  wir  im  zu 
sammenhängenden  Systeme  aE  einen  Schnitt  nach  weisen 
indem  wir  eine  Gruppe  bilden  aus  den  Gröfsen  tt^E  w< 
«1  <  b,  die  andere  aus  den  «g  ^7  ^^  "s  ^  ^-  Es  li^ei 
nämlich  zwischen  jedem  a^  und  b,  sowie  zwischen  jedem  t^ 
und  b  noch  rationale  Zahlen  (Nr.  5,  4). 

3.)  ,;Es  sei  (V'n)  =  b.  Hat  man  eine  Gröfse  S  gefon* 
den,  derart  dafs  zu  jeder  rationalen  Zahl  £  >  0  eine  u  >  fl 
gehört,  so  dafs  für  alle  Werthe  n  >  ^ 
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80  ist  B  die  der  Zahl  b  entsprechende  Grofse." 

Denn  wenn  wieder  a^  <  6;  so  hat  man,  falls  €  eine  po- 
sitive Zahl  <  "i^  (b  —  «i)  bezeichnet,  bei  n  >  ft 

d.  i. 

also 

B>a^E. 

Aehulich  folgt,  dafs  wenn  wieder 

a3>b,        B<cL,E 
sein  mufs. 

Vermittelst  des  letzten  Satzes  erkennt  man,  dafs  der 
Summe  der  Zahlen  a,  b  die  Summe  der  diesen  entsprechen- 
den Gröfsen  entspricht  und  umgekehrt: 

aE+hE={Qi  +  V)E. 

Ferner:  „Ordnet  man  der  Gröfse  aJE?  die  Zahl  +1  zu,  so 
entspricht  der  Zahl  b  die  Grofse  {ab)  E  d.  i. 

b  (a£)  =  (ab)  E.'' 

Setzt  man 

ab  =  m,        mE  =  M^ 
so  folgt  dafs  bei  der  Einheit  aE  =  A  der  Grofse  M  die  Zahl 

b=- 
a 

entspricht.  D.  i.  „das  Verhältnifs  M:  A  ist  gleich  dem 
Quotienten  der  Verhältnisse  dieser  Gröfsen  zu  einer  beliebi- 
gen dritten  Gröfse  £." 

Zufolge  der  vorstehenden  Bemerkungen  können  in  allen 
Relationen,  worin  Aggregate  der  Gröfsen  A,  B,  F  , . .  vor- 
kommen, diese  durch  ihre  Ve):hältnisse  in  Bezug  auf  eine 
Gröfse  E,  also  durch  Zahlen  ersetzt  werden.  Anstatt  der 
Euclid'schen  Verhältnisse  betrachten  wir  nun  die  Quotienten  von 
Verhältnifszahlen,  wobei  die  schon  im  IL  Abschnitte  erwähn- 
ten Sätze  auftreten.*)  Die  in  VI.  4—7  vorgetragenen  Sätze 
für  die  Verhältnisse  im  gegenwärtigen  Sinne  anzumerken 
ist  ebenfalls  überflüssig,  da  die  ihnen  zu  Grunde  liegenden 
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algebraischen   EntwickeluDgen  sich  jeder  Zeit    von    selbst 

darbieten.     Ist 

0  c 

b  —  b  ' 


so  ist  z.  B.  auch 


d.  h. 


^  -4-  1  =="-(-  1 

0  +  ^       c  4^b 
b     *^   "b" 


(1.  c.  4,  6.  Satz).  —  Hier  wollen  wir  nur  an  den  folgen- 
den, nützlichen  Satz  erinnern.     y,Es  ist 

b;  '^  b,  "^  "  "  ~  b;  ~  b,lör+Mör+  •  ."."+  bjS;» 

wenn  die  tD^;  tD^, . . .  tt)n  beliebige  von  0  verschiedene  Zahlen 
bedeuten,  nur  so  gewählt,  dafs  auch  der  letzte  Nenner  nicht 
0  ist.''  Zum  Beweise  derselben  bezeichne  man  den  gemein- 
samen Werth   der  Quotienten  <;-  *  *  *  ^  niit  q,  so  dafs 

a^  =  bjq  . . .  Q„  =  b«q; 
und  addire  die  letzten  n  (lleichungen. 


YIII.  Abschnitt. 
Potenzen,  Wnrzeln,  Logarithmen. 

!•   Unter  der  w*®°  Potenz  einer  beliebigen  reellen 
Zahl  a  versteht  man  das  Product  aus  m  Factoren  a 

a^  s=z  tt'  a a  (m-mal).^ 

a  heifst  die  Basis  oder  der  Dignand,  m  der  Exponent. 
Unter  der  ersten  Potenz  von  a  versteht  man  die  Zahl  a  selbst 
(a^  =  a).  Die  zweite  Potenz  der  Zahl  a  wird  ihr  Quadrat^ 
die  dritte  ihr  Cubus,  die  vierte  ihr  Biquadrat  genannt.  — 
Insbesondere  hat  man 

0-"  =  0,  (-  1)"=  +  1,  (-  1)"-'  =  -  1, 

wo  w,  Ä  irgend  welche  natürliche  Zahlen  bedeuten. 

Aus  der  Definition  der  Potenz  ergeben  sich  unmittelbar 
die  folgenden  Relationen 

a"» .  a»  =  a"»-»-»       (a"»)»  =  a"»»      a"»  •  6»»  =  (aft)*»,      (I) 

worin  a,  b  beliebige  reelle,  m  n  beliebige  natürliche  Zahlen 
bezeichnen.     Man  hat  femer,  falls  nur  a  nicht  0  ist, 

1  la"-"»  (m  <n) 

Die  Relationen  (II)  können  auch  formal  aus  der  ersten 
und  dritten  in  (I)  abgeleitet  werden,  was  hier  ein  für  alle 
Male  bemerkt  sei.  So  findet  man,  wenn  a  nicht  0  und 
w  >  w,  aus 

aus 

-©'-»■  (I)' 


a"* :  a"  = 


m  un 


o~ 
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Wichtig  ist  endlich  der  in  der  folgenden  Relation  aus- 
gesprochene SatZ;  worin  a  h  zwei  verschiedene  reelle  Zahlen 
bedeuten: 

Man    verificirt  denselben ,   indem  man   die   rechte    Seite   mit 
a  —  6  multiplicirt. 

2«  Ungleichungen.  Es  seien  jetzt  a,  ^'beliebige  je- 
doch verschiedene  positiv e^  m,  n  beliebige  natQrliche  Zahlen. 

1)  Ist  a>hy  so  hat  man  a'">6">. 

2)  Ist  m>  n,  so  hat  man  simultan  mit 

a  ^  1       a'^^a''. 

3)  w(a  — 6)6^-^<a'»  — i''*<m(a  — 6)a"»-».     (m>l). 
Die   Relation    folgt    aus   (III)    und    zwar    sowol    wenn 

a  >  6;  als  auch  wenn  a  <  6.     Setzt  man  hier 

a  =  l+d      6  =  1, 
sodafs  —  1  <  d  ^  0  sein  mufs^  so  erhält  man  leicht 

4)  l  +  tnd<(l  +  rf)-<  — L_       (m>l). 

Der  zweite  Theil  der  Relation  setzt  jedoch  Yoraas,  dafs 
der  Nenner  positiv,  somit  d  <  — ^      sei. 

3«  Potenzen  der  Binome.  Sind  a,  b  beliebige  reelle 
Zahlen^  so  ergiebt  sich  durch  Ausführung  der  Multiplicationen 

(a  +  by=a^'{-2ab  +  b^ 

(a  +  bf=  a3+  3a^b  +  3ab'  +  b"^ 

(a  +  6)*=  a*+  4a'i  +  6a^b^+  4ai»+  6* 


Man  schliefst  daraus,  dafs  (a  -f-  &)"'  ein  Ausdruck  von 
der  Form 

(a)  (a  +  6)"»  =  a*"  +  Wia"»-^6  +  . . .  +  mra""-''^  +  . . . 
sein  müsse,  worin  die  Coefficienten  m^,  nh  , . .  m,^»!  ganse 
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positive  Zahlen  «bedeuteu.  Wird  nämlich  diese  Behaup- 
tung als  richtig  angenommen^  wie  sie  es  in  der  That  für 
tn  <=  2;  3;  4  ist^  so  trifft  sie  auch  zu  fär 

(a  +  6)'»+i  =  (a  +  6)»»  •  (a  +  6). 

In  derselben  Art  kann  man  zeigen,  dafs  die  Binomial- 
coefficienten  nir  die  folgenden  Werthe  haben  müssen 

/,  N  m(tn  —  1)  (m  —  2)  .  .  .  (m  —  r  +  1) 

d.  i. 

mitn  —  1)  ^ 

f»!  =  w,  Wg=     ^^    g       ,w«=  1. 

In  der  That  stimmen  diese  Formeln  für  m  =  2,  3,  4.  Es 
besteht  aber  —  wenn  wir  unter  w^  1  verstehen  —  die  all- 
gemeine Formel 

(c)  nir- 1  +  Wr  =  (m  +  l)r       (r  =  1,  2 w), 

wie  man  durch  unmittelbare  Einsetzung  der  Ausdrücke  (b) 
erkennt.  —  Angenommen  nun,  es  sei  die  Formel  (a)  nach 
Einsetzung  der  Werthe  (b)  für  die  Wr  richtig,  so  ergiebt  sich 
vermöge  (c)  durch  Ausführung  der  Multiplication 

(a  +  i)'"+i  =  (a  +  i)"*-  (a  +  b)  =  ar-^^  +  {m  +  lXa"»6+ 

+  (w  +  1)^0»"+ 1-'- 6'-  + +  (m  +  l)ma6'»  +  i"»+i 

d.  i.  es  bewähren  sich  die  Formeln  (a)  und  (b)  auch,  wenn 
wir  den  Exponenten  tn  durch  m  -J-  1  ersetzen.  Diese  For- 
meln gelten  aber  für  m  =  2,  also  auch  für  tn  =  3,  4  u.  s.  f., 
somit  für  jeden  Exponenten  m. 

Bezeichnet  man  das  Product  aller  natürlichen  Zahlen  von 
1  bis  n:  1  •  2  ....  n  mit  n!,  so  folgt  aus  (b)  noch 

m! 

^''  ~  r\  (m  —  r)l 

und  somit  der  Satz 

(d)  mr  =  fnm-r' 

Die  Binomialformel  ändert  sich  also  bei  Vertauschung  der 
Zahlen  a   und  b  nicht.   —  NB.  Man  gebraucht  anstatt  mr 

auch  die  Bezeichnung  (7). 
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Wir  schliefsen  hieran  den  polynomischen  Satz  d. 
die  Regel;  nach  welcher  die  Glieder  der  Potenz 

K  +  ö^i  +  «2  +  ....  +  «»)"• 

angeschrieben  werden  können,  ohne  dafs  die  successiven  Mu! 
tiplicationen  auszuführen  sind.  ,,Es  seien  Poj  Pi  •  -  -  Pn  g&nz 
Zahlen,  deren  jede  alle  Werthe  von  0  bis  m  annehmen  kam 
Der  Ausdruck  («o  "t"  ^i  "t"  •  •  ^»)"'  ^st  die  Summe  der  Gliede 

o  '  »  »         -r,  I  "o    »1     ««     ; 

Fo'  Fl  '  •  •  '  Fn' 

die  dadurch  entstehen,  dafs  für  PoyPif*"Pn  alle  System 
von  Werthen  gesetzt  werden,  deren  Summe  m  beträgt: 

Dabei  hat  man  unter  0!  1  zu  verstehen.  —  Der  Satz  ist  fu 
m  =  1  richtig.  Angenommen  nun,  er  gelte  für  irgend  eine 
Werth  von  m,  so  lüfst  sich  leicht  zeigen,  dafs  er  auch  fü 
den  Werth  (m  +  1)  besteht.     Da 

(öo  +  «1  +  ..  +  a«)*""^'  =  K  +  «i  +  ••  +  a»)"*(«o  +  «i  +  ...a» 
so  ergeben  sich  dafür  nur  Glieder  von  der  vorstehende 
Form,  worin  aber  j>,^  +  2'i  +  •  •  +  JP»  =  ^*  +  1-  Jedes  dei 
selben  entsteht  aus  den  Gliedern 

von  (a^y  -}-•••  +  öt»)"*  durch  Multiplication  mit  ttr,  wobei 
alle  jene  Werthe  annimmt,  wofür  das  zugehörige  pr  nicht 
ist  —  und  nur  aus  diesen.     Bezeichnen  wir  sie   mit 

p\,p\^..Pk    (&<w), 

so  finden  wir  als  Coefficienten  des  allgemeinen  Gliedes  vo 
(a^  +  .  . .  +  «n)"*"^*  zufolge  Voraussetzung 

w!  j^  w!  ^. 

iPi-  1)J  pV'  •  •  Pk'-  "^  ~P\  ••  {p\  -  i)J  ~.>V  +  -  •  • 

+  tnl  wi!  z'   '   _L    '    _j_  I 

_         (^» +  !)!_. 
P  i'  F  i'  •  •  -F  i' 

SO  dals  in  der  That  der  dem  Exponenten  (m  -|-  1)   zufolg 
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der  Regel  entsprechende  Coefficient  erscheint.  Die  Regel 
gilt  somit  allgemein. 

4.   Die  Wurzeln. 

Satz..  Die  Gleichung  j;"»  =  a,  worin  m  eine  natür- 
liche^  a  eine  positive  reelle  Zahl  bedeutet,  hat  stets 
eine  und  nur  eine  positive  Auflosung,  welche  die  ab- 

Tfl     M 

solute  m*®  Wurzel    aus  der  Zahl  a  heifst:  x  =  ya.^) 

—  Statt  ya  schreibt  man  ]/a. 

Beweis.  Die  m^^  Potenzen  der  natürlichen  Zahlen  wachsen 
über  jede  endliche  Zahl.  Es  mufs  daher  eine  ganze  Zahl 
Cq  >  0  geben,  derart  dafs  entweder  Cq^  =  a  oder 

Im  ersten  Falle  haben  wir  die  Lösung  x  =  c^  unserer 
Gleichung  gefunden;  im  zweiten  theilen  wir  das  Intervall 
(Cq,  Cq  +'  1)  in  e  (>  2)  gleiche  Theile  und  bilden  die  m*®*" 
Potenzen 

{«. + i)-,  (<. + ^)- (<. + ^)-. 

Unter  denselben  befindet  sich  entweder  eine  rationale  Zahl 
<^o  +  ^  >  wofür 

0  <  c,  <:  e  -  1       (co  +  ^)"'=  a 

oder  es  liegt  a  zwischen  zwei  von  den  bis  jetzt  gebildeten  m**** 
Potenzen 

Im  ersten  Falle  ist  x  =  €q-\-  -  eine  Lösung  unserer  Gleichung; 
im  zweiten  theilen  wir  das  Intervall 

in  e  gleiche  Theile,  wodurch  sich  eine  der  vorstehenden  ana- 
loge Disjunction  ergiebt.  U.  s.  f.  Das  Ergebnifs  des  ein- 
geschlagenen Verfahrens  wird  folgendes  sein: 

Entweder  existirt  eine  rationale  Zahl  von  der  Form 

Stols,  Yorleennffen.  9 
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c,     ,  ,     ^m 


m 


welche  die  Gleichung  a^  ^=  a  befriedigt,  oder  man  gelan 
zu  einer  unbegrenzten  Reihe  von  ganzen  Zahlen  c^,  c^  c^, 
unter  denen  von  c^  an  alle  zwischen  0  und  e  —  1  lieg 
(0  <  Cr  <  e  —  1),  welche  die  Eigenschaft  besitzt,  da&  f 
grofs  auch  der  Zeiger  n  sein  mag, 

(e)  s:<a<(s,  +  y^ 

worin  zur  Abkürzung 

''o  +  H'--  +  7-  =  ^- 

gesetzt  isi  Eben  dieselbe  Zahlreihe  definirt  eine  reelle  Za 
(/S»)  s»  c,  deren  m^  Potenz,  wie  leicht  zu  zeigen  ist^  d 
Zahl  a  ist.     Da  nämlich 

SO  folgt  nach  (e),  dafs 

d.  i.  nach  2.  «3) 


Nun 

ist 

(vgl. 

VII. 

3) 

Ün 

+ 

7< 

c»  +  1 , 

also 

w 

C"'  — 

-  a 

1<« 

Daraus  erhellt,  daf»  |  f"  — a  |  kleiner  ist  als  jede  positi 
Zahl  c.    Nach  VII.  2  braucht  mau  nur 

m(c,+  l)"'~'-t 
ZU  denken.  —  Somit  ist  zufolge  VII.  7  c*'"  =  o. 


I 
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Dafs  es  nur  eine  Zahl  x>0  geben  kann,  woMr  a:"*  =  a, 
ist  unmittelbar  aus  dem  1.  Satze  in  Mr.  2  zu  ersehen. 

Zur  genUherten  Berechnung  der  ya  ist  das  vorstehende 
Verfahren,  als  zu  weitläutig,  nicht  geeignet.  Man  bestimmt 
die  aufeinander  folgenden  Stellen  derselben  von  der  höchsten 
angefangen  abwärts  durch  syateinatisch  angelegte  Versuche, 
wobei  man  sich  des  binomischen  Satzes  in  Nr.  3  bedient. 
Erhebt  man  eine  Zahl  Ä,  welche  in  die  systematische  Form 
für  e=  10  gebracht,  mit  Einheiten  der  Ordnung  10"  («^0  — 
Tgl.  Nr.  6)  beginnt,  auf  die  nt'*  Potenz,  so  fangt  A""  mit 
Einheiten  von  der  Ordnung  mn  zum  mindesten,  mn  +  t«  —  1 
zum  höchsten  an.  Umgekehrt:  ist  die  höchste  Ziffer  der 
vorgelegten  Zahl  a  von  der  Ordnung  10^,  wohei  p  <=  mq -\- r 
(0  <  r  <  »i  —  1)  sei,  so  beginnt  Ya  mit  Einheiten  der  Ord- 
nung 10'- 

Setzt  man 

y^=bo-  lOi  +  X      (0  <  I  <  10^) , 
ao  dafs 

a  =  bT-  lO-«  +  mx  ■  b";~'  lO''"^ "«  + 

so  ergiebt  sich,  dafa  die  ^^  Einheiten  der  höchsten  Ordnung 
in  ya  nur  auf  die  Stellen  10'"''  bis  IC'  in  a  Einllufa  nehmen. 
Es  wird  nun  durch  die  Betrachtung  der  letztgenannten  Stellen 
allein  nicht  schwer  sein,  eine  solche  Ziffer  &„  zu  ermitteln, 
dafs  (fco'  IO')'"<o<{(fto-|-  1)10'}".  Mit  Hilfe  der  an- 
genäherten Formel 

a-b^  ■  10'"« 

gelangt  man  weiter  zu  einer  Ziffer  bi,  so  dafs 

(6o    lO^  +  b,  lO»-')"'  <  ö  <  (io  .  10«  +  (6,  +  IJ  lO'-')'" . 

D.  s.  f.  Auf  diese  Art  gelingt  es,  eine  rationale  Zahl  a 
von  beliebig  vielen  (k)  Ziffern  zu  bestimmen,  so  dafs 

«"•^fi  <(«-!-  101-*+')-". 

Die  Gleichung  «"  ^  a  hat,   wenn  m  gerade    ist,  noch 
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die  eine  negative  Lösiyig  x=  —  l/a.  Die  Gleichung  «"=»0 
hat  die  einzige  Lösung  a;  =  0.  Die  Gleichung  af  —  —  a(a>0) 
hat,  wenn  m  gerade  ist^  keine  reelle  Losung;    wenn  m  im- 

gerade,  die  einzige  reelle  Lösung  a;  «=  —  }/a. 

Die  wf^  Wurzel  aus  einer  ganzen  positiven  Zahl 
welche  nicht  die  m^  Potenz  einer  anderen  natürlichen  Zahl 
ist;  ist  irrational.  Denn  jeder  eigentliche  Bruch  liefertf 
zur  m****  Potenz  erhoben,  wieder  einen  eigentlichen  Bruch 
(vgl.  III.  17). 

6.  Sätze  aber  die  absoluten  Wurzeln.  —  Wir  ?er 
stehen  im  Folgenden  unter  den  Kadicanden  a,  h  positire 
reelle  Zahlen.  Dann  bestehen  die  folgenden  Relationen,  in 
denen  m,  n,  p  natürliche  Zahlen  >  1  bedeuten. 


1)  "j/a-^  =  yä'      2)  (Vä)"  =  Ya'      3)  j/^  «  ">/« 

m.        in,—         m. — --  mr        m .-  tn  j 

4)  Y^- '  K  *  =  V<^f>      5)   K«  ••  Y^  =^  V^  -  b. 

Der  Beweis  derselben  bietet  sich  unmittelbar  dar,  wenn  mai 
auf  die  Bedeutung  der  Wurzeln  zurückgeht.     Um   z.  B.  2; 

m.- 

zu  zeigen,  setze  man  ya  =  x,  so  dafs  a;"*  =  o.     Dann  ist 

a»  -=  a:"» «  =  (x*y"  also  x"  =  y^a" . 

Es  gelten  ferner  die  Ungleichungen: 

1)  Ist  a>6>0,  so  ist  V'a>  v^i.    (Indirect  nach  2. 1).! 

2)  Ist  m>n   so   ist  simultan    mit  «<1     V'a  >>'^. 
(Indirect  nach  2.  2),  indem  man  zur  Potenz  mn  erhebt) 

3)  Ist  1  +  d>  0,  d  jedoch  nicht  Null,  so  hat  man 

Man  setze  in  Nr.  2.  3) 

a  =  'y^l~+  d      ft  =  1 , 
so  dafs  sich  ergiebt 

w(>/r+ d  -  l)  <  ei  <  fn{'i/V+~d  -  l)  fv^r+"d)'""' 

=  m(l  +  d)fl- 
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Daraus  folgt  die  vorstehende  Relation  unmittelbar,  wenn  man 

bemerkt;  dafs  hier  stets  1 >  0  sein  mufs.     * 

Anmerkung. -Man kann  falls  (2>0,  ffir  den  positiven  Unterschied 


auch  eine   engere  obere  Grenze  aufstellen,  als  die  gerade  abgeleitete 
Relation  liefert.    So  hat  man,  wenn  ms=»2, 

also  durch  Quadrirung 

0  =  ^_2*(l  +  |)+x» 


und 


^  -  f +iS--^)  <*■*'•  '•'^*'"  <>  <  ^  <  I 


Auf  dieselbe  Weise  folgt  für  m  »  3,  in  welchem  Falle  0  <  a;  <  — , 

Umständlicher    gestaltet    sich    hier    der    Nachweis    des    allgemeinen 
Satzes,  dafs 

2  m* 

« 

Wir  werden  denselben  im  XI.  Abschnitte  auf  eine  andere  Art  führen 
und    dort   auch    zeigen,    wie    der  Satz  zur  Verbesserung  der  in  der 

m 

vorigen  Nr.   ermittelten  Näherungswerthe  A  für  Ya  benutzt  werden 

kann. 

6.  Erweiterung  des  Potenzbegriffes  auf  rationale 
Exponenten.  Man  hat  schon  frühzeitig  bemerkt;  dafs  von 
gebrochenen  rationalen  Zahlen  abhängige  Ausdrücke  gebildet 
werden  können,  welche  den  nämlichen  Relationen  (I)  genügen, 
wie  die  Potenzen.  Um  die  Entwickelung  derselben  syste- 
matisch vorzunehmen,  legen  wir  uns  die  Aufgabe  vor,  einen 
von  einer  beliebigen  reellen  Zahl  x  abhängigen  Aus- 
druck f'(x)  aufzusuchen,  welcher  zunächst  wenigstens 
die  erste  dieser  Relationen  d.  i. 

(1)  m  ■  m = fi'» + y) 

befriedigt.    Hieraus  folgt,  wenn  wir  y  =  0  setzen:  /*(0)  =  1, 
indem  die  nichtssagende  Annahme  f(x)  =  0  bei  beliebigem  x 
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ausfipeschlossen    wird.      Durch    successive    Anwendung    do 
Formel  (X)  ergiebt  sich 

somit;  wenn  x^  '=^  x^  =  . . .  =  x^  =  x  gesetzt  wird, 
(2)  /"M  =  [/•(«)]•; 

insbesondere  also 

Soll  nun  /*(— )  eine  reelle  Zahl  sein  bei  jedem  Werthe  von» 

so  braucht  /*(!)  nur  eine  positive  Zahl  zu  sein,  die  wir  mit 
a  bezeichnen  wollen.     Wir  finden  somit  neben 

(3)  /•(!)  =  «;    /•(")  =  «",    /(i)='V^. 

Setzt  man  in  (2)  statt  n  eine  andere  positive  ganze  Zahl  m 
und  hierauf  a?  =  — ,  so  folgt 

(4)  r(;) = (v^r- 

Endlich  schliefst  man  aus  (1)^  wenn  man  y  »»  — 'x  annimmt 
(5)  /•(- a;)  = /-(O)  : /-(a;)  = -^  ,        /•(-«)  — ±. 

Die  in  den  Formeln  (3)  —  (5)  auf  der  rechten  Seite  befincl 
liehen  Ausdrücke  kann  man  in  der  That  als  abhängig  von 

Exponenten  +  -   bezeichnen,  da  zufolge  ihrer  Defiuitioi 


^/j:  mk\  f(±^\ 

'\   nie   )  ~  '\  n  J' 


was  auch  die  ganze  positive  Zahl  k  sein  mag.      Wir  ver 


m 


stehen  somit  unter  a"  die  tn^  Potenz  der  absolutei 
^ten  Yi^urzel  aus  a,  unter  aP  1,  endlich  unter  a~"^,  wo; 
eine  beliebige  positive  rationale  Zahl  sein  kann 
den  reciproken  Werth  von  a/*  d.  i.  l:af*.  Dabei  be 
zeichnet  a  irgend  eine  positive  Zahl.     Man  fea-ti^  aud 

setzen  a"  =  \Va)  ,  was  auch  p  für  eine  ganze  Zahl  seil 
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mag,  während  n  eine  positive  ganze  Zalil  bedeutet  —  Es 
soll  ferner  sein  (V*  =  0    (ft  >  0). 

Es  läfst  sich  nun  leicht  nachweisen,  dafs  die  genannten 
Ausdrücke  wirklich  der  Relation  (1)  d.  i. 

(6)  af^  >  a''  =  a^-^'' 

und  auch  den  übrigen  in  (1)  verzeichneten  Relationen 

(7)  {ahy  =  o^"       {aby  =  a^  -If 

Genüge  leisten,  so  dafs  in  denselben  jetzt  ft,  v  irgend  welche 
rationale  Zahlen  sein  können.  Man  nehme  zuerst  an,  es 
seien  jli,  v  beide  positiv,  also 

m  p 

^        n  q 

Dann  hat  (uan 
somit 

mq-\'Hp  m    ,    » 

Man  findet  femer 

U.  s.  f.  Sind  die  Gleichungen  (6)  (7)  für  positive  rationale 
Exponenten  erwiesen,  so  hat  es  keine  Schwierigkeit,  ihre 
Giltigkeit  für  beliebige  rationale  zu  zeigen.  Man  hat  dabei 
folgende  Fälle  zu  unterscheiden:  1)  es  sei  einer  der  Expo- 
nenten ft,  1/Null,  2)  ii>0  i/<0,  3)  ft<0,  i;>0,  4)  ft<0,  i;<0. 
So  findet  man  z.  B.  im  letzten  Falle 

a^  .  a''  =  — —  =  -  -^-,  =  o'*  +" 

(a^y  =  /'_L.y=  (a-^)-''  =  o/*^  u.  s.  f. 

7.  Ungleichungen  für  Potenzen  mit  rationalen 
Exponenten,  a)  Für  positive  rationale  Exponenten. 
Es  seien  a,  b  beliebige  positive  Zahlen. 

1)  Ist  a  >  6,  so  ist  af*>bf. 
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2)  Ist  ft  >  1/  >  0,  so  ist  simultan  mit  a  ^  1  o^  ^tf 

3)  a.  ,Jst  1  +  d  >  0,  (d  ^  0)  so  hat  man 

(8)  i+iT^<(i+'^<f-iM- 

Der  zweite  Theil  der  Relation  ist  nur  richtig ,  wenn  d<,- 

Es  sei  u  «=>  —  •     Nach  Nr.  5  hat  man 
^       n 

(9)  ___L^<^l+d<i  +  ^ 

^      n(l  +  d) 

und  da  wegen  1  —  o>*<l    1  +  C9<1:(1^  a>),   so  lang 
1  ^  Ol  >  0,  auch 

n  • 

Dabei  mufs  d  <  m  sein.     Erhebt  man  zur  m**"  Potenz,  ab( 
unter  der  Voraussetzung,  dafs  1  -| .    ,    ,.  >  0  sei,  so  fclj 

woraus  wegen  (1  +  ^0"*  >  1  +  ^'*^i   sofort  Formel  (8)  g 
Wonnen  wird.     Der  erste  Theil  derselben  ist,  falls 

1  +  Mrid)  <  0. 

selbstverständlich,  da  auch  l  +  ,  ^,    ,  <  0. 

/3.  Es  ist  von  Interesse  neben  (8)  noch  eine  andere  R 
lation  kennen  zu  lernen,  in  der  die  (1  +  dy  einschliefsend« 
Grenzen  näher  an  diese  Zalil  herantreten.  Die  Formel  (! 
ist  ein  specieller  Fall  davon. 

„Man  hat  simultan  mit  ft  ^  1 

m         —V  ^  ^1  +  ^^'  ^  1  +  ^^'-    . 

Dabei   mufs,   wenn   ft  >  1,   im  ersten  Theilo   der   Relatio 
d  < T  sein." 
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Wenn  ft>  1,  so  hat  man  nach  (8) 

(11)  —  1  +  ^d. 


Und  ebenso 


(l  -i-d)''  < ^  +  ^        == i 

^^  ^">'  ^1  — (ft  —  l)d     ,      lld  ' 


1  — 


1+d 
wenn  nur  der  Nenner  positiv  ist. 

Wenn  ft  <  1,  so  folgt  aus  (11),  da  ~  >  1, 


1 


(12)     (l+ftd)^>l  +  d    also     l^(id>(l+dy. 

Setzt  man  endlich 

1  +d  =  — ^ 


d     ' 
1  — 


1+d 
so  erhält  man  aus  (12) 


(i+'0->— 75-' 


da  der  Nenner  positiv  ist 

b)  Für  negative  rationale  Exponenten.     Die  hierauf 
bezüglichen  Formeln  folgen  unmittelbar  aus  den  in  a). 

1)  Ist 

a>&>0      ft<0 

so  ist  o/*  <  6^. 

2)  Sind  ^j  V  beliebige  rationale  Zahlen  und  ft>t/, 
so  ist  simultan  mit  a  ^  1 

Denn  es  ist  a/^"'^  ^1*  da  ft  —  v  >  0. 

3)  Unmittelbar    aus    (8)    und    (10)    folgen    für    /Lt  <  0, 
l+t/>0,  d^O 

a)  l+^d<(l+d)M<_i^. 

Der  zweite  Theil  der  Relation  ist  nur  richtig,  falls 

1 


d> 


f*-i 
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ß)  Simultan  mit  0  >  p  >  —  1  hat  man  die  genauen 
Formeln  ^ 

Der  erste  Theil  der  Relation  ist  für  ft  <  —  1    nur  richti, 
wenn 

d>  -• 

8.    Potenzen  mit  irrationalen  Exponenten. 

1.  Sat8.  y^st  eine  irrationale  Zahl  tn«»(9)»)  yorgeleg 
wo  die  Reihe  g)Q,  g>i  •  -  >  aus  rationalen  Zahlen  besteht^  xm 
a  eine  beliebige  positive  Zahl,  so  existirt  ftLr  die  Potei 
a^n  ein  positiver  Grenzwerth  bei  lim  n  =  -f-  oo.  Un 
wenn  auch  (^»)  =  m,  so  hat  ä^n  bei  lim  n  =»  +  cx>  dei 
selben  Grenzwerth.  Diesen  bei  allen  Darstellungen  (k 
irrationalen  Zahl  nt  =>  ((pn)  sich  ergebenden  Grenzwerth  b( 
zeichnet  man  mit  a".  —  Wenn  m  >  0,  so  findet  nu 
ebenso  0"  =  0." 

Beweis.  Zufolge  Annahme  erfüllen  die  q)^  folgend 
Bedingung.  Zu  jeder  Zahl  £  >  0  gehört  eine  Zahl  ft  >  < 
derart  dafs 

q>n^r  —  q>n\<s         H  >  ft         (r  =  1,  2  .  .  .). 

Setzt  man  a^«  =  O«,  so  ist  zu  untersuchen  nach  VII.  11 

0n  +  r-  0,  =  a'^«  +  --a^«  =  a^{a^—  1} 
worin 

Es  sei  zunächst  a>  1,  sodafs  wenn  a  «=  1  -|-  d  g< 
setzt  wird,  d  >  0.     Nach  Nr.  7  hat  man  mit  6^0 

0  ^  (1  +  d)-'  -  1  ^  Üd, 

wobei  die  positiven  Werthe  von  |  jedoch  die  Grenze  1  nid 
erreichen  dürfen.     Es  ist  demnach 

i(i+rf)'-ii<rf:ii. 

Nach  VII.  4  giebt  es  von  0  verschiedene    rationale    Zahl« 
Qöy  derart,  dafs  wenn  nur  n  über   einer   bestimmten  Zil 
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liegt  —  wir  können  sagen  n>ft  —  ^  K^hKq,  somit 
a^*  <  aß.    Man  findet  demnach;  dais 

somit  kleiner  als  eine  gegebene  Zahl  /  >  0,  falls  man 

\l\<s:affd 

nimmt.  Es  gehört  also  zu  jeder  Zahl  b  >0  eine  Zahl 
[i  >  0,  derart  dafs 

|0,  +  ,-«n|<«'  rürn>^'     (r==l,2...) 

d.  h.  die  O»  nähern  sich  bei  unbegrenzt  wachsendem  n  einem 
endlichen  Grenz werthe.  Dafs  er  positiv  und  nicht  etwa  0 
ist,  folgt  daraus,  dafs 

*„  >  a^  für  n  >  ^. 

Ist  auch  (^,)  =  m  und  a^*»  =  5^^„  so  findet  man  durch 
ähnliche  Entwickelung  (0«)  «=  (^n)*  Man  braucht  nur  an- 
zusetzen 

5r,  —  0,  c«  a^"  —  a^"  =  a^-  (a^""^"  -  1) 
und  zu  bemerken,  dafs  fär  n  >  ft 

worin  nach  VII.  4 

Wenn  a  <  1  ist,  so  beachte  man,  dafs 

Der  auf  der  rechten  Seite  stehende  Ausdruck  gehört  zu 
den  soeben  betrachteten. 
Es  folgt  weiter: 

„Ist  m>0  so  ist  a"*^l  simultan  mit  a^l;  ist  m<0, 

so  ist  simultan  mit  a  ^  1 

a"  ^  1." 

Denn  wenn  m  >  0,  so  ist  die  oben  eingeführte  Zahl 
ly  >  0,  somit  neben  a  >  1 
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0«>a^>l, 
also 

(a^.)>l. 
ü.  s.  f. 

Man  hat  noch  hervorzuheben  den 

2.  Satz.  „Wenn  die  Zahlen  9?o>  9i  •  •  •  9^«  •  •  •  einen  : 
tionalen  Grenzwerth  a  besitzen,  so  haben  auch  die  > 
einen  Grenzwerth  bei  lim  n  =  +  cx>  und  zwar  ist 

Z.  B.  ist 

lim  9„  =  0, 

so  ist 

lim  a^"  =  1. 

11=8+00 

Aus  der  Gleichung 

a«  __  oV«  ^  a'^n^a"  -  Vi«  —  1) 

folgt   der    Satz    durch    die    im    Vorstehenden    angewand 
Schlüsse. 

Die  Bezeichnung  a™  für  lim  a^"  ist  völlig  gerechtfert: 
denn  es  übernimmt  diese  Zahl  durchaus  die  Rolle  der  biäl 
deiinirteu  Potenzen.  Denn  es  gelten  für  beliebige  ret 
Exponenten  die  Sätze: 

1.)  a^  '  a^  =  a™  +  ".  ( 

Beim  Beweise  unterscheide  man,  ob  einer  oder  keü 
der  Expcmenten  m,  n  rational  ist.  Im  letzteren  Falle  1 
man  m  =  (g)„),   m  ==  (^«), 

also  nach  VIT.  Note  4) 

Andererseits  ist 

(9«)  +  (tn)  =  ((fn  +  tn) 

und  daher 

lima^»"^'''«  =  a"«  +  ". 
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(Für  n  =  —  m  finden  wir  daher,  dafe  auch  hier 

o—  »  =  1  :  a"*.) 

Ist   m   irrational,   n   rational   und    =^  v,    so    folgt   bei 
lim  n  =  +  oo 

a^^.a''^  lim  a^^  •  o"  =  lim  a^\^''  =  a«  +  ^ 
2.)  a»  .  fe"  =  (afc)"», 

wo  auch  fc  >  0  sein  soll.     Wird  ähnlich  wie  (13)  gezeigt. 

3.)  (o")"  =  ä^  ". 

Beweis.     Es    sei   n   zunächst   rational   imd    zwar    =    - 

worin  q  eine  positive,  p  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet. 

Setzt  man 

p 

(rytn)  q  =  -{/(a«»)^  =  Yä^p  =  y , 

so  ist 

Ebenso  folgt  aus 

mp 

Daher  ist  y  =  0  (Nr.  4)  oder 

Ist  nun  auch  n  irrational  und  zwar  =  (i^n),  so  hat  man 
(a")«  =  lim  (a^y^'n  =  lim  a"«^» 

n=-{-ao  11=4-« 

nach  dem  soeben  erwiesenen  Satze.     Und  da 

(intn)  =  mn, 

so  ergiebt  sich  endlich 

Auch  die  Ungleichungen  in  Nr.  7  behalten  Gil- 
tigkeit,  wenn  die  darin  vorkommenden  Exponenten  ^,  i/ 
reelle  Zahlen  überhaupt  bedeuten,  und  zwar  in  a)  positive, 
in  b)  negative  oder  auch  beliebige  reelle  Zahlen.  Einer 
näheren  Ausführung  wird  nur  der  Beweis  von  (8)  d.  i.  der 
Relation 
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l+rf>0         d>0 

(14)        (m>0)       H-^^<(l+rf)-<^-l_^ 

bedürfen,  da  (10)  und  b)  3)  daraas  durch  SchlQsse  abgeleitd 
sind,  die  von  der  Natur  des  Exponenten  fi  unabhängig  sind 
Der  zweite  Theil  von  (14)  ist  jedoch  nur  richtig,  wenn 

1  —  mei  >  0. 

Es  sei  wieder  m  =  (q>n)'    Man  hat  nun,  da  f&r  n  >  (i 

nach  (8) 

daraus  folgt  aber  nach  dem  3.  Gorollar  in  YII.  5  (ygl.  daza 
Note  4)  nur 

(15)  i+n^^(i  +  d)-;^r:nrd- 

Man  weifs  nun  nach  (10),  dals  wenn  in<  1,  somit  aneh 
tpn  schliefslich  <  1  ist, 


1-     " 


~^-<il  +  ä)'''<l  +  <Pnd. 


l  +  d 
Somit  ergiebt  sich 


Y~^a-^'+<^">r^^-ä-('  +  ^''d) 


vld^      ^       m'«d* 


> 


1  —  q>  d       1  —  m'd' 


a+'')'-('+Äy>^.-(>+aA,) 


1  +d 


also 


>,-, 


(l+d)    [l+(l-g,^)dy 


(l  +  d)Ll  +  (l-m')dJ' 


fwenn  0<m'<in  und  rf>0.  [Für  d<0  mttfate  in  den 
Nennern  der  letzten  Glieder  statt  9),  eine  Zahl  m"  >  m  ge- 
setzt werden.]  Daraus  ist  nun  ersichtlich,  dafs  in  (15)  die 
untereil  Zeichen  (=■)  unmöglich  sind.  —  Wenn  m  >  1,  also 
ßchtiefalich  q;,  >  1,  ergiebt  sich  mit  Benutzung  von  (10) 


-(l+rfr">j_ 


'l-^-d 


(i+'^r-O+i^,) 


d)  [l  +  (l-9>Jd]' 


l  +  d' 

woraus  man  denselben  SchluTs  wie  oben  ableiten  kann. 
Vorher  ist  jedoch  noch  zu  bemerken,  dafa  in  des  erateren 
Formel  1  —  il  [ip„  —  1)  stets  positiv  ist.  Dies  versteht  sich 
von  selbst,  wenn  (^<0;  ist  aber  d>0,  ao  hat  man 

1  —  d  (y.  —  1)  >  1  —  93.  rf, 
was  in  der  genannten  Formel  immer  als  positiv  anzusehen  ist. 

9.    Die  Logarithmen. 

Satz.  „Wenn  a  und  b  positive  Zahlen  bedeuten,  die 
erstere  von  1  verschieden,  so  giebt  ea  stets  eine  und  nur 
eine  Zahl  x,  welche  der  Gleichung  a'  =  6  genügt. 

Beweis.  Ea  sei  zuerst  a  >  1.  Dann  wächst  a"  zu- 
gleich mit  X  und  zwar  Über  jede  endliche  Zahl,  denn  nach 
der  vorigen  Nummer  iat 

a^  >  1  +  Ä  (a  —  1) 

für  X  >  1.  Daraus  folgt,  dafs  ea  eine  ganze  Zahl  (^  geben 
mufs,  derart,  dals  entweder  «"■  =•  b  oder 

i^'<_b<a'^  +  '. 

Im  ersten  Falle  ist  x  =  Cg  eine  Auflösung  der  Gleichung 
a^  ^  b.  Im  zweiten  Falle  bilde  mau,  uul«r  c  eine  positive 
ganze  Zahl  >  2  verutaudeii,  die  t'oteuxen 
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a       *,        a       •  . . .  a  '    . 

Sodann  ergiebt  sich,  dafs  eine  ganze  Zahl  f| 

0  <  c?i  <  c  —  1 
existiren  mufs,  derart  dafs  entweder 


oder 


a       «  =  0 


^+  *"'    ^,    .   <^»  + 


c,  +  l 


a       ' <b<a         '    . 
Im  ersten  Falle  ist  eine  Auflösung,  nämlich 

unserer   Gleichung   gefunden.    Im    zweiten    theilen    wir  < 

Intervall    -   neuerdings   in  e  gleiche   Theile,    wodurch  e 

ähnliche  Disjunction  zu  Tage  tritt.  U.  s.  f.  Das  Ergebt 
dieser  Betrachtung  wird  folgendes  sein.  Entweder  exis 
eine  rationale  Zahl  von  der  bestimmten  Form 


c,    ,    Cr  c 


welche  die  Gleichung  a'  =  fc  befriedigt,  oder  wir  erhal 
eine  unbegrenzte  Reihe  von  ganzen  Zahlen  c^^  ^i  ^  • 
worin  von  c^  an  alle  Ziffern  sind,  d.  i.  zwischen  0  und  e- 
liegen,  von  der  Eigenschaft,  dafs,  wie  grofs  auch  der  Zei 
n  sein  mag,  stets 

a^n<::b<a 
Dabei  ist 

Und  es  ist  leicht  zu  zeigen,  dafs  für  die  Zahl 

X  =  {Sn)         a'  =  b 
ist.     Da  jetzt 
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also 


80  hat  man 


also 


a-~fe|<6(a  — 1)^5 


c* 


somit  ist  la"^  —  h\  kleiner  als  jede  positive  Zahl  £  d.  i. 

a'  =  6. 

Dafs  es  nur  eine  Zahl  x  geben  kann,   wofür  a*  =  6, 

folgt  daraus ;  dafs  für  x^x  simultan  a*  ^  a*.  —  x  ist 
positiv,  wenn  &>1;  negativ,  wenn  fc  <  1.  Die  Gleichung 
a'  =  1  hat  nur  die  Losung  a;  =  0. 

^  Ist  0  <  a  <  1,  so  ist  —  >  1,  also  existirt  eine  und  nur 

I     eine  Zahl  a?^,  derart,  dafs 

(ir  - ». 

somit 

Man  hat  also  für  x  =  —  x^ 

Man  nennt  die  der  Gleichung  a^  =  b  genügende  Zahl 
X  den  Logarithmus  der  positiven  Zahl  b  in  Beziehung 
auf  die  Basis  a: 

X  =  "log  6. 

Hierbei  reicht  es  jedoch  aus,  jder  Basis  einen  bestimmten 
positiven,  von  1  verschiedenen  Werth  B  zu  ertheilen.  Denn 
hat  man  die  Zahlen  ^log  a,  ^log  i  ermittelt,  so  folgt  aus 

(a)     6  =  a'=B^^i^8«    a;  ^log  a  =:  ^log  &    x-^-f^- 

Für  B  sind  gegenwärtig  nur  zwei  Annahmen  üblich.  Ent- 
weder setzt  man  J3  =  10  als  der  Basis  des  dekadischen 
Zahlensystemes  oder  nimmt  für  B  die  in  YU.  5  eingeführte 

stolz,  Vorlesungen.  10 
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irrationale  Zahl  c,  die  mit  den  Stellen  2,7182818284  beginn 
Die  zur  Basis  10  gehörigen  Logarithmen  heifsen  genieii 
oder  nach  ihrem  ersten  Berechner  Briggiscfae  Logarithmei 
die  zur  Basis  e  gehörigen  natürliche  oder  Neperische 
Logarithmen.  Wir  gebrauchen  für  die  ersteren  die  Abkü 
zung  log;  für  die  letzteren  ly  so  dafs 

Aus  (a)  folgt 

X  =  <>log  6  =  -^  «=  Mlhy 

worin  die  Constante  M  =  \  :  la  als  Modulus  des  zur  B; 
sis  a  gehörigen  Logarithmeusystemes  bezeichnet  wii 
Man  hat  also 


c^  =  a, 

oder 

e  —  a^, 

somit  auch 

Jlf  =  «logr. 

Wenn  die  Basis  eines  Logarithmensystemes  >  1  is 
wie  wir  stets  annehmen,  so  ist  sein  Modulus  positiv. 

Wenn  die  Decimalzahl  h  nicht  eine  ganze  Potenz  vc 
10  ist;  so  besteht  ihr  gemeiner  Logarithmus  aus  der  ganze 
Zahl  Cq  —  der  Charakteristik  —  und  einem  positive 
echten  Decimalbruche,  Mantisse  genannt.  Ist  6  >  1,  8 
ist  Cq  gleich  der  um  1  verminderten  Anzahl  der  Ziffern  v( 
dem  Komma;  ist  6<1,  der  Anzahl  der  Nullen  vor  der  erste 
geltenden  Ziffer.  Die  gemeinen  Logarithmen  der  uatfirlicbe 
Zahlen,  welche  nicht  Potenzen  von  10  sind,  sind  irrationa 
da  jede  gebrochene  Potenz  von  10  irrational  ist. 

Briggs  berechnete  die  gemeinen  Logarithmen  der  m 
tiirlichen  Zahlen  h  nach  dem  oben  angegebenen  Verfahrei 
a  =  10  6  =  2  gesetzt.  Hierbei  kommt  man  mit  succef 
siven  Ausziehungen  von  Quadratwurzeln  aus: 

|/I0  =  u;i,         y'w^  "KlÖt^i, 

u.  s.  f.^)     Einfacher   gestaltet   sich   die   Arbeit^    wenn   ma: 
zunächst  durch  fortgesetztes  Ausziehen  der  Quadratwunel 
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j/lÖ,    j/iö,    f/iö... 

berechnet  und  b  auf  das  Intervall  (0,10)  einschränkend,  ver- 
mittelst aufeinander  folgender  Divisionen  die  Ziffern  Cj,  c^... 

bestimmt.     Ist  z.  B.  YTÖ  <  &  <  10,  also  c^  =  1,  so  dividire 

man  b  durch  }/lÖ.    Je  nachdem  der  Quotient  kleiner  oder 

gröfser  als  j/lO,  hat  man  Cg  =  0  oder  1  u.  s.  f.  —  Schneller 
kommt  man  vorwärts  mittelst  einer  Tafel  der  Potenzen  von 
10  zu  den  Exponenten 

— ,      — ,...  — (w  =  l,2...)-*) 

10"  10" '  10"  ^  ^ 

10«    Allgemeine  Eigenschaften  der  Logarithmen. 
1)  Der   Logarithmus  eines  Productes  ist  gleich 
der  Summe  der  Logarithmen  der  Factoren. 
Ist 

P  =  &!  &2  •  •  •  ^P 


und 

so  hat  man 

und 

somit 


B'r  =  br         (r=  1,  2.  ..|)), 


Xr  =  ^log  br 
^1  +  ^2  +  •  •  •  +  ^P  =  ^^^^  P' 

2)  Der  Logarithmus  eines  Quotienten  ist  gleich 
der  Differenz:  Logarithmus  des  Zählers  weniger  Lo- 
garithmus des  Nenners. 

Ist 

P=b:c,        B'  =  b,        By=-c, 
so  folgt 

P  =  B'-y        ^log  P=  a;  —  y  =  ^log  b  —  ^log  c, 

3)  Der  Logarithmus  einer  Potenz  ist  gleich  dem 
Producte  des  Logarithmus  der  Basis  mit  dem  Ex- 
ponenten. 

Für  P=b'  folgt  P=.B'%  also 

^log  P  ==  a:c  =  c  •  ^log  b. 

4)  Zur  gröfseren  von  zwei'  positiven  Zahlen  ge- 

10* 
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hört  der  gröfsere  Logarithmus^  wenn  die  Basis  B> 
—  Ist  6  >  c  >  0,  so  hat  man 

^log  6  >  ^log  c ; 
denn  wäre 

^log  b  ^  ^log  c, 

80  würde,  da  B>  l,  folgen 

b<c. 


IX.  Abschnitt, 
hie  reelkn  VerÜnflArlichen  nnd  ihre  Fniictioneii. 

1.  Unter  einer  reullen  Veränderlichen  verstellt  man 
eine  Zahl,  die  unbegrenzt  viele  reelle  Werthe  annehmen 
kann,  deren  jeder  völlig  bestimmt  sein  mufs.  Die  Gesammt- 
heit  dieser  Werthe  heilst  der   Bereich  der   Veränderliehen. 

Hierbei  sind  zunächst  mir  Rwei  Fälle  deiikbur.  Ent- 
weder liegen,  algebraisch  gesprochen,  sämmtUchc  Werthe 
der  Veränderlichen  (d.  i.  jeder  einzelne  derselben)  unter  einer 
bestimmten  Zahl,  oder  die  Veränderliche  nimmt  Werthe  au, 
gröl'ser  als  jede  gegebene  positive  Zahl.  Im  letzteren  Falle 
aagt  man,  die  Veränderliche  habe  die  obere  Urenze  oder 
den  Oreuzwerth  +  oo  (unendlich)  oder  sie  wird  unend- 
lich; denn  einen  gröfaten  Werth  giebt  es  för  sie  nicht.  Aber 
auch  im  ersten  Falle  mufs  man  sich  hüten  zu  glauben,  dafa 
die    Veränderliche   einen    gri'>raten  Werth    aunehmen    müsse. 

So  giebt  es  z.  B.  unter  den   echten  Brüchen  1 ,    worin 

n  jede  natürliche  Zahl  (1,  2...)  sein  kann,  keinen 
grüTsten.  In  jedem  solchen  Falle  lärst  sich  zunächst  nur 
Folgendes  behaupten. 

SatE.  Liegen  eämmtliche  Werthe  einer  Verän- 
derlichen X  unter  einer  endlichen  Zahl  A,  so  giebt 
es  eine  und  nur  eine  Zahl  g  von  der  Eigenschaft, 
dafs  keiner  der  Werthe  x  sie  überschreitet,  dafs 
aber  mindestens  ein  Werth  von  x  vorhanden  ist, 
dessen  Unterschied  von  g  weniger  beträgt,  als  eine 
gegebene,  sonst  beliebige  positive  Zahl  £.')  g  heifat 
die  o^ere  Grenze  der  Veränderlichen  x. 
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Beweis.     Es  sei  Xq  ein  bestimmter  Werth  Ton  x.    Dann 
giebt  es  zwei  ganze  Zahlen  p,  q^  so  dafs 

p<XQ<Ä^q. 

■ 

Betrachtet 'man  die  Intervalle 

SO  mufs  eines  von  ihnen  das  letzte  sein,  welches  überhaupt 
noch  Werthe  von  x  enthält,  und  zwar  in  dem  Sinne,  dafs 
seine  obere  Grenze  keinesfalls  von  einem  Werthe  der  Ver- 
änderlichen X  gebildet  ist.  Dasselbe  sei  mit  (c^y  c^  -f  1] 
bezeichnet.  Ist  c„  der  einzige  Werth  von  x^  der  darin  vor- 
kommt, so  ist  Cy  der  gröfste  Werth,  den  x  überhaupt  an- 
nehmen kann,  so  dafs  man  g  =  Cq  setzen  kann.  Kommen 
,aber  innerhalb  des  Intervalles  (cq,  Cq  +  1)  Werthe  von  i 
vor,  so  theile  man  dasselbe  in  e  gleiche  Theile  (e  ^  2) 

worauf  man  denselben  Schlufs  wiederholen  kann.  Es  giebi 
ein  letztes  Intervall 

(^o  +  ^S  ^0  +  ^^)     o<:c.<:e-  1, 

in  dem  überhaupt  noch  Werthe  von  x  vorkommen,  wiedei 
in  obigem  Sinne.    Beschränken  sich  dieselben  auf  den  WerÜ 

Cq -{---,  so  bildet  er  die   verlangte  .Zahl  g]  in   dem   anden 

Falle  theile  man  das  eben  erwähnte  Intervall  neuerdings  ii 
e  Theile.  U.  s.  f.  Auf  diese  Weise  gelangt  man  zur  Ein 
sieht,  dafs  entweder  g  eine  Zahl  von  der  Form 


Co  +  "i  +  %  +  ---  +  -„ 


m 
m 


sein   mufs,   unter  Cj,  c^ , , ,  c„^  ZiflFern  verstanden,    oder  dafi 
eine  Zahl 


c  =  (c.+H---  +  ^) 


€ 

existiren  mufs  von  der  Eigenschaft,  dafs  in  jedem  Intervalle 


wie  grofa  auch  die  ganze  positive  Zaiil  n  aeiii  mag,  Werthe 
von  X  zu  finden  sind, 

aber  bereits  grofaer  ist  als  jeder 'Werth  von  x.  Daraus 
folgt,  dafs,  wenn  x  einen  bestimmten  dieser  Wertbe  bedeu- 
tet, c^x  (VII,  5,  2.  Cor.),  dafa  aber,  indem 

Werthe  x,  von  x  vorhanden  sind,  wofür 


c 


-x,<- 


d,  i.  kleiner  sein  kann  als  irgend  eine  gegebene  Zahl  s  >  0. 
Die  Zahl  c  ist  somit  die  im  Satze  angekündigte  Zahl  g. 
Dafs  es  nur  eine  solche  Zahl  g  geben  kann,  folgt  aus  der 
Relation  g^x,  g  —  a;,  <  a  durch  einen  indirecten  Beweis 
nach  VII.  7. 

Gehört  g  zu  den  Werthen  von  x,  so  ist  es  der  grÖfste 
derselben;  die  Veränderliche  erreicht  ihre  obere  Grenze.  Im 
anderen  Fall  ist  g  ein  Grenzwerth  der  Veränderlichen 
im  eigentlichen  Sinne  (lim  j;  ^ß)  d.  i.  ein  Werth  gröfser 
als  alle  der  Veränderlichen  ertheilten  Werthe,  dem  sie  jedoch 
beliebig  nahe  kommen.    So  ist  in  dem  oben  gebrachten  Bei- 


^  1    ein  eigentlicher 


spiele  X  =  \ die  obere   Grenze 

Grenzwerth. 

Die  vorstehende  Entwickeiuiig  dient  nur  dazu,  um  die 
Existenz  der  Zahl  g  festKUstellen,  keineswegs  aber,  um  die- 
selbe zu  berechnen.  Die  letztere  Aufgabe  läfst  sich  nicht 
so  einfach  behandeln,  sie  erfordert  vielmehr  in  jedem  ein- 
zelnen Falle  besondere  Kunstgriffe.  Ebensowenig  ist  bisher 
ein  allgemeines  Verfahren  bekannt  geworden,  um  durch  eine 
endliche   Anzahl   von    Operationen   zu  entscheiden,   ob 


I 


Tei^derliahe  und  Fonctioneo. 

die  obere  Grenze  einen  Veränderlichen   endlich   oder   oneiid- 
Hell  ist. 

Wendet  man  die  obige  Erörterung  auf  die  Veränder 
liehe  — a;  an,  so  gelangt  man  zur  Festsetzung  der  untereB 
Grenze  von  x.  Nimmt  die  Veränderliche  Werthe  an,  kl 
ale  jede  gegebene  negative  Zahl,  so  sagt  man,  ihre  unteiv 
Grenze  sei  —  oo  oder  sie  habe  <len  Grenzwerth 
„Liegen  aber  sämmÜielie  Werthe  der  Veriinderiichen  x  Aber 
einer  bestimmten  Zahl  JS,  ao  existirt  eine  und  nur  eine  Z^ 
k,  unter  welche  kein  Werth  derselben  sinkt;  es  giebt  jedodi 
mindestens  einen  Werth  x^  von  x,  derart,  dafs  x^  —  Je  grÖfMJ 
iat  als  eine  gegebene,  sonst  beliebige  positive  Zahl  f.  k  faeilM 
die  untere  Grenze  der  Veränderlichen/'  Man  hat  deiff 
nach  x'^k,  aber  a;,  >  ft  -(-  e. 

Endlich   heifst   eine   Veränderliche,   deren  jedi 
Werth  zwischen  denselben  Zahlen  liegt. 

2.  Die  Veränderliche  x  heifst  in  dem  endlichen  Int» 
valle  (o,  b)  stetig,  wenn  sie  alle  reellen  Werthe  a  <1«<1 
annimmt.  Sie  heiTst  im  Intervalle  {a,  b)  allenthalbsf 
iiberaildicht,  wenn  in  jedem  aus  dem  Intervalle  (o,  H 
herausgehobenen  Intervalle  (n,  b')  —  a  <  a  <  fe'  <  6  — 
mindestens  ein  Werth  derselben  vorkommt. 

3.  Ein-  und  mehrdeutige  Functionen  einer  reeU 
len  Veränderlichen.  Wenn  jedem  Werthe  x  einer 
definirten  Veränderlichen  ein  und  nur  ein  Werth 
net  ist,  so  heilst  y  eine  eindeutige  Function  der  unal 
hUngigen  Veränderlichen  x,  in  abgekürzter  Schreibweic 
y  =  f(x).  Da  der  Bereich  der  letzteren  unbegrenzt  vidi 
bestimmte  Werthe  umfafst,  so  kann  eine  solche  ZuordnuiM 
nur  durch  eine  arithmetische  Vorschrift  erfolgen,  wel  * 
lehrt,  wie  zu  irgend  einem  Werthe  von  x  das  zugeborige  Jf 
berechnet  werden  kaun.^J  Werden  in  derselben  Art  iedeS 
Werthe  der  unabhängigen  Veränderliehen  x  zwei  oder 
rere  Werthe  y  zugeordnet,  ao  nennt  man  y  eine  zwei- 
mehrdeutige Function  von  x.  —  Die  unabhängige  Ver 
änderliche  x  heifst  auch  das  Argument  der  Function. 

Ein  Polynom  aus  einer  endlichen  Anzahl    von  Gliedei 


y  zugeor 


der  Form  Orif,  worio  a^  eine  Constante,  r  eiDe  ganze  posi- 
tive Zahl  oder  Null  bedeutet,  d.  i, 

F{x)  =  fl„  +  «,«  +  ...  +  a._ ,  I— '  +  o,  X'  (a,  ^  0), 
heifst  eine  ganze  rationale  Function  von  x  und  zwar 
vom  »""  Grade  in  x.  Durch  diesen  Ausdruck  wird  jedem 
endliche»  Werthe  x  ein  Werth  y  =  F{x)  zugeordnet.  Der 
Quotient  zweier  ganzen  Functionen  -F(j'Jf  ^H^)  bildet  eine 
rationale  Function  von  x.  G{x)  :  F(x)  liefert  zu  allen 
jenen  Werthen  von  x,  wodurch  F(x)  nicht  zu  Null  gemaclit 
wird,  einen  Werth  y  =  G(j;)  :  F(x).  —  Ea  ist  zweckmUfsig, 
di«  zuletzt  gegebenen  Begriffe  sogleich  auf  mehrere  unab- 
hängige Veränderliche  3:,,  x^  . . .  x„,  auszudehneu.  Ein  Ag- 
gregat von  Gliedern  der  Form 

worin  der  erate  Factor  eine  Coustante,  die  r, ,  r^ . . .  r„,  ganze 
positive  Zahlen  oder  Null  bezeichnen,  in  endlicher  Anzahl 
heifst  eine  ganze  rationale  Function  der  unabhängigen 
Venin  der  liehen  a:,,  2; , . . .  Xn.  Hat  die  Summe  der  Exponen- 
ten r,  -\-  r^  -\-  . . .  -\-  r„  in  allen  Gliedern  einen  und  den- 
selben Werth  N,  80  sagt  man,  die  Function  sei  homogen 
nnd  von  der  Dimension  N  in  x,,  x^ .  . .  x^.  Wenn  diese 
Summe  verschiedene  Werthe  besitzt,  so  sei  N  der  grÖfste 
derselben;  der  ganzen  Function  wird  dann  die  Dimension  N 
in  den  x^,  Xj  . . .  x„  beigelegt.  Der  Quotient  zweier  ganzen 
Functionen  in  x,,  x^ . . .  x„  bildet  eine  rationale  Function 
dieser  Veränderlichen.  —  Setzt  man  eine  ganze  Function 
gleich  0,  so  erhält  man  eine  algebraische  Gleichung. 

Der  VIII.  Abschnitt  bietet  neue  Beispiele  von  Functio- 
nen dar.  Wir  haben  die  Potenz  fl'  (« >  0)  nacheinander 
definirt  für  positive  ganzzahlige,  für  rationale,  für  irrationale 
Werthe  des  Exponenten  x.     Tm  ersten  Falle  war 

(f  =  n  ■  fl  . .  .  n  (x  mal) ; 
im  zweiten 

X  =  '"  H'  =  (V^)™  , 

im  dritten 

X  =  (qj,)        a'  =  lim  a"""         (lim  m  =  -^-  00). 
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So  wurde  jedem  reeüen  Werllie  Yon  x  ein  Werth  «■  mgc 
ordnet,  also  für  die  Geaaramtheit  der  reellen  Werthe  i 
eine  eindeutige  Function  definirt,  die  wir  fortan  die  Ex- 
ponential-Function  nennen  werden.  —  Beschränken  t 
die  Variabele  x  auf  positive  Werthe,  so  definirt  a)",  wo 
eine  beliebige  reelle  Zabl  auTser  0  sein  kann,  die  Potetii 
t'unction,  welcher,  falls  (i  >  0  für  x  ^^0,  der  Werth  0  z 
kommt.  Desgleichen  defluirt  die  Gleichung  Sv  ^  x  t 
positive  Werthe  von  x  eine  eindeutige  Function  von  x,  di 
-R-Logarithmu8  y  ^  *log  x. 

Es  hindert  nichts,  das  Gesetz  der  Zuordnung  zwische 
je  zwei  Zahlen  x,  y  nach  Willkür  anzunehmen.  Ordnet  i 
z.  B.  jedem  rationalen  Werthe  des  lutervallea  ('.),  1)  den  Weifl 
f/  =  0,  jedem  irrationalen  desselben  den  Werth  y  =  1  i 
so  bilden  diese  Werthe  y  eine  eindeutige  Function,  definiH 
für  alle  Werthe  x:  0  <  a:  <  1. 

Den  rationalen  Functionen  von  x  gegenüber  bieten  dil 
nachher  aufgeführten  Functionen  einen  wesentlicheu  ünto; 
schied  dar.  Die  ganze  Function  y  ^  J'X^)  ist  ein  Ausdradt 
der  gestattet,  3  für  alle  Werthe  von  x  unmittelbar  zu  b» 
rechnen.  Es  sind  nur  mit  der  Zahl  x  gewisse  MultipJiok 
tionen  vorzunehmen  und  die  so  erhaltenen  Glieder  hiuterhtf 
zu  addiren.  Auch  wenn  y  durch  den  Grenzwerth  eines  i 
X  rationalen  Ausdruckes  definirt  ist,  etwa  y  =  lim  9),,  (x)  bcj 
lim  «  =  -(-  00,  80  kann  die  Zalil  y  aus  x  uumittelbar  1 
rechnet  werden.  In  einem  solchen  Falle,  d.  i.  wenn  eil: 
einziger  analytischer  Ausdruck  gegeben  ist,  welcher  dib 
Berechnung  der  Zahl  y  ^  f\x)  aus  jedem  der  der  uaabhS» 
gigen  Verändurlichen  x  beigelegten  Werthe  ermöglicht,  8ag«l 
wir  die  Function  sei  für  diesen  Bereich  von  x  ana- 
lytisch dargestellt.  Die  oben  gegebene  Definition  da' 
Exponentialfunction  int  nicht  von  dieser  Art.  Dagegen  mni 
analytische  Darstellungen  derselben  in  den  folgenden  Defi- 
nitionen enthalten 

=  e"  lim 


Ebensowenig  haben  wir  bisher  eine  analytische  Darstellung 
der  Potenz function  x>',  falls  ^  keine  ganze  Zahl  ist,  kennen 
gelernt. 

Setzt  man  fest,  dafa  zwischen  zwei  Veränderlichen  x,  y 
eine  algebraische  Gleichung  F{x,y)=Q  bestehe,  so  wird 
die  eine  derselben  als  eine  algebraische  Function  der  an- 
deren als  unabhängig  vorausgesetzten  betrachtet.  Dabei 
kann  de  (selbstverständlich  bei  alleiniger  Berücksichtigung 
von  reellen  Werthen)  eine  mehrdeutige  Function  der  anderen 
sein. 

Wenn  eine  irgendwie  definirte  Function  von  x  weder 
durch  einen  in  x  rationalen  Ausdruck  dargestellt  werden  kann, 
noch  für  alle  der  unabhängigen  Veränderlichen  x  beigelegten 
Werthe  einer  und  derselben  algebraischen  Gleichung  Genüge 
leistet,  so  heilst  sie  transcendent.  Solche  Functionen  sind 
die  Exponent ialfunction,  die  Pot«nzfuuction  bei  irrationalem 
Exponenten,  der  Logarithmus.  Der  Beweis,  dafa  keine  von 
ihnen  eine  algebraische  Gleichung  t\x,  j/)  ^  0  identisch  er- 
füllt, kann  hier  nicht  geliefert  werden. 

Zusammengesetzt  heifüt  eine  eindeutige  Function  B 
von  X,  wenn  die  Zuordnung  des  Werthes  s  zu  jedem  Werthe 
von  X  in  der  Art  bewerkstelligt  ist,  dafa  einem  solchen 
zuerst  ein  bestimmter  Werth  y  und  diesem  dann  ein  Werth 
s  zugeordnet  wird.  Die  abgekürzte  Bezeichnung  hierfür  iat 
«  =  9)  [ /'(x)  ] .  Zwischen  x  und  s  können  auch  zwei  oder 
mehrere  Zwischenglieder  eingeschoben  werden, 

4.  Eine  eindeutige  Function  kann  für  alle  Werthe  von 
X  in  dem  Intervalle  (a,  li)  deBnirt  sein,  mit  Ausnahme  einer 
endlichen  Anzahl  derselben.  Dies  tritt  z.  B.  bei  gebrochenen 
rationalen  Functionen  ein,  wenn  das  Intervall  Werthe  von 
X  enthält,  wofür  der  Nenner  0  iat.  80  ist  (/  =  1  :  a:  für  alle 
X  im  Intervalle  { —  1,  -(-  1)  definirt,  ausgenommen  a:  =  0. 
Für  a:  ^  0  hat  y  keinen  Sinn,  dagegen  kann  man  1  :  y 
0  sein  lassen.  Man  sagt  in  dem  Falle,  dafs  t\x)  für 
einen  bestimmten  Werth  a.  =  fi  niclit  definirt,  dem 
reciproken  Werthe  \  :  l'{x)  aber  fflr  a:  =  H  der  Werth 
0  beigelegt  ist,  die  Function  f(x)  sei  für  x  ^=  a  un- 
endlich: f{a)  =«  oo.     In  dieser  Formel  hat  das  Symbol  oo 


kein  Vorzeichen,  während   es  in  Nr.   1   mit   einem 
ist.     Man   wird   auch,   weim,   wie  es   (ibiich  ist,   statt 
„oo"  gesetzt  wird,  die  doppelte    Bedeutung   des    Unendlii 
in  der  Functionen theorie  leicht  auseinander  halten,') 

Betrachtet  man  an  Stelle  von  /\x)  die  /usammengeseti 
Function  von  y 

80  ist  dieselbe  für  y  ^  0  durch  f(x)  nicht  definirt.  3t 
man  aber  fest,  dafs  ^(O)  ^b  sei,  ao  sagt  man  f(x)  sei 
den  Werth  x  =  ck>  (ohne  Vorzeichen)  definirt:  /"(£»)=> 
Man  kann  auch  annehmen,  es  sei  für  ^  =  0  9>(j/)  nicht 
tinirt,  dagegen  1  ;  fpij/)  ^  0.  Dann  heifst  es,  /'(*)  ist  i 
den  Werth  x  =^  xi  unendlich:  /foo')  ^  oo.  —  So 
zu  f(x)  =  z-"  (/i  >  0)  die  Werthe 

/■(0)  =  ^,       /■(c^)  =  o, 

zu  /'(:c)  ==■  x^  f{p°)  ■=  "o  gezogen;  (V  ist  nach  VIII.  8  Ä 
5.  (irenzwerthe  der  Functionen  einer  Verl 
derlichen.  Nehmen  wir  an,  es  sei  die  eindeutige  FuneC 
y^/(^)  definirt  filr  unbegrenzt  viele  Werthe  x  in  dem 
tervalle  (ff,  a  +  rf)  —  li  >  0  — ,  welche  sich  dem  Gronzwert 
a  beliebig  nähern,  sodufs  zu  jeder  Zahl  tf>0  mindeati 
ein  Werth  Xi  von  x  gebort,  derart,  dafa  «  ■<  a;,  ■<  o  -f- 
Dabei  genügt  es  anzunehmen,  dafs  x  dem  WertLe  a  falle 
sich  nähere,  also  x  —  a  >  0  sei;  was  kurz  durch  die  Foi 
lim  X  =  a  ■\'  0  ausgedrückt  wird,  üb  fix)  für  x  =  a  m 
definirt  ist  oder  nicht,  kommt  hier  nicht  in  Betracht.  1 
wird  nun  fragen,  was  sich  aus  dieser  Annahme  für  die  Werl 
von  fix)  ergiebt.  Darauf  können  wir  jetzt  noch  keine 
wort  ertheilen,  sondern  müssen  uns  auf  die  Aufzähla 
einiger  besonderen  Fülle  beschranken. 

Man  sagt,  die  Function  y  =  f{x)  besitze,  währei 
X   in    der    angegebenen    Weise    dem    Werthe    a   ai 
nähert,  einen  endlichen  Grenzwerth  h  d.  li.  es 
die  Formel 
(1)  \imf{x)  =  h 

dann  und  nur  dann,  wenn  jeder  positiven  Zahl  <  t 
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positive  Zahl  d  zugeordnet  werden  kann,  derart, 
dafs  der  absolute  Betrag  von  f{x)  —  b  kleiner  ist  als 
€  für  jeden  der  Veränderlichen  x  zufolge  ihrer  De- 
finition zukommenden  Werth,  der  zwischen  a  und 
a  +  ö  liegt.*)     D.  i. 

a<x<a  +  d        \f{x)  —  6|  <  £. 

Und  ferner:  Es  ist  . 

(2)  lim     f{x)  =  +  oo     (bez.  —  cx>), 

wenn  jeder  positiven  (negativen)  Zahl  G  eine  positive 
Zahl  d  zugeordnet  werden  kann,  derart,  dafs  f(x)  >  G 
(bez.  <  G)  für  jeden  der  Veränderlichen  x  zufolge 
ihrer  Definition  zukommenden  Werth^  der  zwischen 
a  und  a  -{-  d  liegt. 

Wenn  f(x)  selbst  weder  den  Grenzwerth  +  ^^;  noch 
—  oo  jedoch  lim  |  f(a)  |  =  +  ^^  bei  lim  x  =  a  -{-  0 
ist,  so  spricht  man  manchmal  von  „unbestimmt-unendlich 
Werden'^  von  f(x),  ein  Ausdruck,  den  man  fallen  lassen  kann, 
da  sich  dieses  Verhalten  von  f(x)  in  anderer  Weise  cha- 
rakterisiren  läfet  (vgl.  Nr.  7,  IV). 

In  ähnlicher  Weise  wird  man  Formeln,  wie 

lim  f(x)  «=  6 

erklären,  wobei  angenommen  ist,  dafs  die  unabhängige  Ver- 
änderliche X  sich  steigend  dem  Grenzwerthe  a  nähert,  d.  h. 
dafs  jeder  positiven  Zahl  d  mindestens  ein  Werth  x^  von  x 
entspricht,  derart,  dafs 

a  —  d  <,x^<,a. 
Die  Formel 

lim  f(x)  =  b 

endlich  bedeutet,  dafs  jeder  Zahl  £  >  0  eine  Zahl  ^  >  0  zu- 
geordnet werden  kann,  derart,  dafs 

\fix)  -b\<a 

für  alle  der  Veränderlichen  x  gemäfs  ihrer  Definition  zu- 
kommenden Werthe,  welche  der  Bedingung  Genüge  leisten: 

\x  —  a|  <  d. 


158  Veränderliche  und  Fonctionen. 

Ist  eine  eindeutige  Function  y  =  f(x)  fttr  Werthe  tod 
X  erklärt^  die  jede  positive  Zahl  überschreiten,  so  kann,  wie 
wir  schon  im  VIT.  Abschnitte  erfahren  haben,  f\x)  sich  einem 
endlichen  Grenzwerthe  b  nähern,  auch  kann  sie  den  Grenz- 
werth  -|-  oo  oder  —  oo  haben.     Die  Formel 

lim  f(x)  =  b 

bedeutet,  dafs  jeder  positiven  Zahl  e  eine  Zahl  (r>() 
zugeordnet  werden  kann,  derart,  dafs 

I  f(x)  -b\<s 

fär  alle  der  Veränderlichen  x  gemäfs  ihrer  Defini- 
tion zukommenden  Werthe,  welche  >  G  sind  Den 
Sinn  der  Formeln 

Umf(x)  =  +  oo,     oder     =  —  oo, 

kann  man  unmittelbar  aus  den  Angaben  von  VII«  2  ent- 
nehmen. Ebensowenig  wird  es  einer  Schwierigkeit  begegnen, 
sich  die  Bedeutung  von  Formeln,  wie 

lim     f(x)  =  b         lim  f(x)  «==»  6 , 


X=: QO  X  =5  00 


klar  zu  machen.     Die   letztere   besagt,   dafs    zu   jeder   Zahl 
£  >  0  eine  Zahl  G  >  0  gehört,  derart,  dafs 

\f{x)-b\<e, 
wenn  nur  \x\  >G. 

Die  ausdrückliche  Berücksichtigung  aller  im  Vorstehen- 
den aufgezählten  Grenzübergänge  der  unabhängigen  Verän- 
derlichen X  würde  die  folgenden  Erörterungen  weitläufig  ge 
stalten.  Sie  ist  aber  nicht  nöthig,  da  man  das  über  einen 
Grenzübergang  Gesagte  unmittelbar  auf  alle  anderen  über 
tragen  kann.  Durch  lineare  Substitutionen  für  x  läfst  sich 
die  Zurückführung  der  (jrenzübergänge  auf  einander  syste- 
matisch herstellen.  So  reducirt  man  alle  einseitigen  Grenz- 
übergänge auf  den  Fall 

lim  x'  =  a  "{-  0 

durch  eine  der  Substitutionen 

^  =  -  ^',     a:'  Z.V»      i  Li'     ('gl-  Nr.  9.   IH). 
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Ist  f{x)  erklärt  für  alle  x  im  Intervalle  a<a;<a  +  df 
und  bei  lim  x  =  a-^-O  ein  Grenzwerth  von  f{x)  vorhanden, 
so  bezeichnet  man  denselben  oft  mit  f{a  +  0).  Aehnlich 
versteht  man  unter  f{a  —  0)  lim  f{x)  bei  x  =  a  —  0,  unter 
/*(+  <x>)  lim  fipc)  bei  a;  =  +  oo,  unter  /"( —  cx>)  lim  f{x) 
bei  a:  =  —  oo. 

Beispiele.  1.)  ,^eim  stetigen  Grenzübergange  lim  rr  =  4*  <^  ist 
lim  a*  ==  +  00   oder  0,  je  nachdem  a  ^  1.**  —  Wenn  a  >  1,   setze 

man  a  =  l'\-d  (d>  0)  und  bemerke  nach  VIII.  8,  dafs  a'  >  1  +  a;d. 

Man  hat  somit  a'  '^  G  wenn  «  >  (6?  —  1)  :  ^,  was  auch  die  positive 
Zahl  G  sein  mag.  —  Wenn  0  <  a  •<  1 ,  setzt  man  o  =  1  :  (1  +  ^) 
{d  >•  0)  und  findet  o*  <  1  :  (1  +  xd)^  so  dafs  «*  <  €,  wenn 

a;  >•  (1  —  f )  :  d«. 

Mit  diesem  Satze  identisch  ist  der  folgende:  ,,Beim  stetigen  Grenz- 
übergange lim  a:  =  —  oo  ist  lim  o*  =  0  oder  +  *^  /  j^  nachdem 
a  ^  1." 

2.)   Bei   lim  x  =^  -{-  cß    ist  lim  a/*  «=  +  oo   oder  0,   je    nachdem 

fir  >  oder  <  0.     Bei  lim  rc  =«  0  ist  lim  äs''  =  0  oder  +  « ,  je  nach- 
dem /ü  >  oder  -<  0. 
3.)  Es  ist 

lim    ^log  .T  s=  -1"  <»  >      11™    ^1^8  ^  =  —  <*  • 

Denn  für  a:  >  -B^  ist  logx  >  G^,  für  0  <  a;  <  .B~^  ist 

log  X  <C—  G. 

Im  Anschlüsse  an  diese  Formeln  ist  festgesetzt  worden: 

^log  0  =  cx>,         ^log  oo  =  oo. 

Der  Sinn  der  Definitionen  ist  in  Nr.  4  angegeben;  ihre  Be- 
gründung läfst  sich  hier  nicht  vollständig  anführen,  indem 
die  Function  ^log  x  bisher  nur  für  positive  x  erklärt  ist. 
Man  pflegt  nämlich  sonst  f{a)  =>  oo  zu  setzen^  wenn 

lim  I  fix)  I  =  -j-  oo 
bei 

lim  a;  =  a  +  O5 

f{po)  =  h  (endlich),  wenn 

^mf{x)  =  h  bei  limfl?=oo, 


lod  FuiictmoeD. 


~1 


f(oo)  =  oo,  wenn 

lim  \f{x)\  <=  -j-  oo    bei    lim  x  = 

6,  Der  wichtigste  Fall,  in  welchem  die  Kxistenz  ein 
Grenzwerthes  usmittelbar  sich  ergiebt,  ist  in  dem  folg«oda 
Satze  au sgeep rochen. 

SatB.  „Wenn  die  eindeutige  Function  f(jx)f  wahrtf 
X  fallend  oder  »teigend  sieb  dem  Orenzwerthe  a  n&bert,  obB 
ihn  je  zu  erreichen,  niemals  abnimmt  (zunimmt),  jedod 
nicht  beatändig  deraelben  Zahl  gleicb  bleibt,  30  existirt  A 
f'(x)  immer  ein  Grenzwerth  beim  Grenz  Üb  er  gange 

lim  a;  -=  a  +  0. 
Und  zwar  ist  die  obere  (untere)  Grenze  der  Veri» 
derlicben  y  ^  f'(x)  dieser  Grenzwerth.  Er  ist 
+  00  ( —  co),  wenn  f(x)  Werthe  annelimeii  kann,  gröfM 
(kleiner)  als  irgend  eine  gegebene  positive  (negative)  ZiU 
Wenn  aber  alle  Werthe  von  f(x)  unter  (über)  einer  bestima 
ten  Zahl  A  liegen,  so  iHt  er  endlich  und  gröfser  (kleint^ 
als  jeder  deraelben." 

Beweis.  Wir  nehmen  an,  die  der  unabhilngigea  Vf 
änderlichen  ertheiUeu  Werthe  liegen  im  Intervalle 

(a,a-\'d)  d>  0. 
Nach  Nr.  1  haben  die  ihnen  zugehörigen  Werthe  von  /{a^b 
welche  bei  abnehmenden  x  nicht  zunehmen  sollen,  eine  obn 
Grenze.  Ist  sie  +00,  so  giebt  es  zu  jeder  Zahl.G>1 
mindestens  einen  Werth  *,,  derart,  dafs  f(x,')  ^  Q,  Ulri 
da  neben  a  <  a:  <  jr, 

so  folgt 

lim      f(x)  ^  -\-  <x>. 

Wenn  aber  sämmtliche  fl_x)  <^A,  so  ist  ihre  obere  Gri 
eine  Zahl  g,  hier  offenbar  grÖfser  als  jeder  Werth  von  fU 
Zugleich  entspricht  jeder  Zahl  £  >  0  miodestena  ein  Wertt 
derart,  dafs 

/'(*,)  >  ff  -  *■ 
Daraus  folgt,  wegen  f{x)  ^/^(a^i)  für  a  <  x  <,  x^, 
0<9-f(jc)<e 


bei 
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fttr  alle  a  <a:  <a:i,  d.  i. 

lim  fix)  =  g, 

Um  a;  s=  a  +  0. 
BeispieL 

und 

worin  a  nnd  sämmtliche  Wurzeln  positiv,  so  existirt  für  f^  bei 
lim  n  s>  -1-  00  ein  endlicher  Ghrenzwerth  &/*  Denn  die  f^  wachsen 
mit  n.    Es  ist 

und  wenn 
80  ist 

also 

Dabei  ist 


„I«t 

-V^. 

u 

/i 

+  Va 

fn  +  V 

~ya 

+    fn 

=  1,8. 

fn-i  <  /;. 
«  +  /•,_!<«  +  /;. 

fn   '^  fn-^l' 

/•«  <  1  +  V^ 


Das  ist  richtig  für  n  =»  i.    Setzen  wir  nun  die  Relation  auch  als  be- 
stehend voraus,  so  folgt 

a  +  /;  <  1  +  V^+  a  <  (1  +  1/5)« , 
also  auch 

Spmit  ist  lim  f^  bei  lim  n  =»  4~  <^   ®ii^®   endliche  Zahl  b'^f^,  welche 
wir  in  Nr.  12  bestimmen  werden. 

Weitere  Beispiele  für  die  Anwendung  dieses  Satzes 
s.  X.  4,  12. 

7.  Der  vorstehende  Satz  gestattet  uns,  die  oben  auf- 
geworfene Frage  zu  beantworten,  was  wir  in  jedem  Falle 
über  die  Werthe  einer  eindeutigen  Function  f{x)  aussagen 
können,  wenn  sie  für  solche  Werthe  von  x  definirt  ist,  die 
einem  Grenzwerthe  z.  B.  fallend  sich  nähern.  Es  sei  also 
f(x)  definirt  für  Werthe  von  x  im  Intervalle  (a,  a  +  d)  die 
sich  dem  Werthe  a  unbegrenzt  nähern:  a  <  a;  <  a  +  ^• 
Xq  bedeute  einen  beliebigen  Werth  innerhalb  (a^a-^-d). 
Die   Veränderliche   y  ==»  f(x)   hat   im   Intervalle    a  <Cx  <,Xq 

Stols,  VorlesTuigen.  11 
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eine  obere  Grenze^  wobei  nur  zwei  Fälle  eintreten  kSnna 
Entweder  ist  sie^  wie  nahe  auch  Xq  .an  a  gewählt  wird,  stet 
-|-  cx>  oder  x^  kann  so  angesetzt  werden,  dafs  sie  eine  end 
liehe  Zahl  gix^)  ist.  Im  letzteren  Falle  muTs,  wie  ans  de 
Definition  der  oberen  Grenze  unmittelbar  hervorgeht,  and 
in  jedem  Intervalle  (a,  x\^)  —  a<Xf^<XQ  —  die  obere  Grem 
von  y  endlich  sein  und  zwar  kann  sie  unmöglich  groÜK 
als  g{xQ)  sein/)  Denken  wir  uns  Xq  veränderlich,  so  müsse 
wir  nun  schliefsen 

Die  Function  ^(^^o)  i^iniii^^  ^l^o  bei  abnehmenden  x^  niemal 
zu,  hi&t  somit  nach  Nr.  6  beim  Grenzübergange  lim  XQ  =  a-\-^ 
einen  Grenzwerth,  der  eine  endliche  Zahl  0  oder  —  cx>  seil 
kann.  Wir  müssen  nun  nachsehen,  wie  in  den  bisher  untä 
schieden en  drei  Fällen  die  Werthe  von  f{pc)  selbst  sich  Ter 
halten.  In  dem  ersten  gehört  zu  jeder  positiven  ZahH 
eine  Zahl  ^>  0,  derart,  dafs  es  in  jedem  Intervalle  (p^t^ 
wo  a  <  a^Q  <  a  +  *j  mindestens  einen  Werth  x^  von  x  giebi 
wofür  f{x^>G,  Im  zweiten  Falle  wissen  wir,  dafs  jede 
Zahl  £  >  0  eine  Zahl  d  >  0  entspricht,  derart,  dafs 

wenn  nur 

a  <  äTq  <  a  +  *. 

Daneben  hat  man  für  a  <  a;  <  a;^ 

9(x^)>f(x), 

jedoch  für  mindestens  einen  Werth  x  innerhalb  des  Int« 
valles  (a,  x^) 

Man  schliefst  daraus:  Zu  jedem  £>0  gehört  ein  d>( 
derart,  dafs 

l{x)  <  0  +  f , 
wenn  nur 

a  <a;  <  a  +  tf; 

dafs  es  jedoch  in  jedem  Intervalle  (a,  a;^),  wo 

a<a;„<a-f  d, 
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mindestens  einen  Werth  von  X'^x^  gi^bt,  wofür 

Man  wird  sogleich  bemerken ,  dafs  wenn  überhaupt  eine 
Zahl  0  von  der  angegebenen  Beschaffenheit  existirt,  es  nur 
eine  geben  kann.  Denn  hätte  ff  die  nämlichen  Eigenschaften 
wie  0,  so  würde  unmittelbar  folgen  \0  —  (Xj  <  2^,  was  auch 
€>  0  sein  mag,  d.  i.  0  =  ff  (VII.  7).  Im  dritten  Falle, 
wo  Umg(xQ)  =  —  cx),  gehört  zu  jeder  Zahl  —  6r  <  0  eine 
Zahl  *  >  0,  derart,  dafs 

g{xo)  <-G 
für  alle 

a  <XQ<.a  -}-  d. 

Man  findet  somit  auch 


für 

also  ist  hier 


fix)  <^G 
a  <.x  <a  -{-  S'j 

lim      f(x)  =  —  oo. 


Es  erhellt  unmittelbar,  dafs  aus  dem  Verhalten  von  f(x) 
nach  den  drei  angegebenen  Fällen,  aufser  denen  andere  nicht 
möglich  sind,  auf  das  von  </(^o)  zurückgeschlossen  werden 
kann.     Auf  diese  Art  gelingt  es  oft,  0  zu  bestimmen. 

Ganz  ähnlich  wäre  die  Untersuchung  verlaufen,  wenn 
wir  an  Stelle  der  oberen  Grenze  g(Xi^)  von  y  die  untere  k(xQ) 
betrachtet  hätten.  Es  würden  sich  dann  folgende  Fälle 
herausgestellt  haben.     Entweder 

1)  Es  gehört  zu  jeder  Zahl  —  G  >  0  eine  Zahl  d  >  0, 
derart,  dafs  in  jedem  Intervalle  (a,  Xq),  wo  a  <.Xq  <ia  -\-  d, 
mindestens  ein  Werth  x^  von  x  vorkommt,  wofür 

f(x,)  <-G. 
Oder 

2)  Es  existirt  eine  Zahl  U  von  der  folgenden 
Eigenschaft.    Zu  jedem  £>0  gehört  eine  Zahl  d  >  0, 

derart,  dafs 

f{x)  >ü-e 
für  alle 

a  <a:  <a  +  d. 


Veründerliche  onft  Fiinclionen. 
ilaTs  es  jedoch  in  jedem  iDtiTvalle  {n,  x^,'),   wo 

<i<2;„<a+Ä, 
mindeatens  einen  Werth  «,  Ton  ar  giebt,   wofE 

f(x,)>ü-{-B. 


3)  Es  ist 


lim       fix)  =  +  = 


.a+<i 


Wir  finden  zunächst:  Wenn  die  Zahlen  O  and 
einander  gleich  sind,  so  hat  fXx)  bei  limx^a-f- 
einen  endlichen  Grenzwerth  und  zwar  ist  es  der  g 
raeinaame    Werth    derselben.      Und    liragekehrt:    Ii 

liiu  f\x)^b  (endlich)  bei  lim  a;  ^  «  +  0,  so   sind 

zu  setzen.     Beide  Sätze  ergeben  sich  unmittelbar. 

Scheiden  wir  die  Fälle,  in  denen  f(x)  bei  lim  x  ^  a-\- 
einen  Grenzwerth  besitat,  als  etwas  bereits  Bekanntes  u( 
80  bleiben  noch  vier  andere  übrig,  in  denen  nach  d« 
Voratebenden  ein  solcher  nicht  vorhanden  sein   kann. 

I.  t\x)  ist  für  alle  Werthe  von  X,  welche  in  das  Inli 
vall  (ß,  a  -|-  d)  fallen,  zwischen  zwei  gegebenen  Zahlen  g 
legen  (A  >  ((x)  >  E)  und  es  exiatiren  zwei  Zahlen 

A^O>ü>B, 

welche  die  oben  erwähnten  Eigenschaften  haben.  Nach 
Vorschlage  des  Entdeckers  derselben,  P.  du  Bois-Reymoi 
mögen  sie  die  Unbestimmtheitsgrenzen  von  f(x)  bei 
Grenzübergange  lim  x  =  a -)- 0  und  zwar  O  die  obei 
U  die  untere  heifseu,  0  ~  U  wird  als  der  Sprung  Tl 
f(x)  für  lim  a;  =  a  -|-  0  bezeichnet 

II,  (III.)  Die  Werthe  von  f(z)  sind  in  keinem  Intt 
valle  (a,  Xn)  —  a  <:^x„  —  endlich.     Wenn  jedoch   fQr 

a<x£a  +  d        f{x)>B         « A), 

BO  existirt  eine   bestimmte   untere   (obere)   UnbeBtimmtiiäl 
grenze 

Ü>B         {0<,Ä)     bei     lim  a;  =  a  +  O. 


|er  Gleichförmigkeit  wegen  sagt  man  nun,  es  sei  die  obere 
mtere)  Unbestimmtbettsgrenze  bei 

lim  a:  ^  o  +  0  -|-  co  { —  oo), 
IV.  In  jedem  Intervalle  {a,  x,^  ist  die  obere  Grenze 
"tod  f(x)  -\-  00,  die  untere  —  oo.  Man  sagt  dann,  es  sei 
bei  Um  x  =  a  -\-  0  die  obere  Unbestimmtbeitagrenze  -{-  oo, 
die  untere  —  oo.  —  Hierher  gehört  namentlich  der  Fall  des 
„Unbestimmt-unendlich- Werdens"  von  f'{x)  bei  ]imx='a-{-0 
(3.  Nr.  b). 

Nach  Einführung  der  unendlichen  Unbestimmtheitsgren- 
zen  kann  mau  ohne  Beacbränkung  behaupten:  „Die  not- 
wendige und  hinreichende  Bediivgung  für  die  Exi- 
stenz eines  Greiizwerthea  \\m  f{x)  bei  lim  x  =>  a  +  0 
ist  das  Zusiimmenfailen  der  Dnbestimmtheiisgreii- 
zen  für  lim  a:  =  n  +  0." 

Eio  einfaches  OeiBpiel  dea  Fallen  l,  bietet  dar  die  Function 


/■(")-(-ir  1  + 


^ 


wo  N  jede  ganEe  positive  Zahl  ecin  bann     Hier  sind  die  üubeatimmt- 
heitegrenzen   bei    lim  n  ^  -|-  od     -f-  I    und    -:-  1.      Fflr    die    Function 
(~-  1)"  ti  sind  Bie  bei  dem  nÄmüclien  Grenrfberpinge  4"  "   '^i"'  —  "  ■ 
Kür 

/(«)  =  «{!  +  (_  1)«) 

endlicb  sind  eben  dieaelben  -J-  oc   nnd  0. 

8.  Wir  gehen  nun  zur  Untersuchung  der  Bedingung 
über,  unter  welcher  die  eindeutige  Function  f(x)  bei  einem 
bestimmten  Grenzübergänge  der  unabhängigen  Veränder- 
lichen, etwa  bei  lim  x  ^  a  -\-  0,  einen  endlichen  Grenzwerth 
h  besitzt.  Da  nun  zu  jedem  i  >  0  eine  Zahl  tf  >  0  gehört, 
derart,  daTs 


irt«)-*i<« 


a<x  <a  ■\'  d, 


HO  schliefsen  wir,  wie  in  VIl.  3,  dafs 

|/V)-A*)1<2< 

Lsein  muCs  für  alle  der  Veränderlichen  x  zukommenden  Wertbe, 
[die  der  ßelation  a<x'<x<a-\-d  ( 
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Satit.  „Die  iiotweDdig'e  uud  hin  reich  ende  Rpt^ipgBB) 
dafs  f(x)  beim  Grenaübergange  Hm  r  =  a  -f-  O  einen  es| 
licheu  Grenzwerth  besitze,  besteht  in  Folgendem,  Zd  jed* 
Zahl  E>0  mufs  sich  eine  Zahl  d>0  bestimms 
laseen,  derart,  dafs  fSr  alle  der  unabhängigen  Vi 
änderlichen  zukommenden  Werthe  x,  x  innerha 
des  IiitervaUea  {«,  o  +  tf) 

\f{x)-f(x)\<..' 
Dabei   möge  x    den  kleineren    der    beiden   Werthe   beieit 
nen.     Aehnlich  lautet  die  Bedingung  för  andere   Grenzfibi 
günge    der    unabhängigen    Veränderlichen.     Ginen    Fall, 
lim  X  =•  -{-  oc,  haben'wir  VII.  3  und  11  angeführt.') 

DaTs   die  genannte  Bedingung   auch    hinreichend  1 
ergiebt  sich   aua   der  Erörterung  VII.  11,   wo    die    Exian 
des  Grenzwerthea  durch  Entwickelung   deaselbeu    in   die  l| 
stematiache  Form  nachgewiesen  wurde. 

Im  Anschlüsse  an  die  vorige  Nummer  können 
Beweis  auch  so  führen,  dafa  wir  zeigen,  dafs  in  dem  toH 
genden  Falle  die  üubestimmtheitagrenzen  O,  IJ  von  / 
bei  lim  x  ^  a  +  Ü  endlich  und  einander  gleich  sein 
Dafa  aie  endliche  Zahlen  seien,  erhellt  sofort.  Kg  entspti 
aber  jeder  Zahl  £  >  0  eine  Zahl  d  >  0,  BO  dafs  tHx 
a<x  <a  -\-  S 

ü-e<  fix)  <0  +  € 
und  wenn  x^  irgend  einen  Werth   innerhalb   dea    Inten 
(o,  o  +  d)   bedeutet,   so    mufa   es   zwei    Zahlen   a;,,  x,  ioM 
halb  (a,  x^  geben,  wofür 

Da   nun    zufolge  Voraussetzung   auch    angenommen    wei4 
kann,  dafs  für  a<x'<x<a-i-ö 

r{x)-s<f{x')<f{x)-\-8; 

so  folgt,  wenn  nach  Fixirung   von  j:,,  zuerst  x,   fUr  x 
ein  im  Intervalle  (a,  «,)  vorkommender  Werth    x,   toh  i 
selben  Beschaffenheit   wie  das  obige  x^  für  x'  eingesetst  i 


,niM 


eIbo 


0  —  2t<  U+f 
0<0~-  U<3e, 
O^U        (VII.  7). 


9.  In  der  Praxis  gilt  der  Satz  der  vorigen  Nummer 
als  das  nufserste  Mittel,  um  sich  von  der  Existenz  eines 
endlichen  Grenzwerthes  zu  fiberzengen.  In  derThat  kommt 
man  oft  mit  einfacheren  Sät/en  durch.  Aufaer  dem  f^atze 
in  Nr,  6  sind  zunächst  noch  die  folgenden  zu  erwähnen. 

I.  „Hat  fix)  hei  irgend  einem  Grenzübergänge  der  un- 
abhängigen Veränderlichen  x  einen  endlichen  Grenzwerth  b, 
so  hiiben  die  Functionen  /'(j-)  +  A,  ^f{^)  (wo  k  eine  von 
Null  verschiedene  Constante  bezeichnet)  beim  nämlichen 
Grenzübergänge  von  x  bez.  den  Grenzwerth  b  -\-  k,  kb.  — 
Ist  lim  f(x)  miendlich,  so  haben  die  genannten  Functionen 
auch  einen  unendlichen  Grenzwerth." 

„Die  Function  1  :  f{x)  hat,  wenn  b  nicht  Null  ist,  den 
Grenzwerth  1:6.  Ist  6  =  0,  jedoch  in  der  Art,  dafs  die 
Werthe  von  f{x)  schliefslich  dasselbe  Vorzeichen  besitzen 
(d.  i.  wenn  lim  f(x)  =  +  0  oder  —  0),  so  ist  lim  (l  :  f(x)) 
unendlich.  Weun  \/'(x)\  einen  unendlichen  Grenzwerlh  hat, 
so  ist  lim(l  -./Xx))  =  0." 

„Hat  bei  demselben  'Grenzübergange  von  x,  wie  oben, 
auch  die  Function  g(x)  einen  endlichen  Grenzwerth  c,  so 
nähern  sich  die  Functionen  f(x) -\- </(x),  f{x)  •  gix)  bezüg- 
lich den  Grenzwerthen  6  +  c,  6c.  —  Die  Function  f{x)  -\-  g(x) 
hat  einen  unendlichen  Grenzwerth,  wenn  einer  der  Grenz- 
werthe  \\jaf{x),  limj(a:)  endlich,  der  andere  unendlich  ist 
und  wenn  diese  beiden  Grenzwerthe  entweder  +  oo  oder 
—  oo  sind.  Die  Function  fix)  ■  g{x)  hat  einen  unendlichen 
Grenzwerth,  wenn  einer  der  Grenzwerthe  \\mf{x),  \\xag{z) 
nuendlich,  der  andere  nicht  Null  ist" 

Diese  Sätze  ergeben  sich  unmittelbar  aus  den  Defini- 
tionen in  Nr.  5.  Einige  sind  für  einen  sjieciellen  Grenzüber- 
gang   von   X  schon    in  VH.  4   gezeigt,   die   Beweise    gelten 


indefs    auch    für    den    allgemeineu   Fall.   —    Wir    schlieTia 
daraus  weiter: 

„Die  Function  g(x) :  f(x)  hat  einen  tirenzwerth, 
die  Grenzwerthe  \imf(x),  lim g(x)  nicht  zugleich  Nnl 
oder  zugleich  unendlich  sind.  Wird  diese  Annahnt 
,  80  kann  man  hehaupten:  es   ist 


falls  b  nich^  0  ist;  er  ist  0,  wenn  lim  f{x)  iinendUch: 
gegen  unendlich  wenn  lim  g{x)  unendlich  ist,  oder  Umft} 
Null  ist  und  zwar  in  der  Art,  dafa  f(x')  Bchlierslich  t\ 
bestimmtes  Vorzeichen  hat." 

Aus  dem  Vorstehenden  kann  man  entnehmen,  Aate 
Verhalten  von  fi^:) -^ g(x)  bei  einem  GfrenztlberganJ 
von  X,  der  für  diese  Functionen  entgegengeseü 
unendliche  Grenzwerthe  liefert,  Gegenstand  einer  li 
sonderen  Untersuchung  sein  mufs.  Dasselbe  gilt  fOx  f(x)-g(f 
wenn  der  eine  der  beiden  Grenzwerthe  lim  f{x 
lini^fa;)  unendlich,  der  andere  0  ist  —  und  endlich 
den  Quotienten  g{x):f{x),  falls  die  genannten  Gre 
werthe  entweder  beide  0,  oder  beide  unendlich  siu 

Man  leitet  ferner  ohne  Mühe  den  Satz  ab; 

„Für  einen  und  denselben  Grenzübergang  der  uual 
gigen  Veränderlichen  x  sollen  die  Functionen  /",(*),  /iC 
■  ■  •  fmix')  bezüglich  die  endlichen  Grenzwerthe  6i,6, 
besitzen.  Es  sei  ferner  7i(yi,  y^  ...  y«)  eine  rationi 
Function  der  Veiänderlichen  y,,  y^ . . ,  y„.  Dann  hat 
beim  genannten  Grenzübergang  von  x 

Um  B  (A(i),  /,(i), . . .  /•,. W)  -  üft,  i„  .  .  .  4„), 
wenn  derNenner  von  7f  durch  die  Substitution  w.^ai 
Pj  =  fcj  . . .  y^i  »»  6«   nicht   den    Werth  0    annimmt." 
Wird  der  Nenner  durch  die  genannte  Substitution   NulL 
Zähler  aber  nicht,  und  erhält  der  erstere  schlierslich  gleit! 
bezeichnete  Werthe,  so  ist  lim  R  {f,  (x) . . .)  unendlich. 
11.     Wir  Bchliefsen  an  das  obige  zwei  Sätze    Qber 
liehe  Grenzwerthe,  die  uns  in  specialisirter  Fassung  in  VIL 
als  Definitionen  begegnet  sind. 
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1.  ,,£s  ist  ]imf(x)  (z.  B.  für  den  Grenzübergang 
lim  X  =^  a  -{-  0)  gröfser  (kleiner)  als  eine  bestimmte  Zahl 
hy  wenn  eine  positive  (negative)  Zahl  q  existirt,  derart,  dafs 
für  alle  der  Veränderlichen  x  zukommenden  Werthe,  die  in 
einem  bestimmten  Intervalle  (a,  a  +  d)  —  d>  0  —  liegen: 

f(x)^k>Q  (<q) 

ist." 

;;Weifs  man,  dafs  fQr  alle  hierher  gehörigen  x 

a  <  o;  <  a  +  d         A^)  >  *  (<  *), 
so  kann  man,  falls  \imf(x)  existirt,  nur  schliefsen: 

Um  f{x)  ^  ft  (^  Jcy 

2.  „Es  ist  lim  f(x)  >  lim  g(x)  (beide  Grenzwerthe  auf 
denselben  Grenzübergang  von  x  bezogen),  falls  eine  posi- 
tive Zahl  Q  existirt,  derart,  dafs  für  alle  hierher  gehörigen  x 

a<x<u  +  d         f(x)  —  g(x)  >  q 
ist." 

„Weifs  man;  dafs  für  die  nämlichen  Werthe  von  x 

f{x)  >  g(x), 

so  kann  man,   die  Existenz   der  Grenzwerthe  voraus- 
gesetzt, nur  schliefsen: 

lim  f(x)  ^  lim  g(xy^ 

Die  Sätze  ergeben  sich  unmittelbar.     Ist 

lim  f{x)  =  6,  lim  g(x)  =  c 

bei  demselben  Grenzübergange  lim  a?  =  a  +  0,  so  hat  man 
zu  jedem  0  <£  K^Q  ein  d  >  0,  derart  dafs 

a<x<a  +  ö        f{x)<b  +  6        g{x)>c  —  €, 

also 

9<fXx)-g{x)<b-c  +  2£, 
somit 

0  <  6  —  c. 
U.  s.  w. 

III.  Aus  einer  Grenzwerthformel  kann  man  durch  Sub- 
stitution für  die  unabhängige  Veränderliche  neue  Formeln 
ableiten  nach  dem  folgenden  Satze: 


„Es  sei  bei  einem  bestimm  ton  Grenzübergänge  von 
z.  B.  lim  y  =  ft  +  0,  lim  q>(y)  vorhantien.  Ordnet  man  i 
Hoeben  benutzten  Worthe  von  y  einer  neuen  Veränderiichi 
X  zu,  fiodaT»  1/  als  eindeutige  Function  f'(x)  von  x  ^rscheii 
und  zwar  in  der  Art,  daT;«  \\mf{x)^b  etwa  für  lim  x^=a-\-( 
so  besteht  die  Relation 

lim     9)(y)  =  lim     vi/"(*)l-" 

Beweis.  Es  sei  z.  B.  lim  <p{y)  eine  endliche  Zahl  4. 
Nacli  Voraussetzung  gehört  zu  jeder  Zahl  *]  I>  0  eine  ZiU 
£  >  0,  derart,  dal's 

Ic  — 9(!/)l  <n 

fflr  diejenigen  Werthe  ii<y<6  +  'i  <Jiß  vurmöge  der  D»i 
fiuition  vou  y  in  Betracht  kommen.  Aber  es  ist  aud 
0  <  J/  —  6  <  E,   wenn  nur   «  <  a:  <  n  +  d.     Man    hat  somit 

wenn  nur  n  <  j:  <  a  +  5,  womit  der  Satz  bewiesen  iat 
Beispiele  fiir  die  Anwendung  des  Satzes  a.  Nr.  10.  L 
Häutig   gebraucht  man   einen   speciellen  Fall  desselben,  vgli 
Nr.  12.  \ 

10.  Einige  Bedingungen,  unter  welchen  in  dn| 
in  dar  vorigen  Nummer  aufgeführten  Auanahmefällei) 
Grenzwerthe  exiatiren.  Es  handelt  sich  also  um  m^ 
Verhalten  von  Differenzen  f{x)  —  g(x),  in  denen  beide] 
Glieder  gl  eich  bezeichnete  unendliche  Grenzwerthe  haben  und 
von  Quotienten  f(x):g(x'),  in  denen  Zähler  und  NennS 
entweder  beide  den  Grenzwerth  0,  oder  beide  einen  uoeni 
liehen  Grenzwerth  haben.  Der  a.  a.  0.  miterwähnte  PJ 
über  ein  Product  f{x)-g{x)  lUfst  sich  sofort  auf  den  zolett 
genannten  zurückführen. 

I.  Ist  der  erwähnte  Ausdruck  f{x)  —  g{x),  f{x):g(ii 
eine  algebraische  Function  von  x,  so  existirt  bei  jedeH 
eineeitigen  Grenzübergänge  der  unabhängigen  VerSndtC 
liehen  x  ein  Grenzwerth  für  ihn.  Der  Nachweis  dn 
allgemeinen  Satzes  liegt  aufserhalb  des  Rahmens  dieser  V(0 
lesungen,     Man   gelangt  dazu   durch  Umformung   d 
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benen   Ausdruckes    —    er   sei  F{x)   und  zu  betrachten  bei 
lima:  =  a  +  0  —  in  dem  Sinne,  dafs  für  alle  a<ir:<a  +  rf 
F{oc)  =  Gr{^)   gesetzt   werden  kann.®)     Einige  Beispiele 
mögen  diesen  Gedanken  erläutern. 
1)  Es  sei 

(die  Wnrzel  absolnt  genommen)  und  lim  Xf^'\-oo.   Da  für  endliche  x 


j/a;*  -^-a—  X 


Vx*  +  a  +  « 

80  folgt  nach  Nr.  9 

lim  F{x)  =  0. 

/p"» fl»» 

2)  Fijjß)  «=s för  lim  a:  =•  a  i  0,   wenn  m  eine  ganze 

X         o 

positive  Zahl  bedeutet.    Da  nach  VIII.   1  für  a;  ^  a 

X  —  a  '  ' 

so  ergiebt  sich  nach  Nr.  9  unmittelbar: 


(a)  lim «»  md 


X    —  a  m  —  l 


Mittelst  dieser  Formel  kann  nach  III.  in  Nr.  9  der  Grenzwerth  von 


(in  m\ 

X*  —  a*/  :  (a:  —  a) 


0 

bei  limx-  =  a  berechnet  werden,  unter  a  eine  positive  und  unter 
m,  n  ganze  positive  Zahlen  verstanden.     Setzt  man  hier 

so  geht  der  Ausdruck  in 

über.    Nun  folgt  aus  (a)  unmittelbar 


lim  '^ «■  lim 


und  hieraus  durch  die  Substitution  y  =»  y^,  h  i»  }/a ,  indem 

lim  yx  «■  6 
nach  Nr.  12, 


x=sa 


m  m 

lim  ■      ■=  —  a 

issBiA  a?  —  a  fi 
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Mau  hat  somit  fGr  rationale  Wcrthe  von  fi  die  Formel 

a^'  —  a'* 

(b)  lim  ^      -    -    «  fio^'  ^  *        (a  >  0) ; 

denn   sie  (i^iltf  wie  sich  iiumittelbar  crgiebt,  auch  fSr  negative  fi.  — 
Nimmt  man  a  s»  1  und  Hotzt  o;  =*  1  4~  £t  >*o  findet  man  aoa  (b) 

(c)  hm      -- ^— ^ ■—  fi. 

Bezeichnen  F(x)^  ^(^-)  ganze  Functionen  von  x  vom  m**'^  bes.  «^ 
Grade 

F{x)  «  a;'"  +  aja;"»-*+  •  •  •  +  ^'/«»     ^''W  =  a:"  +  6,«*-'  +  .  .  .  +  6\ 
so  hat  man 

(3)  lim  F(x)  ==  +  oo,      lim  F(x)  =>  +  oo  oder  —  oo, 

ars=-f-oo  x=  —  oo 

jo  nachdem  m  gerade  oder  ungerade. 

(4)  lim  \F(x)  :  a{x)]  =-  +  (X),  1,  0 

je  nachdem  m  >,  =,  <[  n  ist 

Die  Formeln  ergeben  sich  unmittelbar  durch  die  Umformungen: 


l-'C*)  =  x"'  { l  +  I  +  . . .  +  J- }  ,       O  (.r)  =  x' 


1  +  ^*+...+^^ 


Man  wird  aus  den  vorstehenden  Beispieleu  entnehmen, 
dafs  es  bei  Untersuchung  eines  Funetionsquotienten /'(a?):<7(ir) 
überhaupt  ^ou  Vortheil  sein  kann,  denselben  in  folgender 
Art  umzuwandeln: 

nx)  ^  gx) :  /•,  (X)     /;  (X) 

0  («)         9  (a;)  :  </,  (a;7  *  flfi  {x)  ' 

worin  die  Functionen  fi{x)  und  flri(a;)  so  gewählt  sind,  daß 
bei  dem  in  Betracht  gezogenen  Grenzübergang  von  x  die 
Quotienten  fix) :  fi(x)y  g{x)  '(Jiix)  je  einen  von  0  und  +oo 
verschiedenen  Grenzwerth  besitzen. 

II.  Ein  allgemeines  Verfahren,  auf  die  Existenz  eines 
Grenzwerthes  z.  B.  bei  lim  a;  =  a  +  0  zu  schliefsen  bietet 
der  folgende  Satz  dar: 

„Gelingt  es,  zwei  Functionen  <P(ip),  ^^{x)  zu  finden  flo 
dafs  für  alle  a<x<a  +  d    {d>0) 

0{x)  <  F{x)  <  W{x) 
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und  es  ist 

lim  0(x)  =  lim  W{x)  =  h 

(endliche  Zahl)  für  lim  a;  =  a  +  0,  so  ist  auch  lim  F(x)  ==  b, 
—  Hat  man  0(x)  <  F(x)  und  lim  cp(a;)  =  +  oo,  so  ist  auch 
lim  F(x)  =  +  ^^>  ^^^  wenn  F(x)  <  W(x)  gefunden  ist  und 
lim  ^(x)  =  —  c»,  so  ist  auch  limjF(a:)  =  —  oo." 

Der  Beweis   ergiebt   sich  unmittelbar  aus  der  Relation 

0(x)  —  6  < F{x)  —  b<  W(x)  —  6. 

Zu  jedem  e>  0  gehört  ein  #  >  0,  so  dafs  für 

a<x<a  +  S      I  0(x)  —  6  |  <  £ 

und  I  W(x)  —  6  I  <  «,  also  auch  |  F{x)  —  6  |  <  £  ist.    U.  s.  w. 

Nach   dieser  Methode   läfst  sich  die  Formel  (c)  für  beliebige 
reelle  Exponenten  fi  erweisen.    Man   hat  nach  VIll.  8,  falls  fi  >- 0 

(wenn  nur  £  <^  1  :  ^,  was  hier  immer  angenommen  werden  darf). 
Daraus  folgt  simultan 

1  +  4  >  i         >  1  -  f»6     *  < 

Da  nun 

lim       ^       =  lim  -— ^ — ~  «  ^, 

80  ergiebt  sich 

Falls  f(  <^  0,  gebt  man  ebenso  an  der  Relation  vor: 

1 


1  +  p6  <  (1  +  ir  < 


1-  f*« 


i  +  S 


"Durch   die  Substitution  g  =» in  (d)  gelangt  man  zur  ana- 
logen Verallgemeinerung  von  (b). 
Ein  anderes  Beispiel  in  Nr.'  12. 
!!•   Fortsetzung. 

m.  Satz.  ^,1)  Es  sei  n  eine  ganze  positive  Zahl,  die  un- 
begrenzt wächst.  Wenn  die  eindeutige  Function  q>(n)  von 
einem  Werthe  w  ==»  w^  an  mit  n  beständig  wächst  (abnimmt), 
somit  bei  lim  w  =  +  oo  nach  Nr.  6  einen  Grenzwerth  hat, 


Veränderliche  und  FuDctionpD. 


der    unendlich    sein    aoll. 
GrenzwerthcB 

lim 


(n  +  1)  "  f{n) 


Folgt   Ulis    der    Esiatenz  <lfl) 


worin  /*(»)  ebenl'alls  eine  eindeutige  FimctioQ  tod   n  bedeute^' 

—  dafs  auch  für  den  Bruch /(m)  :  ^(«)  ein  Grenzw«rti 
bei  liiun^-]~^^  vorhanden  sei  und  zwar,  dafs  i 
gleich  K  sei." 

„2)  Derselbe  Satz  gilt,  wenn  die  eiDdeutigen  FuDctioD< 
f(n),  9>(w)  flir  limn  ^  +  OD  je  den  Grenzwerth  O  habe 
und  <p{n)  von  n  =  n,  an  mit  n  beständig  wächst  (at 
nimmtj. 

Beim  Beweise  genügt  es  anzunehmen,  dafs  9>(m)  mit! 
beständig  wachse  und  dafs  K  nicht  das  Zeichen  —  baU 
Dann  sind  für  den  ersten  Satz,  auf  den  wir  die  folgeoi 
Entwickelung  beschränken,  zwei  Fälle  zu  unterscheiden. 

a)  K>0.  Nach  Voraussetzung  gehört  zu  jeder  ZbU 
*  >  0  eine  Zahl  G,  derart  dafs 

Daraus  schliefst  man,  da  9:(n  -f-  1)  ^  T^C")) 

(K  -  .)  [»(»  +  1)  -  9(«)]  <  n»  +  1)  -  An) 

<  (X  +  .)  [y(»  +  1)  —  v(«)]. 
Nun  sei  m  eine  bestimmte  ganze  Zahl  >  G,  so  daiia  wv 
dieser  Relation  nach  einander  n  =  m,  m  -{- 1,  .  .  .  rn-\-r  — 
setzen   können.     Äddirt  man   die  so  erhaltenen  r   Ungleic 
ungen,  so  folgt 

(Ä'  -  b)  [(p(m  +  r)  -  <p{,n)]  <  Um  +  r)  _  /"(«) 

<{K+i)[<p(m-\-r)  ~  g,(m)] 
und 
-,[v{fn-\-r)~p{fn)]<f{m-\-r)-f(m)-K[g>{m-^r)~^{m) 

<s[(p{m  +  r)-g>i,n)]. 
Da  ip{m)   und  ffi(tn  -\-  r)   als    positiv    vorausgesetzt   werdo 
können,  so  finden  wir  noch: 

-  .»(i»  +  r)< am  +  ,)-  f(m)  -  K\^(m  +  r)  -  ,1.] 


— '<. 
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Wie  grofs  auch  die  Zahl  m  sein   mag^  so   läfst  sich  doch 
wegen  lim  q){n)  =:  -^  oo  eine  Zahl  p  >  0  finden^  derart  dafs 


Man  hat  demnach 


(b) 


f(fn  +  r)__.^ 


<2s 


(p{m  +  r) 

oder  I  f(n)  :  q)(n)  —  K  \  <2€  für  alle  n>  m  -\-  q.  Nun 
ist  in  der  That  der  Zahl  2^,  die  jede  positive  Zahl  sein  kann, 
die  Zahl  m  -^  q  zugeordnet,  denn  zunächst  ergiebt  sich  m 
aus  £  und  mittelst  m  aus  s  die  Zahl  p.     Somit  hat  man 

lim  f(n)  :  q)(n)  =  K 

für  limn  ==  +  cx). 

h)  K=+  oo.  Es  sei  0  <  ir<  IT.  Zufolge  Voraus- 
setzung gehört  zu  H'>0  eine  Zahl  Cr'  derart,  dafs  fiirn>6r' 

/•(„  +  1)  _  /•(„)  >  IT [<p(n  +  1)  -  q>(n)} , 

woraus  wie  oben  gefanden  wird  —  «» >  C  — 
(c)  f{m  +  r)  -  fim)  >  H' [ip{m  +  r)  -  q> (m) } 

Nun  läfst  sich  eine  Zahl  p  >  0  angeben,  so  dafs 

r>Q        \  f(m)  -  irq>{m)  \  :  q>(m  +  r)<H'- H] 
demnach  ist  für  alle  n>  m  -{-  q 

^>i/-(Ä'-Ä)  =  ir    d.i.    lim^  =  +  cx). 

Zugleich  sieht  man  aus  (c),  dafs  lim  f(n)  =  -|-  cx^,  so  dafs 
man  auch  so  schliefsen  könnte:  Nach  Satz  (a)  ist 

lim{9>(«):/-(n))  =  0, 

also,  da  q>(n)  :  f(n)  >  0, 

lim{/'(n):9(n)}  =  +  oo. 

Die  Yorstehenden  Sätze  lassen  sich  auf  den  Fall  aus- 
dehnen, dafs  die  unabhängige  Veränderliche  stetig  über  alle 
Grenzen  wächst. 
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■),  „Es  seien  zwei  eindeatige  Functionen  F{ 
0(i)  fßr  jeden  endlichen  Werth  von  x^  x^  de&nirt; 
erstere  sei  in  jedem  Intervalle  (xi,  x^)  —  x^>  x,  —  eodlif 
während  die  letztere  von  3;  =  Xi  an  mit  x  zugleich  I 
ständig  wächst  (abnimmt)  und  daher  bei  limj;^-{- 
einen  Grenzwerth  hat,  der  unendlich  seiu  soll.  Di 
folgt  aus  der  Existenz  des  Grenzwerthes 
F{x  +  h)  -  F{x) 


J^.-^i^+-kr- 


9{x) 


worin  h  eine  von  0  verschiedene  Couatante  bedeutet,  — 
auch  Fix)  :  <5(i)  bei  lioij;  =  +  co  einen  Grenzwerth, 
zwar  gerade  K,  besitzt," 

2,*J    „Derselbe    Satz    gilt,    wenn   F(x)     und     ^(x) 
lim3;  =  +  oo    beide  dem    Grenzwerthe   0    sich    nähe 
und  0(x)   von  a;  •=  j;[   an   mit  x  beständig  wächst  (1 
nimmt),"  ^ 

Der  Beweis  läfat  sich  mit  Hilfe  der  oben  gegeben 
Entwickelung  liefern,  wobei  wir  annehmen  können,  dals  ^ 
mit  X  beständig  zunehme,  K  nicht  das  Vorzeichen  —  hi 
und  Ä>0  sei.  Es  sei  a:^  eine  beliebige  Zahl:  h  >■  scnl? 
Man  setze 

/■(«)  =  Fix„  +  nh)       g)(«)  =  0(x„  +  nh). 

Beschränken  wir  uns  wieder  auf  den  ersteten  Satz,  wobei 
auch  genügen  wird,  den  Fall  eines  endlichen  K  näher  zu  I 
trachte».     Wir  finden  sofort  aus  Satz   L,  dafs 


lim 


was   aber   nicht  völlig   ausreichen    würde,   um   die  Fni 


lim 


Fix) 


Ut«*c*) 


—  A' 


als  richtig  hinzustellen.  Man  hat  vielmehr  noch  Foltfoi 
hinzuzufügen.  Nach  Voraussetzung  gehört  zu  jeder  2 
«  >  0  eine  Zahl  G>0,  derart  dafs 
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Für  X  =  Xq-{-  nh  ergiebt  sich  hieraus 


an  +  1)  -  An) 


K 


<«, 


9;(n  +  1)  —  9  (n) 

wenn  Xq-\'  nh>  G,  also  was  auch  Xq  weiter  sein  mag, 
wenn  h'>G:h.  Wir  wählen  nun  die  ganze  Zahl  fn>G:h 
und  die  in  (a)  vorkommende  Zahl  q  folgendermafsen.  /*(m) 
nimmt,  während  Xq  das  Intervall  (0,  K)  durchläuft^  die  Werthe 
F(nih)  bis  F(fnh  +  h)  an,  welche  nach  Voraussetzung  sämmt- 
lich  zwischen  zwei  endlichen  Zahlen  Am,  Bm  liegen: 

Am<f(m)<Bm. 
Somit  ist  wegen 

0(mh  +  A)  >  g>(fn)  >  0{mh) 

Am  -  KO{mh  +  70  <  fifn)  —  K(p{m)  <JB,«  -  KO(mh). 

Bezeichnet  man  mit  P  den  grofseren  der  absoluten  Beträge 
der  äufseren,  von  Xq  unabhängigen  Glieder  dieser  Un- 
gleichung, so  ist 

f{m)  -  Kq>{m)  I    .  P 


9(m  +  r) 


< 


^(mh  +  rh) 


Wählen  wir  nun  die  Zahl  9  >  0  so,  dafs  für 

P 


(e) 


r>Q       0< 


<^{mh  +  rh) 
so  folgt  zunächst  wieder  (b)  d.  i. 

m 


<^; 


qp(n) 

Aber  es  ist  auch 
(f) 


—  K 


<,2£    für  n  >  w  +  p. 


Fix) 


—  K 


<2£, 


M 
f 


wenn  nur  x  >  h{m  +  9  +  1).  Ist  nämlich  x  ein  Werth 
über  der  Zahl  Ä(m  +  9  +  1);  tmd  man  setzt 

a;'  =3  ÄÄ  +  Xq       (0  <  aJo  <  Ä) 

so  mufs  die  ganze  Zahl  A;  >  m  -j-  P  sein.  Da  nun  durch  b 
vermöge  (d)  die  Zahl  6r,  hierauf  m  durch  die  Forderung 
fn>  G  :h,  und  endlich  q  vermöge  (e)  durch  s  und  m  be- 
stimmt ist;  so  haben  wir  in  (f)  der  beliebigen  Zahl  2s  >  0 

Stols,  Vorlettmgen.  12 
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die  Zahl  h(fn  -{-  q  -j-  l)  zugeordnet.    Nun  erst  sind  wir 
rechtigty  die  Formel  anzusetzen: 

lim  -,  >  =  K» 

Das  vorstehende  Beispiel  ist  besonders  geeignet  zn  zei 
mit  welcher  Vorsicht  man  zu  Werke  zu  gehen  hat,  um 
Existenz  eines  Grenzwerthes  mit  Sicherheit  nachzuweisei 

Anwendung  des  Satzes  1*.   Handelt  es  nch  nm  Untersnd 
des  Quotienten  logo; :  x  bei  lim  rc  ^=3  -f-  cx>,  so  setae  man 

F(x)  —  loga;,      *(«)  —  x. 
Da  nun 

F(x  +  Ä)  -  Fix) 


<^(x  +  Ä)  —  ^(x) 


-M'+i) 


für  lim  0?  »»  4~  ^^  I  ^i®  ^^^  ersichtlich  werden  wird ,  den  Gr 
werth  0  hat,  so  folgt,  dafs  auch  logn;  :  x  bei  lima:  a»  -)-  00  e 
Grenzwerth  hat.    Und  zwar  ist 

lim    l2if  =  0. 

Man  kann  diese  wichtige  Formel  auch  durch  einfachere  Betrachtai 
ableiten.    Sie  ist  n&mlich  identisch  mit  der  folgenden: 

X 

lim    —  =  -|-  cx>     (a  >  1). 

Läfat  man  x  zunächst  eine  natürliche  Zahl  n  sein^  so  hat  : 
(a^l+d) 

woraus  folgt 

n 

lim     —  =  -f-  00. 
und  ist  «  <  a:  <  n  +  1 1  »o  ^at  man 

wenn  n'^  m'^  1.  Nach  dem  Vorstehenden  gehOrt  an  jeder  Zi 
G^  >  0  eine  Zahl  f*  >  0,  so  dafs  für  n^  fi 

X 

CT 

80  dafs  für  alle  a;  >  ^  +  1  ]>  ^^- 
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Aus  (h)  ergiebt  sich  nach  Nr.  9.  III.  wegen 


X 


a* 


lim     - «  +  oo       (a  >  1,    f*  >  0).  (i) 

Ans  (g)  leitet  man  durch  die  Substitution  x  =»  —  ab: 

lim  y  log  2/  =  0.  (k) 

12.    Stetige  Functionen« 

Definition:  Die  eindeutige  Function  f(x),  definirt  für 
1  e  Werthe  x  eines  Intervalles  (a  —  d,  a  -{-  d)  —  d^O  —, 
ifst  für  den  endlichen  Werth  a;  =  a  stetig,  wenn 
i  stetigem  Grenzübergange 

lim  a:  =  a  +  0      lim  f(x)  =  /(a), 

h.  zu  jeder  Zahl  £>0  mufs  eine  Zahl  d>0  ge- 
treu, derart  dafs 

)  I A^) -/■(«)  i< «, 

3nn  nur  \x  —  a\<  d.^^) 

Es  ist  somit  eine  Vorbedingung  der  Stetigkeit  von  f{x) 
:  X  =  üy  dafs  f(x)  für  x  =  a  definirt  sei.  Unstetig 
.  f(x)  für  den  Werth  x  =  a  entweder,  wenn  die  Function* 
r  X  =  a  nicht  definirt  ist  (vgl.  Nr.  4)  oder  im  Falle  dafs 
%)  festgesetzt  ist,  wenn  f(x)  bei  lim  a:  =  a  +  0  oder  a  —  0 
inen  Grenzwerth  oder  einen  solchen  besitzt,  der  von  f{a) 
rßchieden  ist.  Unstetig  für  a;  =  a  ist  f{x)  also  stets, 
önn  \imf{x)  bei  lima;  =  a  +  0  oder  a  — 0  unendlich  ist.^^) 
an  pflegt  jedoch,  falls  wenigstens  für 

lima;  =  a  +  0  (a  -  0)       limf{x)  ^  f(a), 

e  Function  f(x)  als  stetig  auf  einer  Seite  des  Werthes 
=  a  zu  bezeichnen.  —  Die  hier  erwähnten  Grenzübergänge 
m  X  sind  sämmtlich  als  stetige  zu  verstehen.  Insbesondere 
lachte  man,  dafs  die  Stetigkeit  von  f(x)  für  x  =  a  er- 
»ischt,  dafs  die  Relation  (1)  bestehe  für  alle  Werthe  von  x 
i   Intervalle  (a  —  d,   a  +  *);   nicht  etwa  blofs  für  einen 

12* 
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Theil  derselben.  —  Man  kann  f{x)  für  a;  «=»  cx>  (Nr.  4)  »teti 
nennen,  wenn  f{po)  endlich  und  bei  stetigem  GrenzQbergUf 

lim  a:  =  cx>       lim  (fx)  «=»  f(p^^ 
ist. 

Aus  den  Sätzen  I.  III.  in  Nr.  9  ergeben  sich  unmittelbt 

die  folgenden: 

;Jst  f{x)  für  X  =»  a  stetig;  so  auch  die  FunctiooB 
f{x)  +  Ä,  ^{x).  Die  Function  1  :  f{x)  ist  für  a;  =  a  d« 
und  nur  dann  stetig,  wenn  f{a)  nicht  Null  ist/' 

,Jst  auch  g{x)  für  x«=»a  stetig,  so  sind  die  Functioos 
f{^)  +  gi?^)}  f{p^)  Sl{^)  ebenfalls  für  a?  =  a  stetig;  die  Pn» 
tion  g{x)  :  f(x)  dann  und  nur  dann,  wenn  f(a)  nicht  Null  ist' 

Allgemein:  „Jede  rationale  Function  iS(y^y  Vi-'-h: 
worin  für  y^  eine  für  x  =  a  stetige  Function /'r(i 
eingesetzt  wird  (r  :=  1,  2..w),  ist  selbst  eine  fürx«) 
stetige  Function  von  x,  wenn  ihr  Nenner  durch  du 
Substitution  yr  =  /)•(«)  nicht  Null  wird."  —  Inshesoncb 
ist  eine  ganze  rationale  Function  von  x  für  jeden  endli^ 
Werth  des  Argumentes  stetig,  eine  gebrochene  rationii 
Function  von  x  sicher  für  jeden  solchen  Werth  von  x.  i\ni 
den  ihr  Nenner  nicht  Null  wird. 

„Wenn  f(x)  iiir  x  =  a  stetig  ist  und  q>(if)  für  den  Werii 
y  =  f{(i)  ebenfalls  stetig  ist,  so  ist  auch  die  Function  q)[f{ii 
für  a;  =  a  stetig.*' 

Wir  bemerken  ferner  noch  die  speciellen  Sätze: 
1)  Die  Exponential-Fnnction  a'  ist  für  jeden  endlickfl 
Werth  X  =  Xo  stetig.    Es  genügt  a  >  1  vorauBzasetsen.     Zwä 
hat  man 

^aKo  +  i  _  a-^  =»  a'^'ia^  —  l). 

Nach  VIII.  8  bestehen  simultan  die  Relationen  (a  =3  l  -f-^: 


S^o     (i  +  df§.^-^-, 


RO  dafs 


nnd 


(i  +  d)^-i^-J^ 


id 


\,.^..i       .'  ^       A\l 


(t  +  d)-  _  1  ,  <  -- 


1  — rf.|gi 
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.  Man  hat  somit 


wenn 


^i«i  <4   d.i.  |g|< 


2)   Die  logarithmisohe  Function  ^logo;  ist  für  jeden  po 
sitiven  Werth  x  =>  x^  stetfg.    Man  hat 

;  *log  («,  +  6)  -  «log  X,  =  -»log  (i  +  ^)  ■ 

Setzt  man,  wenn  £  >-  0, 


#<-B'-i; 


^   wenn  S  <  0, 


iCo 


^  >5~*  - 1 


^0 


1^  voraus,  so  ergiebt  sich  immer 

^  riogr«o  +  $)-'°iog«ol<*. 

"^  3)   Die  Potenzfunction  x^,  wo  ^  keine  ganze  Zahl  sein  soll, 

■ist  für  jeden  positiven  Werth  von  x  stetig  und  falls  jli  >  0 
(auch  für  o;  =  0.    Letzteres  zufolge  Nr.  6.    Für  o?  >•  0  braucht  man 
.  ]  nur  zu  setzen : 

Bei  Bestimmung  von  Grenzwerthen  wird  oft  der 
^aus  Nr.  9.  III.  abzuleitende  Satz  gebraucht:  „Es  sei  die  ein- 
^, deutige  Function  q>{y)  für  den  endlichen  Werth  y  =  h  stetig 

und  bei  irgend  einem  Grenzübergange  von  x  lim  f(x)  =  b, 

80  ist  bei  ebendemselben 

'  lim9,{/-(x))  =  ,,(&)« 

I-  Anwendungen  des  letzten  Satzes. 

1)  Mit  Hilfe  desselben  können  wir  den  Grenzwerth  b  '^  \im  f^  im 

Beispiele  zu  Nr.  6  bestimmen.    Da 


/«+i  =  V^+^ 


\ind  Ya  -{-  y  für  y  =  b  stetig  ist,   so  folgt  aus  dieser  Gleichung  bei 
Xim  n  =  +  oo 

&  =  yT+T    d.i.    &«  =  a  +  &,    (&  — i)«  =  a  +  J- 
ttan  erhält  somit,  da  b  positiv  sein  mufs, 

2>  =  i  +  V^^Tl' 
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2)  Über  das  Verhalten  der  Function  f{xyvi^)  bei  irg 
einem  Grenzübergange  der  unabhängigen  Veränderliehei 
bei  welchem  beide  Functionen  f(x)f  <p(x)  Grenzwerl 
haben;  kann  man  Folgendes  bemerken.    Setzt  man 

so    ergiebt  sich  aus  der  Stetigkeit  der  Exponentialfunci 
B^  für  jeden  endlichen  Werth  von  y,  dafs  wenn 

lim  9(0;)  ^logf{x) 

eine  endliche  Zahl  b  ist, 

lim/"(a;)9>t*)  =  2^. 
Und  wenn 

lim9(a;)  ^logf(x)  =  -j-  00  (~  00), 

so  hat  man  nach  Nr.  9.  IIL 

lim/'(a;)y<')  =  +  cx)(0). 

Nach  Nr.  9  hat  das  Product  q){x)  logf{x)  stets  einen  Gr 
werth,  wenn  nicht  der  eine  der  Factoren  den  Grenzwert 
der  andere  den  Grenzwerth  +  cx>  oder  —  cx>  besitzt 
Verhalten  der  Function  f(x)v^'^  bei  dem  in  Rede  stehen 
Grenzübergange  von  x  wird  daher  Gegenstand  einer  bei 
deren  Untersuchung  sein  müssen,  wenn 

(1)  lim/*(a;)  =  1,       limq){x)       unendlich; 

(2)  limf(x)  =  +  00,       lim  q){x)  =  0; 

(3)  lim  f{x)  =  +  0,       lim  9  {x)  =  0, 
Z.  B.     Aus 

folgt  nach  der  Formel  (k)  in  Nr.   12,  dafs 

limrr*  =  1. 

Der  Grenzwerth  von  fp  ist  aber  im  3.  Falle  nicht  imme 
wie  schon  das  Beispiel 

j_  i 

Ix  1«  tx 

x     ==  c,       lim  X    =  V 
zeigt. 
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Eine  der  wichtigsten  der  hier  berührten  Untersuchun- 
gen ist  in  der  Formel  enthalten 

lim  (l  +  1)'  =  e,  (1) 


X==«) 


WO  c  wie  gewöhnlich  die  Basis  der  natürlichen  Logarithmen 

bedeutet.    Wir  erinnern  zuerst  an  die  aus  YII.  5  folgende 

Formel 

lim  (p^  =  e, 

«  =  +  00 

9,  =  1  +  1  +  2,  +3T  +  ---  +  ^»  ("») 

WO  n  eine  natürliche  Zahl.    Man  hat  nach  YIII.  3 

+  „^(i--D('-!)-(i-"-^). 

woraus  sofort  folgt 

(l  +  y"<9».       .  (n) 

Da  ferner  für  r  =  3,  4, . . .  n  (vgl.  X.  12) 

(i--D(i-l)-('-^) 

>i-i(i  +  2  +  ...  +  .-ll_i_ÖlrJ>I, 

so  ergiebt  sich 

+«(i-iT)+-+ii('-^-i^-) 

d.  h. 

Aus  den  Formeln  (m)  bis  (o)  schliefst  man  nach  Nr.  10,  II. 
die  Formel 

lim  (l  +  ä"  =  e.  (p) 
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Lasseu  wir  nun  x  den  stetigen  Grenzübergang 

lim  a?  =  +  ^^ 
ausführen.    Ist  x  so  gewählt  dafs 

somit 

1  +  -  >  1  +  -  >  1  +  — ^ , 
so  folgt 

(>+-r'>(>+l)'>(i  +  ;rin)". 

d.  i. 

Nach  (p)  haben  das  erste  und  dritte  Glied  dieser  Belatioi, 
kurz  mit  fn  und  ^n  bezeichnet,  bei  lim  n  =  -f-  oo  den  Grem* 
werth  c  d.  h.  zu  £  >  0  gehört  eine  Zahl  fft  >  O,  sodaTs  fe 
alle  Werthe  n>^  sowohl  \fn—e\<Sy  als  auch  [jr,  —  c|<t 
Daher  ist  für  alle  Werthe  x>  ^i,  -{-  1 

oder 

Endlich  sei  lim  a;  =  —  cx),  wobei  a?  <  —  1  anzunehmeE 
ist.     Setzt  man  x  =  —  x'j  so  ergiebt  sich 

0 + D-  -  ('  -  hV  -  (• + .^i)-' 

-  (i + ,-~-r'  ■  (• + 7^)^ 

somit  nach  (q)  bei  lim  a;'  =  +  ^^ 

lim(l  +  i)'  =  e. 


X=a — 00 


womit  die  vorgelegte  Formel  vollständig  erwiesen  ist. 
Aus  (1)  ergiebt  sich  für  x  =  \  ly 

\_ 
lim(l  +j/)7  =  c, 

und  wemi  man  den  Logarithmus  nimmt 
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lim  "^^«  (^  +  y)  =  i^log  e  =  M,  (r) 

worin  Jlf  der  Modulus  des  Logarithmensystemes.     Insbeson- 
dere hat  man 

Um  ^ii+J^^  =  1..  (s) 

•  y=o    y 

13,  Wenn  eine  für  alle  Werthe  von  x  im  end- 
lichen Intervalle  {a,b)  —  a^x^b  —  eindeutig  de- 
finirte  Function  f(x)  auch  für  jeden  derselben  stetig 
ist  und  f(a),  f(b)  ungleich  sind,  so  giebt  es  minde- 
stens einen  Werth  0  zwischen  a  und  h  derart,  dafs 
f(c)  gleich  ist  einem  gegebenen  Werthe  h  zwischen 
f(a)  und  f(b).  —  An  den  Grenzen  a,  b  braucht  die  Stetig- 
keit von  f(x)  nur  einseitig  zu  sein.  —  Der  Satz  ergiebt  sich 
aus  dem  folgenden  besonderen  Falle  desselben. 

Ist  f{x)  für  alle  Werthe  a<a;^&  eindeutig  und 
stetig,  und  die  Werthe  f(a)  und  f(b)  haben  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen,  so  giebt  es  wenigstens  einen 
Werth  c  innerhalb  des  Intervalles  (a,  6):  a<,c<ib, 
wofür  f(c)  =  0.'^) 

Beweis.  Es  sei  f(a)  <  0,  f{b)  >  0.  Wegen  der  Stetig- 
keit von  f{x)  f ür  a:  =  a  gehört  zu  jeder  Zahl  £  >  0  eine 
Zahl  d  >  0  derart^  dass  für  alle  a  <Cx  <Ca  -{-  d 

\m-f{a)\<B, 
also 

f{x)<f{a)  +  B. 

Wählt  man  hier  s  <  —  /(a),  so  folgt  dafs  f{x)  <  0  für  alle 

a<a;<a  +  d.    Man  kann  somit  eine  Veränderliche  x  durch 

die  Forderung  definiren,  dafs  für  alle  x  <ix    f(x)  <  0   sei. 

X   mufs  eine  obere  Grenze  c  >  a  haben,  wofür  ebenfalls  die 

Relation  gilt: 

x<c        fix)  <  0.  (1) 

Das  ist  selbstverständlich,  wenn  x  den  Werth  c  erreicht. 
Will  man  diese  Annahme  nicht  machen,  so  mufs  man  doch 
zugeben,  dafs  innerhalb  eines  jeden  Intervalles  {x^,  c)  — 
Xi<Cc  —  mindestens  ein  Werth  rr/  von  x  liege;  sodafs 
f{x)  <  0  für  x<  x^\    Also  ist  f(Xj)  <  0  wenn  nur  x^  <  c. 
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Wir  sagen  nuu,  f{c)  kann  weder  eine  negative,  noch  eise 
positive  Zahl  sein.  Wäre  f{c)  <  0;  so  gäbe  es  nach  dem 
oben  Bemerkten  noch  Werthe  x  >  c^  also  könnte  c  nicht 
die  obere  Grenze  von  x  sein.  Wäre  aber  /"(c)  >  0,  so  mülstec 
Werthe  von  x  <c  vorhanden  sein,  so  dafs  f{x)  >  0.  Denn 
wegen  der  Stetigkeit  von  f{x)  für  x  =f  c  gehört  zu  jeder 
Zahl  £>0  eine  Zahl  d  >  0,  derart,  dafs  fix)>f{c)'-i 
für  c  —  d  <ix  <c]  nimmt  man  nun  e  <  f(c),  so  wfirde  flf 
alle  die  genannten  x  f(x)  >  0  sein,  gegen  (1).  Somit  mob 
f(c)  =  0  und  daher  c  <  6  sein. 

In  ähnlicher  Weise  würde  man,  von  f(b)  ausgehend,  auf 
einen  Werth  (l>c  gestofsen  sein,  wofür  f(d)  =  0;  während 
für  b>  x>  (l  f(x)  >  0.  Ist  d  =  c*,  so  giebt  es  im  Inter- 
valle (a,  b)  nur  eine  Wurzel  der  Gleichung  f(üci)  ■«  0. 

Der  Eingangs  erwähnte  Satz  folgt  durch  Anwendung 
des  vorstehenden  auf  die  Function  f{x)  —  h,  wo  h  irgend 
eine  zwischen  f(a)  und  f{h)  gelegene  Zahl  bedeutet^  so  dab 
simultan 

f(a)-h§0,        /•(6)_Ä^0. 

Demnach  existirt  innerhalb  des  Intervalles  (a,  b)  sicher 
ein  Werth  c,  wofür  f{c)  —  A  =  0. 

Die  in  diesem  Satze  ausgesprochene  Eigenschaft  kommt 
jedoch  keineswegs  ausschliefslich  solchen  Functionen 
zu,  die  für  alle  Werthe  des  Intervalles  (a,  6)  stetig  sind,  — 
so  dafs  sie  nicht  als  Definition  derselben  aufgestellt  werden 
könnte. 

Anmerkung.     Aus   dem   spociellen   Satze   ergiebt    sich   infolge 
Nr.  10,  I.  unmittelbar,  dafa  jede  algebraische  Gleichung^. 

F{x)=^x''  +  a,x'"-^  +  .  ..  +  a^_iX  +  a^^O 

von  ungeradem  Grade  mindestens  eine  reelle  AaflÖBoiiff  x^c 
haben  muTs.    Denn  es  ist 

F(G)  >  0,       Fi-  G)  <  0, 

wenn  nur  die  positive  Zahl  G  hinlänglich  grofs  angenommen  wird. 

14.     Die  umgekehrte  Function. 

Satz.  „Wenn  x  =  f{y)  für  alle  Werthe  von  y  des  end- 
lichen  Intervalles   (c,  d)    ^   c  <d   —    stetig    ist    und  bei 
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wachaeadem  y  stets  zunimmt  (abnimmt),  so  hat  die 
Gleichung  x  =  f{y)  für  alle  x  im  Intervalle  (/"(c),  /'(</))  eine 
und  nur  eine  Wurzel,  so  dafs  für  den  erwähnten  Bereich 
von  X  eine  eindeutige  Function  j/ =  tpix)  exiatirt,  welche 
der  Gleichung  x  =  f{y)  Genüge  leistet.  Diese  Function,  ge- 
wöhnlich die  umgekehrte  gegenüber  der  Function  f{y)  ge- 
nannt, ist  für  alle  Werthe  x  im  Intervalle  {_f{c),  f{ii)}  ste- 
tig und  nimmt  bei  wachsendem  x  entweder  beständig  zu 
oder  beständig  ab."  ' 

Zusatz.  Ist  lim /■(j)  =  +  oo  (— oo)  für  Virny-^J  —  O, 
während  /*(y)  in  jedem  Intervalle  (c,  <l')  —  c<_iV  <id  — 
die  angegebenen  Eigenschaften  besitzt,  so  ist  lim  <f){x)  ^  d 
für  lim  ar  =  +  '^  ( —  °o). 

Beweis.  Es  sei  f(c)  =  a,  f(d)  =  h  und  fc  >  ß.  Ferners 
wird  angenommen,  falls  c  <  j/'  <  j/"  <  d,  f{*j)  <  f(^").  Dar- 
aus folgt  unmittelbar ,  dafs  die  Gleichung  x  =*•  f(y)  — 
a  <  a;  <  ö  —  nur  eine  Wurzel  y  zwischen  den  Grenzen 
(c,  d)  haben  kann.  Dafs  aber  eine  solche  existirt,  verbürgt 
der  Satz  von  Nr.  13.  Nun  ist  zu  zeigen,  dafs  für  alle 
a<^x'^b  g>{x)  stetig  ist;  an  den  Grenzen  X'^a,  x  =  b 
zum  mindesten  einseitig.  Eh  sei  o  <  a:,,  <  6,  x^  =  /"(j/o)  und 
i>0  vorgelegt,  jedoch  so  klein  angenommen,  dafs  dos  In- 
tervall fy^  —  £,  ffo  +  *)  iiiclit  iiuni  Theil  aufserhalb  (c,  d) 
fällt.  Ferner  sei  x^  —  3i  ■=  f(t/o  —  0'  *o  +  ^'s  = /^(yo  + ')» 
worin  d,  dj  positive  Zahlen  bedeuten,  von  denen  Ö  die  klei- 
nere sei.  Giebt  man  x  irgend  einen  Werth  des  Intervallea 
(a;^  —  Ä,  x„  +  S),  so  mufs  die  ihm  entsprechende  Lösxmg 
der  Gleichung  x  =  f{y)  zwiachen  y^' —  t  und  yf,-\-  s  liegen. 
D.  i.  es  ist  \y  —  Vo I  <  *  f^'"  *  1 1  ^  x,  wofür  \x  —  x^\<8.  — 
Auf  ähnliche  Art  wird  der  Zusatz  erwiesen. 

Vermöge  des  vorBteheuden  Sattes  erhellt  eofort,  dafs  die  im 
YIII.  Abtohnitt«  betrachteten  Gleichungen 

Ä  =  tr(ni>0),  x^B"  {B>1), 

in  welchem  die  recht«  Seite  mit  t/  bextäudi^;  n;kbnt,  nnd  ewut  >od 
0  bio  -f-  cjD  (in  der  eraten,  wenn  y  von  0  zi>  ■{•  oj;  in  der  zweiten,  wenn 
!/  von  —  CO  zQ  -\-  (x>  nbergeht),  eindentige  und  für  alle  positiven 
Werthe  von  a  stetige  Functionen 
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hU  Ümkebrungen  beKSglich  der  Potenz  mit  gansen  poaitt*<| 

Exponenten  und  der  Exponentialfunction  beatimmen  —  Stkt, 
die  in  den  vorhergehenden  Nummem  durch  besondere  Beweise  geieigt 

15,  SatB,  „Ist  f\x)  eindeutig  definirt  und  stetig  lor 
alle  Werthe  a<i  z  ^b,  so  hat  die  Veränderliche  /^x)  eist 
endliche  obere  Grenze  g  und  eine  endliche  untere  Grcme  i. 
Es  giebt  ferner  mindestens  einen  Werth  c  —  a:^c<6— , 
w(i{Gif(c)^g  und  mindestens  einen  Werth  d  —  a<,d<^h—, 
wofür  f(d)^k."  Oder:  Jede  im  Intervalle  (a,  6)  mit 
Einaehlufs  der  Grenzen  stetige  FuDction  erreicht 
aowol  ihre  obere,  als  auch  ihre  untere  Grenze:  sie 
hat  einen  grüfaten  und  einen  kleinsten  AVerth.") 

Der  Beweis  dieses  wichtigen  Satzes  stützt  sich  auf  dai 
folgenden 

Hilfteats.  ,,Ist  f/  ^  f(x)  eindeutig  definirt  fflr  nuendlidi 
viele  Werthe  von  x  in  dem  endlichen  Intervalle  (o,  &)  and 
ff  die  obere  Grenze  von  /'(x),  ao  existirfc  miadestens  ein 
Werth  c  —  a^c<I)  — ,  derart,  dafa  in  jedenx  Intervalle 
(c  —  £,  c  -f-  f)  —  « >  0  —  die  obere  Grenze  von  f(x)  g 
ist."  —  Ein  ähnlicher  Satz  gilt  für  die  untere  Grenze  von  f{z). 

Beweis.  Wir  bemerken  zunächEt,  dafa  die  obere  Grenie 
!/'  von  f{x)  für  die  Werthe  von  z  in  irgend  einem  Inter- 
valle (a,  b'),  das  innerhalb  (a,  b)  liegt,  nicht  gröfser  als  3 
sein  kann,  g  und  <J  als  endlich  vorausgesetzt,  und  dafa,  wenn 
3'  ^  +  00  ist,  auch  y  =  -|-  00  sein  mufs.  Das  folgt  am 
dem  Begriffe  der  oberen  Greuiie  unmittelbar.  Wäre  im  erstes 
Falle  /  >ff,  so  gäbe  es  im  Intervalle  (a,  b)  Werthe  x,  wfo- 
fBr  f{x')>g  —  £  d.  i.  f{x')  >  g,  so  dafa  </  nicht  obeie 
Grenze  für  die  /'(x)  im  Intervalle  (n,  b)  von  x  sein  könnte.  — 
Ebenso  einfach  folgt,  dafa  wenn  das  Intervall  (a,  h)  durch 
Einschaltung  eines  Werthea  /*  —  a  <,lt<ib —  in  zwei  (a,Al, 
(/i,  6)  getheilt  wird,  die  obere  Grenze  von  /'(x)  niindesteD« 
für  die  in  eines  dieser  Intervalle  fallenden  Werthe  von  a;  wieder 
g  sein  mufs.  Ist  g  eine  endliche  Zahl,  so  mDssen  auch  die 
oberen  Grenzen  g^,  3,  von  fi.^)  in  den  Intervallen  von  x 
{a,  h),  bez.  (h,  h)  endlich  seiu  und  umgekehrt,  Ist  dann 
Üt  =  Ott  80  ißt  'J  'lineii  gleich,  sonst  aber  ist  g  die  grölae« 
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der  beiden  Zahlen.  In  der  That,  wenn  z.  B.  g^^g^,  so  hat 
man  ja  für  a^x^b  f{x)  < g^ ,  aber  zu  jedei:  Zahl  £  >  0 
mindestens  ein  x'  in  (a,  6),  wofür  f{x')>g^  —  e.  Ist  g 
aber  -|~  <^;  so  mnfs;  nach  dem  gerade  Bemerkten^  mindestens 
eine  der  oberen  Grenzen  ^i ,  ^2  +  ^^  s®^ 

Dieses  vorausgesetzt,  theilen  wir  das  Intervall  h  —  a  =  D 
in  e(>  2)  gleiche  Theile.  Sodann  mufs  mindestens  für  die 
Werthe  von  x  in  einem  der  Intervalle 

(».«+1).  («+?.  »+^-(«+'^^. ») 

die  obere  Grenze  von  f{x)  wieder  g  sein.     Es  sei 

das  erste  unter  den  genannten  Intervallen,  das  diese  Eigen- 
schaft besitzt.  Wir  theilen  dasselbe  in  e  gleiche  Theile  und 
finden  wieder  ein  erstes  Intervall 

(0^c,^e-  1), 

derart,  dafs  für  die  in  demselben  vorkommenden  Werthe  von 
X  die  obere  Grenze  von  f{x)  g  ist.  U.  s.  f.  Auf  diese 
Weise  gelangen  wir  zu  einer  Zahl 


c  =  a  +  i).(S,),         'S»  =7 +  ?  +  •••  +  ;:-» 


welche  die  Eigenschaft  hat,  dafs  für  die  in  jedes  Intervall 

fallenden  Werthe  von  x  die  obere   Grenze   von  f(x)  stets  g 
ist.     Nimmt  man  n  so  grofs  dafs 

Die"  <  £, 
so  folgt 
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Und  es  ist  im  Intervalle  von  x  (c  —  e,  o  +  c)  die  obere 
Grenze  von  f(x)  auch  g.  Wenn  ^  =  +  00,  so  erhellt  di« 
unmittelbar.  Ist  g  endlich,  so  kann  die  zuletzt  erwähnte 
obere  Grenze  weder  kleiner,  noch  grofser  als  g  sein,  ist  also 
g  selbst.  • 

Mit  Hilfe  des  vorstehenden  Satzes  ergiebt  sich  nun  zu- 
nächst, dafs  die  obere  (untere)  Grenze  g  der  für  alle 

a<^x<b 

stetigen  Function  f{x)  endlich  ist.  Denn  wäre  //  s=  -}-  x. 
so  müfste  es  mindestens  einen  Werth  et  "^c  <^b  geben,  der- 
art, dafs  in  jedem  Intervalle  (c  —  £,  c  +  «)  die  obere  Grenze 
von  f{x)  +  00  ist.  Aus  der  Stetigkeit  von  f(pc)  für  x  =  t 
folgt  aber,  dafs  bei  gegebenem  f'  >  0  ein  d'  >  0  existirt, 
sodafs  \f{x)  —  /*(c)|  <  c',  wenn  nur  \x  —  c|  <  d'.  Also  kann 
g  nicht  +  00  sein.  —  Die  soeben  gemachte  Bemerkung  ist 
keineswegs  selbstverständlich.  Wenn  auch  f(pc)  für  jede? 
X  {aKx<.b)  einen  endlichen  Werth  hat,  so  braucht 
g  nicht  endlich  zu  sein.  Z.  B.  Es  sei  f{x)  in  folgender 
Weise  definirt 

/•(«)  =  0,        ia<x<b),        fix)  =  --^- . 

Wir  linden  endlich,  dafs  f{p)=g  sein  mufa.  Denn 
im  Intervalle  {c  —  d',  c -f- d')  giebt  es  mindestens  einen 
Werth  X,  wofür 

//  >  fipc)  >  g  —  t'. 


Daneben  ist 

somit 

also 

nach  VII.  7. 


Als  Anwendung»  möj?e  der  zur  Beiirtheiliing  des  Sinnes,   in  wel- 
chem   eine  für    a  ">  x  <!  6    stetige   Function  f{x)  sich   &ndert,  oft 


unentbehrliche  Satz  dieuen:  „Wenn  für  alle  a^x<ib  t 
Zahl  ^(x)  exiatirt,  bo  daTs  für 


0  <  |<  J(i) 
so  ist  entsprechend 
Die  Function 


fix  + 1)  - 


/■(!■)  ^  0, 


•Pi^)  =  /"(:«)  -  A»), 

wofilr  rp{o)  =  0,  ist  zugleich  mit  f{x)  stetig,  hat  im  Falle  des  oberen 
Zeichens  eine  obere  Grenze  y  >  0  und  erreicht  sie  für  einen  Werth 
X  ^c.    Wäre  a<c<:.b,  ao  müTet« 

Vlc  +  i)  <  <p<.c)    (5>0), 

rtc  +  6)  _•>  /"(c) 
sein,  gegen  die  Voranaaehsaag.     Demnacb  ninrs  c  ^^  b  und  f[b)  —  f{a) 
=  V  >  0  sein. 

16.  Satz.  „Ist  f{x)  eiudeutig  und  stetig  für  alle  Werthe 
dea  Intervalies  {«,  6),  die  Grenzen  x  =  n  und  a;  •>=  fe  ein- 
gescLIoaaen,  ao  kann  jeder  Zahl  £>0  eine  Zahl  d^>0 
derart  zugeordnet  werden,  dafs  \f(x')  —  /"(*")!  stets  klei- 
ner als  {  ist,  wenn  nur  x',  x"  Wertlie  im  Intervalle 
(n,  h)  bezeichnen,  deren  Unterschied  dem  absoluten 
Betrage  nach  kleiner  als  dg  ist'"*) 

Beweis.  GemäfB  VorauBsetznng  gehört  zu  ^e  eine  Zahl 
d>0  derart,  dafs  \f(x')  —  f(x)\<i6  für  alle  Werthe  x, 
genögend  der  Relation  \x' — x\<iS.  Dabei  kann  x  jeder 
Werth:  a'^x-^b  sein.  Ist  nun  x"  ein  zweiter  Werth,  wo- 
für \x"  —  x\<S,  80  ergiebt  sieh  ^f^af)  —  f(x")\  <  t.  In- 
nerhalb des  Intervalies  {x  —  ä,  x  -^  ö)  ist  aomit  die 
Schwankung  von  f(x),  d.  i.  der  Unterschied  ihrer  oberen 
und  unteren  Grenze,  kleiner  ala  t.  Definirt  man  ferner  eine 
Veränderliche  1  >  0  durch  die  Bedingung,  dafs  die  Schwan- 
kung von  f{x)  innerhalb  des  Intervalies  {x  —  |,  a;  -f-  |)  unter 
e  liegen  soll,  so  hat  sie  eine  obere  Grenze  jJ{x)'>0,  von 
der  nach  einem  in  Nr.  13  angegebenen  Verfahren  gezeigt 
werden  kann,  dafs  im  Intervalle  {x  —  ^{x),  ^  +  ■^{x}'\  die 
Schwankung  ebenfalls  noch  kleiner  als  t  ist.  Ist  |  >  zlx 
HO  raufs  in  dem  Intervalle  {x — ■  |,  a;  +  |)  die  Schwankung 
von  f{x)  die  Zahl  £  übersteigen.  —  Auf  diese  Weiae  iat  für 
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alle  Werthe  a<ix<,l)  eine  Function  -^(a?)  eindeutig  defi- 
nirt,  die  überall  positiv  ist  Ihre  untere  Grenze  ^^  kann 
>  0  sein.  Wenn  sich  aber  nachweisen  läfst,  dals  ^{pc)  für 
alle  soeben  erwähnten  Werthe  von  x  stetig  ist,  so 
mufs  Jq>0  sein;  denn  es  giebt  nach  Nr.  15  einen  Werth 
d  im  Intervalle  (a,  6),  wofür  ^{d)  =  ^q.  —-  Wenn  man 
x'y  x'  beliebig  im  Intervalle  (a,  6)  wählt,  nur  so,  dafs 

\x  —X  1  <-^ü> 
so  ist  gewiCs 

W)-f{x')\<t. 

Man  kann  also  i^  <  ^^  setzen. 

Die  Std;igkeit  von  ^{x)  für  irgend  einen  Werth 
a<,  X  ^b  läfst  sich  leicht  zeigen.  Es  sei  x^  irgend  ein 
von  X  verschiedener  W^erth  im  Intervalle 

{X     —      ^(X)y  X     +     ^(X)), 

Ist  o;  <  rC|  <  a;  +  ^{x)y  so  ist 

^i  ~  {^  +  ^(^)  —  a^i }  >  a;  —  ^(x), 

so  dafs  unmittelbar  erhellt,  dafs  ^(iCi)  ^  a?  +  ^(a;) — x^ 
sein  mufs.  Sonst  würde  nämlich  das  Intervall  (x^  —  -^(^j 
a?!  +  ^(xj)  vollständig  innerhalb  (x  —  -^(a;),  ä;  +  -*^(^)) 
liegen.     Wenn  aber  x  —  /l{x)  <.x^  <Xj  so  ist 

so  dafs  nun  ^{x^  >  ar^  —  a;  +  z/(a;).  Man  hat  also  allge- 
mein ^{x^  ^  ^(^)  —  1*^1  —  ^r  Vertauscht  man  hier  t 
und  ajj,  so  folgt  ^{x)  ^  ^(x^  —  l^i  ~"  ^1;  ^-  i- 

^(^i)  $^  -^W  +  1^1  —  ^!' 

Demnach  findet  man  \^{x^  —  ^(^)l  "^  l^i  —  ^1-  Und  wenn 
6  irgend  eine  positive  Zahl  bedeutet,  so  hat  man  für  alle  J^, 
wofür  \x^  —  x\<0     M(^i)  —  ^{^)\  <  <^>  q«  ©•  d. 

17.  Geometrische  Darstellung  der  Functionen 
einer  Veränderlichen.  Werden  durch  einen  Punkt  0  dtf 
Ebene  zwei  Gerade  XX',  YY'  —  die  Axen  —  gesogen, 
so  können  von  0  aus  auf  der  ersten  die  Werthe  der  Function 
y  =  /(^)  aufgetragen  werden.     Hierzu   ist   notwendig,  dab 


I 


auf  jeder  der  Geraden  eine  positive  Richtong  OX,  bez.  OT 
angenommen  und  eine  Strecke  OE,  bez.  OJ  der  Einheit 
zugeordnet    werde.       Gewöhnlich     läXst    man     OJ  =  OE, 


y 

«. 

M 

.^^^~^^^N. 

9. 

^ 

\r^ 

x^ 

B' 

A 

/ 

K 

r. 

A 

p                 J 

;             i",  B     ■ 

1 

sowie  Or_LOX  sein.  Dieses  auch  hier  vorauageaetzt, 
findet  man  jedem  Werthe  x,,  entsprechend  eine  Strecke 
(Äbaciase)  Xg  ^  OPg  und  ühnlich  /'(x,,)  ^  y^  entspre- 
chend eine  Strecke  (Ordinate)  y^  =•  OQ^.  Zieht  mau  hier- 
auf durch  1*0,  Qo,  Parallele,  bez.  zu  OY,  OX,  ao  betrach- 
tet man  ihren  Schnittpunkt  3f^  als  Repräsentanten  des 
Werthsyatemea  J^p^j,.  Ist  f{x)  eindeutig  definirt  für  alle 
Werthe  a<x  Kh,  so  kann  man  auf  diese  Art  zu  beliebig 
vielen  Punkten  der  Strecke  Ali  —  OÄ  =  a,  OB  ^  b  — 
auf  der  Abacissen-Ase  die  zugehörigen  Functionswerthe 
y  •=  fix)  ala  Ordinaten  conatruiren,  wobei  wir  von  der  un- 
vermeidlichen Ungenauigkeit  geometrischer  Constructionen 
absehen.  Insbesondere  sei  AÄ^fia),  BB'^=/'(b).  — 
Wenn  f{x)  fiir  alle  Werthe  x  des  Intervallea  (a,  b)  ein- 
deutig und  stetig  ist,  so  sagt  man,  dafs  die  Endpunkte 
der  Ordinaten  P„M^  eine  stetige  Linie  A' B'  in  der 
Ebene  bilden.  Ea  fragt  sich  nun,  unter  welchen  Umstän- 
den wir  uns  ein  geometrisches  Bild  davon  machen  können, 
Natürlich  raüaaen  diejenigen  Punkte,  deren  Kenntnifs  uns 
zur  ßeurtheilung  des  Verlaufes  einer  Linie  notwendig  er- 
scheint, in  endlicher  Anzahl  vorhanden  sein.  Hierzu  rech- 
nen   wir   zunächst    die   hijchsten    und   tiefsten    Punkte,    die 
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Wendepunkt«,  Ecken  und  Spitzen.  Ferner  darf  die  l 
mit  jeder  (Jeraden,  jedem  Kreise  und  jeder  anderen 
Geometrie  bekannten  Curve  höchsteua  eine  endliche  An 
von  Punkten  gemein  haben.  Demnacli  künueu  wir  die 
tige  Function  y  ^  f{x)  geometrisch  darstellen,  wenn  di» 
gehörige  Curve  A' B"  entweder  ein  convexer  Boj 
ohne  Ecken  und  Spitzen  iat,  oder  aus 
liehen  Anzahl  solcher  Bögen  und  geradliniger  St6 
besteht.  Dabei  heifst  ein  Bogen  Ä IT  convex,  wem 
mit  einer  Geraden  höchstens  zwei  Punkte  gemein  hat 
Der  Function  y  =  f(x)  entspricht  ein  eouyexer  Hogen  A' S 
der  folgenden  Bedingung.  Es  Beien  x„,  x,,  x,  drei  aafeinandet 
Inende,  sonat  beliebige  Werthe  von  x  im  Intervalle  (a,  b) 
Eea  X  —  a,  x  =  6  eingeschlossen  —  nu 

y. -A^o).        !/.  =/"(-f,),        !*.  =  /■(«!,). 
Dann  moTg  der  Ausdruck 

ij„  (x,  —  a,)  +  y,  (x„  -  X,)  +  y,  (x,  —  te^y. 
(1)  (a  <  .r„  <'.'■,  <x,<b) 

von  0  vericbieden  und  gleichbezeichnet  sein,  wie  auch 
genomnien  werden.  Denn  bekanntlich  drQckt  er  den  doppelten 
cheninhalt  des  Dreieckes  Mg  M,  M,  aus,  versehen  mit  dem  Zt 
4-  oder  — ,  je  nachdem  Jlf,  auf  der  poeitiven  oder  negativ«) 
der  Richtung  M„M,  liegt,  d.  h.  je  nachdem  der  rechte  Wl 
MjRM,  durch  Drehung  eines  beweglichen  HallistrahleB  um  j 
dem  Schenkel  RM,  ans  in  gleichem  oder  in  entgagengeaetztem 
beschrieben  wird,  wie  der  rechte  Winkel  XOT  von  dem  Seht 
OX  aus.  Wenn  aber  der  Bogen  A' B'  conve«  ist,  so  muTs  ein  P 
,  irgendwo  anf  ihm  zwischen  zwei  beliebigen  runkten  M^Mf 
Iben  Seite  der   Uichtuug  i 


ZenASt 
af einander 

^1 


selben  gew&hlt,  in 
liegen.  —  Lassen  « 


(2) 


nit  (1)  gleichbeteichnet  der  Ausdruck 


P„  P,  sein  und  setzen  <i 


so  dafs  auch  er  stets  dasselbe  Zeichen  haben  mufs,  wenn' 
Werthe  x, ,  a,  —  J,  x,  -f  ^  im  Intervalle  (o,  6)  liegen.  Ea  lAfM 
nun  leicht  das  Folgende  nachweisen;  ,,WeDn  au  jedem  Punkte  w. 
sehen  a  und  b  eine  positive  Zahl  d{x^)  gehSrt,  so  dafa,  -wem 
0  <;  £  ■<  J(x,),  der  Anadnick  (2)  stete  dasselbe  Zeichen  hat  m 
das  Nämliche  vom  Ausdrucke  (1),  wie  auch  x„,  x,,  aa^   ui| 
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werden,  und  zwar  stimmt  das  Zeichen  des  letzteren  mit  dem  des  er- 
steren  überein/*  Wir  denken  uns  Xq,  x^  fest  nnd  x^  zwischen  den 
Grenzen  x^x^  yei^nderlich.  Dividiren  wir  (1)  dnrch  x^  -  -  ^ot  wodurch 
sich  das  Zeichen  nicht  ändert,  und  ersetzen  x^  durch  re,  so  geht  (t) 
über  in 

Vo  +  ^^=-^  (^  -  X,)  -  fix)  -  9 {X)  (x,<x<  X,), 

*8  •«'0 

80  dafs 

9>(a^o)  =  0,        «p(aj,)  =  0. 
Da 

V(X  +  S)  +  9(X  -  {)  -  2q>{x)  ^-{ax  +  i)  +  fix-i)  -  2f(x)}, 
so  folgt,  dafs  wenn  (ä)  für  £  <^  d{x)  stets  etwa  positiv  ist, 

qp(^  +  i)  +  9(a?  -  5)  —  2ip(a:)  <  0 
für 

0  <  |<  ^{xY 

Nun  ist  q>{x)  eine  stetige  Function  von  x  für  alle  x^  '^  x  "^  x^*^  es 
giebt  also  nach  Nr.  16  mindestens  einen  Werth  d  —  x^'^d^  x^y  so 
dafs  qp  ((2)  gleich  der  unteren  Grenze  von  tp  (x)  für  die  genannten  Werthe 
von  X.  Es  kann  aber  d  nicht  innerhalb  des  Intervalles  {x^^  x^) 
liegen,  da,  wie  klein  auch  £  sein  mag, 

somit 

fp{d  +  I)  +  9(^  -  S)  -  2<p(d)  >  0 

sein  müTste.  Somit  i^i  d  ^^  x^  ^=»  x^  und  die  untere  Grenze  von  vp{x) 
Null,  so  dafs  für  x^  <^x  <Cx^  9  (ar)  >  0  sein  mufs.  —  „Die  notwen- 
dige und  hinreichende  Bedingung  dazu,  dals  die  für  alle  Werthe 
a^x'^h  eindeutige  und  stetige  Function  y  ^:a  f(x)  bei  der 
geometrischen  Darstellung  durch  rechtwinklige  Coordinaten  einen 
convexen  Bogen  liefere,  besteht  darin,  dais  zu  jedem  Werthe  a<Cx<^b 
eine  Zahl  J{x)'^  0  gehören  muls  derart,  daia  fiir  alle  0  <[  £  <  z^(x) 

f(x  +  I)  +  fix  -  S)  -  2  fix) 

von  Null  verschieden  und  gleichbezeichnet  ist.'* 

Wenn  der  convexe  Bogen  A*B'  vollständig  auf  einer  Seite  der 
a;-Axe  liegt,  so  kehrt  er,  wie  aus  der  Figur  unmittelbar  ersichtlich 
ist,  der  a;-Axe  seine  convexe  oder  concave  Seite  zu,  je  nachdem  für 
a<^x  <^b  und  0  <  {  <  J(x) 

mifix  +  i)  +  fix  ^  ^)  -  2ax)) 

beständig  positiv  oder  negativ  ist. 

Wir  können  ferner  zeigen,  dafs,  „wenn  für  einen  Werth  a<Cx<:^b 

(3)  l^^o'H'^^"'  +  S)  +  f(^  -  ö  -  ^f(^)]  -  0, 

13* 
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die  Unbesümmiheitiigrenxen  des  Bruches 

bei  lim  £  »  —  0  dieselben  sein  müMen  wie  bei  lim  £  «■  -f.  0^,  « 
geometrisch  bekanntlich  soviel  besagt,  alsdafs  derBo^eiiJ.'fwedi 
Ecken  noch  Spitzen  haben  kann.  Nach  Nr.  7  kann  die  obe 
Unbestimmtheitsgrenze  bei  lim  £  =»  -|-  0  entweder  -|-  oo,  eine  endlid 
Zahl  O  oder  —  oo  sein.  Nach  (3)  gehört  nun  zu  c  }>  0  eine  Zi 
a  >  0,  so  dals  für  0  <  {  <  a 

(6)  —  «  < 1 3"! <  +  *. 

Daraus  folg^  im  ersten  Falle ,  wo  jeder  Zahl  (r  >>  0  eine  Zahl  d  > 
entspricht,  derart,  daTs,  wenn  0  <  J  <  ^,  ein  Werth  6i  <  S  TOrhii 
den  ist,  wofür 

auch 

-Si  >Cr         f. 

Da  tr  —  c  jede  positive  Zahl  sein  kann,  so  ist  die  obere  Ünbeftimn; 
heitsgreuze  von  (4)  bei  lim  |  »»  —  o  auch  -f  ^-  —  Im  x weiten  Fsß 
gehört  zu  £  ]>  0  eine  Zahl  ^  >  0,  so  dals  wenn  0  "^  {  ^  ^ 

wobei  £i  (<C  £  <[  ^  einen  bestimmten  Werth  bedeatet.  Aas  (5)  findet 
man  aber 

d.  h.  die  obere  Unbestimmtheitsgrenze  von  (4)  bei  lim  £  «■  —  0  igt  0 
—  Im  dritten  Falle  gehört  zu  //  ]>  0  eine  Zahl  ^,   so  AaT^     wenn  ni 

/(^  +1)  -JM  <__(?, 

somit  nach  (5) 

nx  ~  6)  --  f{x) 

Ut <  —  (^  —  Ot 

also  die  in  Rede  stehende  Unbestimmtheit^grenze  von  (4)  oo  iii  " 

Aehnliche  Schlüsse  gelten  bezüglich  der  unteren  Unbestimmtheiti- 
grenze. 

Man  untersuche  mit  Hilfe  der  vorstehenden  und   eines   Satsef  ii 
X.  23  die  folgenden  Curven: 

1)  y  «  a?»»  (m  natürliche  Zahl). 

2)  y  —  a:"^  *". 
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3)  y'  —  x\ 
i)  y"  -  *•  +  ;i' =  0. 
6)  y'  +  a'  -  J!'  -  0. 
I  6)  y  -  o-. 

7}  y  =  *log  X. 

18.  Functionen  von  zwei  und  mehreren  unab- 
hängigen Veränderlichen.  Wenn  jeder  der  in  beatimm- 
ter  Anzahl  vorgelegten  Veränderlichen  x^,  Xf..,x,„  ein  ge- 
wisser Bereich  YOrgeachriebeu  ist  und  einem  jeden  Systeme 
von  Werthen  x^,  x^...x„,,  worin  «i  irgend  einer  aua  den 
dieser  Veränderlichen  beizulegenden  Werthen,  x^  irgend  einer 
aus  den  der  zweiten  Veräaderliehen  beizulegenden  Werthen 
u.  8.  f.,  eine  Zahl  y  zugeordnet  wird,  so  heilst  y  eine  ein- 
deutige Function  der  unabhängigen  Veränderlichen 
ar,,  x^ .  . .  x,n.  —  Ea  ist  jedoch,  wie  G.  Cantor  zuerat  nach- 
gewiesen hat,'^)  der  soeben  gebildete  Begriff  nicht  wesent- 
lich verschieden  von  dem  einer  eindeutigen  Function  einer 
Veränderlichen  x.  Wenn  jede  der  Veränderlichen  x^,x^...Xn 
stetig  ist,  d.  i.  x^  alle  Werthe  einea  endlichen  Intervallea 
(oj,  6^),  Xj  alle  Werthe  eines  endlichen  Intervallea  («,,  öj, 
.  . .  x,n  alle  Werthe  einea  endlichen  Intervalles  (fl„,,  &«}  an- 
nehmen kaan,  und  wenn  x  eine  andere  Veränderliche  mit 
dem  Spielraum  O^z^l  Jatj  so  iat  es  möglich  die  eine 
Veränderliche  x  den  hier  in  Betracht  kommenden  Werth- 
systcmen  x,,x^...x,n  so  zuzuordnen,  dafs  zu  jedem  bestimm- 
ten Werthe  von  x  ein  bestimmtes  Werthsyatem  x^,  x^...Xm 
und  umgekehrt  zu  jedem  bestimmten  Werthsysteme  a^,  x^...Xn 
eiu  gewisser  Werth  von  x  gehört.  Somit  erscheint  die  obige 
Veränderliclie  y  als  eindeutige  Function  der  einen  Veränder- 
lichen X.  —  Diese  höchst  bemerkenswerthe  Thatsache  wird 
uns  jedoch  nicht  abhalten,  den  Begriff  „Function  von  zwei 
und  mehreren  Veränderlichen"  überall  anzuwenden,  wo  ein 
concretes  Gesetz  der  Zuordnung  zwischen  Systemen  x^,  x^-'-x^ 
und  Zahlen  vorliegt.  So  haben  wir  schon  in  Nr.  3  die  ra- 
tionalen Functionen  der  Veränderlichen  Xj,  x^  . . .  x,„  ein- 
geführt. 

19.  Gleichmäfsige   Couvergenz  der   Functionen 
(cweier  unabhängigen  Veränderlichen  zu  den  dadurch 
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sich  ergebenden  Grenzwerthen,  dafs  sich  eine  der 
Veränderlichen  einem  und  demselben  Grenzwerihe 
auf  dieselbe  Art  nähert. 

Zu  den  Grenzwerthen  von  Functionen  mehrerer  Yer- 
änderlichen  übergehend,  begegnet  uns  zunächst  die  folgende 
Untersuchung. 

Es  sei  f{Xj  y)  eine  eindeutige  Function  von  x,  y,  wob« 
für  X  solche  von  y  unabhängige  Werthe  vorgeschrieben 
sind,  die  einen  Grenzübergang  zu  einem  constanten  Grem- 
werthe  bilden  (z.  B.  a<a;<a  + 2)  —  D  constant  — und 
lim  X  =  a  -^  0)j  für  y  entweder  Werthe  in  einem  endlichen 
Intervalle  (c,  d)  mit  Einschlufs  dieser  Grenzen,  oder 
Werthe  innerhalb  eines  beliebigen  (endlichen  oder  unend- 
lichen) Intervalles  mit  Ausschlufs  der  Grenzen.  Für 
jeden  der  genannten  Werthe  y  besitze  f(x,  y)  entsprechend 
dem  obigen  Grenzübergange  der  Veränderlichen  x  einen  end- 
lichen Grenzwerth  tp{y\  z.  B. 

\\mf{x,y)=^tp{y), 

d.  h.  zu  jeder  Zahl  £  >  0  gehört  eine  Zahl   d  I>  0,  dertit^ 

dafs 

\f{^,y)  —  9ij(i)\<^ 

für  alle  hier  in  Betracht  kommenden  a  <  a;  <C  a  +  d.  Die 
Zahl  8  ist  zufolge  dieser  Definition  nicht  völlig  bestimmt, 
sie  kann  durch  jede  kleinere  positive  Zahl  ersetzt  werden 
Es  fragt  sich  nun,  ob  man  sie  für  alle  Werthe,  di« 
der  Veränderlichen  y  zugewiesen  werden  können, 
ohne  Ausnahme,  durch  eine  Constante  Sq>0  ersetzen  kann 
um  diese  Frage  zu  entscheiden,  wollen  wir  uns  an  SteU< 
von  8  eine  Zahl  z/  denken,  welche  in  folgender  Art  definiii 
ist.     Für  a  <  a;  <  a  +  z/  ist 

in  jedem  Intervalle  (a  +  z/,  a  -{-  ^  -{-  a)  aber^  wie  kleii 
auch  die  positive  Zahl  a  sein  mag,  soll  mindestens  ein  WerÜi 
x'  von  X  vorhanden  sein,  wofür 
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^  wird  nun  nicht  allein  von  s,  was  sich  von  selbst  versteht, 
sondern  auch  von  y  abhängen,  so  dafs  wir  dafür  ^(y)  schrei- 
'ben  wollen.  Während  y  die  ihm  zukommenden  Werthe 
(z.  B.  c  ^y  <,d)  ertheilt  werden,  hat  die  Veränderliche  ^{y) 
die  stets  positiv  ist,  eine  untere  Grenze  ^q^O.  Im  Falle 
dafs  Jq  >  0,  findet  man  wegen  jJ(y)  ^  Jq,  dafs  für  alle 
a  <  a;  <  a  +  z/q 

was  auch  immer  y  für  einen  unter  der  ihm  beige- 
legten Werthe  annehmen  mag.  Es  existirt  somit  hier 
eine  Zahl  d^,  nämlich  Öq  ^  z/^.  Umgekehrt,  ist  eine  solche 
Zahl  Öq  vorhanden,  so  hat  man  ^(y)  >  *o;  somit  kann  z/^ 
nicht  Null  sein. 

Die  Functionen  f(x,  y)  können  nun  bei  einem  solchen 
Grenzübergange  wie  lim  o;  =  a  +  0  ein  doppeltes  Verhalten 
zeigen.  Entweder  ist  z/^  >  0  oder  gleich  0.  Im  ersten 
Falle  sagt  man:  ,.pie  Function  f{x,y)  nähert  sich  bei 

lim  X  =  a  -{-  0 

dem  Grenzwerthe  q)(y)  gleichmäfsig  für  alle  dem  y  bei- 
gelegten Werthe,"  d.  h.  zu  jeder  Zahl  e>0  gehört  eine 
Zahl  Öq  >  0,  derart,  dafs 

für  alle  hierher  gehörigen  a  <  rc  <  a  +  *o>  welchen  der  ihr 
zugewiesenen  Werthe  auch  die  Veränderliche  y  annehmen 
mag.  —  Im  zweiten  Falle  ist  die  Annäherung  von  f(x,  y) 
an  <p(y)  ungleichmäfsig:  wie  klein  wir  auch  Öq  annehmen 
mögen,  so  giebt  es  doch  mindestens  ein  Werthsystem  x'y 
(a<,x  <a  -{-  Öq),  derart,  dafs 

Leicht  ist  es,  die  Thatsache  der  ungleichmäfsigen  Convergenz 
nachzuweisen.    Nach  Nr.  5  ist 

lim  y*  =  0        (0  <  y  <  1). 

Wir  haben 
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je  nachdem 


d.  ]. 


so  dafs 


^  log  y  ^  log  s, 
J{y)  =  log  £  :  log  y. 


Läfst  man  y  alle  Werthe  des  Intervalles  (O,  1)  mit  An»- 
schlufs  der  Grenzen  annehmen,  so  ergiebt  sich 

lim  ^(y)  =  +  oo. 

Wie  grofs  man  auch  eine  Zahl  6r  >  0  annehmen  mag,  nie- 
mals wird  für  alle  0  <  y  <  1 

sein,  wenn  nur  a;  >  Gf . 

Wir  wollen  sogleich  bemerken:  „Für  alle  c<y^J 
sei  f(x,  y)  bei  constantem  x  —  a<ix  <^a  '\'  D  —  eiw 
stetige  Function  von  y  und  f{Xy  y)  convei^fire  bei 

lim  X  =  a  -{-  0 

für  c<^y<,d  gleichmäfsig  zum  Grenzwerthe  fp(y\  so  ist 
für  eben  dieselben  Werthe  von  y  g>(y)  eine  stetige 
Function  von  y."  —  Man  hat  nämlich  neben  einander, 
wenn  cKy^'^d, 

a<x<a  +  ö^,         \tp{y^)  —  f(x,  y^)\  <  c. 

Bezeichnet  ferner  x  einen  bestimmten  Werth :  a  <  aj'  <  a  +  'o 
so  gehört  zu  £  >  0  eine  Zahl  d'  >  0,  derart,  dafs 

für 

Demnach  ist  für  alle  |y  —  ^ol  <  ^ 

i9>(y)-9fyo)l<3f. 

D.  h.  nach  Nr.  12  q>(y)  ist  für  den  AVerth  y  »==  y  stetig. 
An  den  Grenzen  y  =  c,   y  =  d  ist  die  Stetigkeit   von  ©(Vi 
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mindestens  einseitig.  —   Man   darf   nicht   umgekehrt   aua 

der  Stetigkeit  von  ip(if)  für  alle  c<y  <rfauf  die  gleich- 
mäfsige  Convorgenz  von  ({x^y)  zu  ip{y)  für  die  ge- 
nannten y  schliefaen  (vgl,  X.  21). 

Da  im   obigen   Beispiele   lim  >f   für  y  =  1    auch  1  iat, 

so  hätten  wir  zufolge  des  soeben  erwiesenen  Satzes  sofort 
Bchliefsen  können,  dafa  y*  bei  Um  a:  ^  +  oo  nicht  gleich- 
miifaig  für  alle  0<i/<I  zum  Grenzwerthe  0  bez.  1  con- 
vergirt,  somit  auch  nicht  für  alle  0  <  y  <  1. 

Setzt  man  in  dem  obigen  Satze  die  gleichmäTsige  Gon- 
vergenz  nur  voraus  für  alle  c<y<(l,  so  folgt  notwendig 
die  Existenz  endliclier  Grenzwerthe 

lim  (p(y),         lim  tp(y). 
Denn  schreibt  man  oben  statt  yg,  y  bezüglich 

c-\-r},        c  +  V,         (0  <  J)'  <  V), 
so  folgt  wegen  der  einseitigea  Stetigkeit  von  l\x,  y)  für 

y  =  c       \^(c  +  ,o-^{c-\-n)\<ZB 

für  alle  0  <  jj  <  d',  wodurch  nach  Nr.  8  die  zuletzt  aus- 
gesjjrochene  Behauptung  gerechtfertigt  erscheint.  —  In  dem 
vorstehenden  Beispiele  ist  lim  fij))  =  0  für  lim  y  =-  1  —  0; 
es  erhellt  daraus,  dafs  man  sie  nicht  umkehren  darf. 

Die  Unterscheidung  zwischen  gleichmäfsiger  und  un- 
gleich mäfsiger  Convergenz  in  der  angegebenen  Weise  ist  von 
fimdamentaler  Bedeutung,  Öie  wurde  von  L.  Seidel  in  der 
Theorie  der  unendlichen  Reihen  zuerst  aufgestellt  vgl.  X.  21. 

Anmerkung.  Es  iat  weseDtUeh,  daTs  der  Spielraum  der  Verän- 
derlichen X  für  alle  Wertbe  von  y  deraelbe  eei  oder  doch  anf 
einen  aolchen  Bereich  zurackgeführt  werden  kann.  Man  vergleiche 
das  folgende  Beispiel.  Es  sei  f(x)  für  alle  Wetthe  a'^  x  "^  b  ein- 
deutig  definirt   und   stetig.     Nach    Nr.   12    hat    luao   für  jedeu  Werth 

lim  ax  +  S)  =  f{x)     für     lim  I  =  +  0. 
Nehmen  wir  daiu  den  Sati  iu  Nr.  16,  so  können  wir  uncailtelbac   be- 
haupten ,  dafs  fix  +  i)  bei  lim  ^  =  +  0  gleichmafBig  für  alle 
Werlhe  o  ^  a;  g  c  zum  Greniwerthe   J\z)  convergitt,  unter  c 
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irgend  einen  Wert>*i  z^^ischen  a  und  b  verstanden.  Denn  fllr  die 
genannten  Werthe  ▼on  a:  kann  {  alle  Werthe  0  <  {  <  6  —  c  dnitk- 
laufen.  Es  hätte  jadocli  keinen  Sinn  zu  behaupten,  daSk  der  obige 
Grenzübergang  gleicbm&faig  erfolge  für  alle  Werthe  a  ^  «  <  6. 

20«  Nunmebr  wären  bezüglich  der  eindeutigen  Fvmß- 
tionen  von  zwei  und  mehreren  unabhängigen  Veränder- 
lichen Xi,  x^ , . .  Xiuy  für  deren  jede  irgend  ein  Grenzübergang 
zu  einem  constanten  Werthe  festgesetzt  ist,  ähnliche  B^ 
trachtungen  anzustellen,  wie  wir  sie  hinsieb tlicb  der  Fuik- 
tionen  einer  Veränderlichen  in  Nr.  5 — 7  vorführten.  Wir 
wollen  uns  jedoch  hier  darauf  beschränken  zu  erklären,  was 
man  unter  dem  Grenzwerthe  einer  solchen  Function  unter 
der  Voraussetzung  zu  verstehen  habe,  dafs  die  x^,  x^...u 
je  zu  einem  constanten  Grenzwerthe  a^j  a^  •  .  ,  a^.  confer- 
giren  und  dabei  unabhängig  von  einander  verbleiben. 
D.  h.  schreiben  wir  der  x^  irgend  welche  Werthe  x\  Tor, 
wofür  \\iax\  =  a^\  der  ar^  irgendwelche  Werthe  a/j,  wofür 
lim  x\  ^=  a^  u.  s.  f.,  so  soll  f{x^,  x^. . .  Xm)  für  jedes  Wertli- 
System  x\ ,  x\  , . .  Xm  definirt  sein  und  jeder  dieser  Werthe 
von  f  in  den  folgenden  Relationen  verwendet  werden  könneo. 
Es  seien  z.  B.  die  a^ ,  a^ .  . .  (im  endliche  Zahlen  und 

lim  x^  =  fli  +  0,  lim  a;^  =  ajj  4-  0  .  . ., 

lim  x„,  =  a,n  +  0-, 

ebenso  sei  auch  b  eine  bestimmte  Zahl.     Unter  diesen  Vor- 
aussetzungen drücken  wir  durch  die  Formel 

lim  f(xi  .  •  •  ^m)  ■=*  6 

kurz  folgendes  Verhalten  der  Function  f  aus.  Jeder  Zahl 
€>0  können  positive  Zahlen  d\ ,  *2  •  •  •  *m  zugeordnet 
werden  in  d^^  ^^^y  ^^^^  für  jedes  System  von  Wer- 
then,  die  de^^  Veränderlichen  ^i^  ^2  •  •  •  a?m  zufolge 
ihrer  Definition  zukouamen  ^^^  dabei  die  Bedin- 
gungen erföjl^^ 


» 
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einer  Veränderlichen,  wovon  wir  einen  besonderen  Fall  an 
Sclilusse  Yon  Nr.  12  anführten. 

Satz.^^  Ist  die  eindeutige  Function  ^(jfi,  y^  . .  .yn)  ^ 
der  Stelle 

Vi  =  ^i;  y«  ■=  ^2  .  .  .  ym  =-  6m 

stetig  und  haben  die  Functionen 

bei  einem  und  demselben  Grenzübergange  der  unab- 
hängigen Veränderlichen  x  bez.  die  endlichen  GrenzwerÜM 
\jhi . .  ,hm,  so  ist  für  den  nämlichen  Grenzübergang  von 2 

Beweis.  Es  sei  z.  B.  lim  x  =  a  -^  0.  Zunächst  weili 
maU;  dafs  zu  £  >  0  positive  Zahlen  tii,  %  • '  •  Vm.  gehören  io 
der  Art,  dafs  für  alle 

Ij/i  —  M<^n      IVi  —  h'  <^7i--|ym  — 6«|  <fim, 

9(yi;  y«  •  •  •  Vm)  —  9(^»  h-"  MI  <  «. 

Ferner  giebt  es  Zahlen  dr  >  0;  so  dafs  für  die  hierher  ge- 
hörigen 

a<x<dr,         \fr(x)  —  br\  <  i/r,         (r  =«  1,  2  .  • .  w). 

Somit  ist,  wenn  d  die  kleinste   der  Zahlen  d^,  ^i  • . .  ^m  b^ 

deutet, 

falls  nur  a  <  a;  <  a  +  d. 

Derselbe  Satz  gilt  auch,  wenn  in  9(yi .  . .  y»,)  an  Stelle 
der  j/x  • '  •  y«»  Functionen  /).  der  unabhängigen  VeranderUchen 
Xu  x^ , . .  Xn  gesetzt  werden  und  für  die  nämlichen  von  ein- 
ander unabhängigen  Grenzübergänge  derselben 

lim  /;  =  &!...  lim  f]n  =  6m.   . 

Die  Sätze  in  Nr.  13,  15,  16  lassen  sich  ebenfalls  auf 
stetige  Functionen  von  zwei  und  von  mehreren  Verande^ 
liehen  ausdehnen.  So  darf  mau  behaupten,  dals  eine  ein- 
deutige Function  f(xj  y)  der  Veränderlichen  rc,  y,  welche 
stetig  ist  in  allen   Punkten  eines  in  der  XIT-Ebene 
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verzeichneten  endlichen  Gebietes  ^  mit  Einsctlurs 
der  Begrenznn^,  eine  endliche  obere  (untere)  Grenze  ff  hat 
und  dafa  es  im  Gebiete  5  mindeatena  einen  Punkt  x„,  y^ 
giebt,  wofär  f{Xg,  i/„)  ^^  <f.  —  Der  Beweis  dieses  Satzes  ist 
dem  des  Satzes  in  Nr.  13  ähnlich.  Er  beruht  auf  dem  Hüfs- 
satze:  „lat  f'{x,  y)  definirt  für  alle  VVerthsyateme  im  Gebiete 
5  und  g  ihre  obere  Grenze,  die  auch  +  oo  aein  kauii,  ao 
giebt  es  dariu  mindestens  einen  Punkt  x  =  x^,  y  =  y^,  der- 
art, dafs  in  jeder  Umgebung  von  x^^y^i 

x^~  ö^x<.x^-\-  S,        !/o  —  e  ^  y  g  J/o  +  «, 

was  auch  die  positiven  Zahlen  d,  e  sein  mögen,  die  obere 
Grenze  von  f'(x,  y)  g  sein  mufa."  um  deuaelben  zu  zeigen, 
theilt  man  das  Gebiet  ^  durch  Parallele  zu  den  Coordinaten- 
asea  in  Rechtecke  und  verfährt  so  wie  a.  a,  0. 

Näheres  Eingehen  auf  die  Theorie  der  stetigen  Func- 
tionen von  mehreren  Veränderlichen,  sowie  auf  die  geome- 
trische Darstellung  derselben  im  Falle  m  =<  2  kann  hier 
unterbleiben. 

Anhang.    Di«  uiiendlichkleinen  OrüTsen, 

23.  Erste  Tbeoris.  Die  Momente  der  Functionen. 
Man  sagt,  dafs  eine  Veränderliche  x  unendlich  klein  wird, 
wenn  aie  den  Grenzwerth  0  hat.  Ferner:  Ist  hm  f{x)  =  0 
bei  lim  ar  =  a,  so  wird /'(x)  zugleich  mit  x  —  a  unend- 
lichklein, Dabei  kann  der  Quotient  f(x)  :  (x  —  a)  einen 
endlichen  Grenzwerth  b  haben,  wie  mehrere  Formeln  in 
Nr.  10 — 12  zeigen.  Das  gilt  inabesondere  von  den  Quo- 
tienten [i/fx)  — g{<i)\  '■  {^  —  «))  worin  (/{x)  eine  für  *■  =  o 
stetige  Function  bedeutet,  —  mit  deren  Betrachtung  die 
Diiferentialrechnung  sich  beschäftigt.  Diese  Thatsache  (sowie 
die  allgemeine,  dafa  der  Quotient  zweier  Functionen  von  x 
eineu  endlichen  Grenzwerth  haben  kann),  —  deren  arith- 
metische Bedeutung  wir  in  Nr.  b  kennen  gelernt  haben, 
hielt  man  früher  für  erklärt  durch  die  Phrase:  der  Quo- 
tient f{x):{x~a)  habe  für  x  ■=  a  einen  endlichen 
Werth  b.     Da  aber  der  Nenner  x  —  a  iär  x  ■=  a  Null  ist, 


so  verliert  dieser  Quotient  für  x  =  a  jede  Bedentoii^ 
Soll  dennoch  unter  den  obwaltenden  Umständen  die  Zahil 
durch  eine  Division  entstehen,  so  fcÖnnen  Dividend  und  Di- 
visor nicht  reelle  Zahlen  sein,  sondern  müssen  etwas  weaeot 
lieh  davon  Verschiedenes,  zum  Kechnen  geeignete  Grüfsa 
einer  neuen  Art  sein. 

Nach  den  Erörterungen  im  B.  Abschnitte  wird  es  «H 
weiteren  Auseinandersetzung  nicht  mehr  bedürfen,  wie  mi 
bei  Aufstellung  von  neuen  GrÖfsen  vorzugehen  hat.  ^ 
Bchliefsen  uns  hierbei  lediglich  an  Euclid  an.  Hätte  mM 
sich  auch  früher  darau  gehalten,  so  wäre  der  Analjd 
manche  Verirrung  erspart  gehlieben.  Wir  theilen  die  M 
gende  Untersuchung  hier  deswegen  mit,  weil  sie  eine'  lell 
reiche  Anwendung  der  im  3.  Abschnitte  entwickelten  Prit 
cipien  bildet,  nicht  etwa,  weil  wir  eines  von  den  gegenwlt 
tig  bekannten  Systemen  von  unendlichkleinen  GrBfseu  Öt 
in  der  Analysis  unentbehrlich  halten.  Der  Kürze  halber  l» 
schränken  wir  uns  auf  eine  gedrängte  Übersicht  derselben.^ 

Es  sei  für  die  unabhängige  Veränderliche  x  ein  bij 
stimmter  Grenzübergang  festgestellt  z.  B.  lim  x  ^  a  +( 
Er  soll  im  Folgenden  immer  da  gemeint  sein,  -wo  über  dü 
Verhalten  von  x  nichts  Anderes  angegeben  ist.  Femer  i 
gegeben  ein  System  von  Functionen  fix),  dereij  jede  Ü 
dem  in  Rede  stehenden  Grenzübergänge  von  x  den  Gna) 
werth  0  hat,  dabei  aber  beständig  positiv  ist  d.  i. 

lim  /■(«)  _  +  0. 

Wir  nehmen  noch  an,  dafs  jode  rationale  Function 
beliebig,    aber    endlich    vielen    Functionen    nnaei 
Systemes    bei    dem    festgesetzten     Grenzübergai 
limx^a-j-  0  einen  Grenzwerth  besitze  (der  auch  + 
oder  —  oo  sein  kann).     Es  läfat  sich  leicht  zeigen,  daJs 
Functionen,   welche   rational    gebildet    sind    aus     Poteu 
mit  positiven  constanten    Exponenten    von    beliebigen 
den  Functionen  x, 


\  -.lix 


. ..  I  :i(— Jt„_,(a;  — a))  =  A.(a;  —  ra)  .  . . 
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und  den  reciproken  Werthen  von 

«»{«.-i(^-^))=^.(d:^)--- 

ein  solches  System  ausmachen.  Nach  dem  gegenwärtigen 
Stande  der  Wissenschaft  ist  es  jedoch  im  Allgemeinen  nicht 
möglich^  die  Frage  ^  ob  dieses  System  durch  eine  gegebene 
Function  f(x),  wofür  Hm  f{x)  =  +  0,  erweitert  werden  könne, 
blofs  aus  der  Na^ur  von  f{x)  zu  beantworten.*^)  Sie  kann 
eben  in  der  Regel  nur  durch  directen  Versuch  entschieden 
werden.  Dieses  ümstandes  wegen  bleibt  die  nachstehende 
Theorie  hinsichtlich  ihrer  practischen  Verwendbarkeit  zurück 
hinter  anderen,  auf  ähnliche  Weise  gewonnenen  z.  B.  der 
Euclid^schen  Verhältnifslehre. 

Nun  werden  die  folgenden  Definitionen  aufgestellt. 

1.  Definition.  Jeder  Function  f(x)  unseres  Systems 
wird  ein  neues  Object  zugeordnet:  u(/^,  das  wir  auf  einen 
von  Newton  gebrauchten  Terminus  zurückgreifend,*^)  als 
Moment  der  Function  f(x)  bezeichnen. 

2.  Definition.    Es  sei 

wenn  lim  (/* :  ^)  =  1. 

3.  Definition.    Es  sei 

U(/)  >  ^{g), 

wenn  lim  {f:g)>l  (+  oo  eingeschlossen);  und 

u(/0<u(fif), 

wenn  lim  {f :  g)  Null  oder  ein  positiver  echter  Bruch.  ^  *) 
Ein  Blick  auf  die  Gleichung 

f(x)  ^  fix)     g(x) 
h{x)        g(x)  '  h(x) 

zeigt,  dafs  die  in  I.  2,  3  verlangten  formalen  Bedingungen 
erfüllt  sind. 
Da  neben 
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lim  f  =  lim  ^  =  +  0 
auch 

lim(/+!7)  =  +  0, 
SO  erklären  wir 

.4.  Definition.     Vi{f -\- g)  und  jedes    ihm    gleiche  Mi 

ment  als  die  Summe  von  Vi{f)  und  Vi{g)  d.  i. 

Wieder  erhellt  unmittelbar,  dafs  die  Sätze  1) — 4)  in  H 
auch  bei  der  Addition  der  Momente  galten.  Der  letzt 
dafs  neben 

u(/-)  =  u(/i) 

auch 

«(/■)  +  tt(i^)  = «(/;)  +  <9), 

folgt  aus  den  Gleichungen 

m-(j-+')^(t+')-('+f)=(^+f).« 

welche  zeigen,  dafs  in  jedem  Falle 

lim{(/  +  ^):(/;  +  <7)}=  +  l. 

An  Stelle  der  Sätze  5)  und  6)  a.  a.  O.  treten  aber  d 
folgenden: 

5)  ??w(0  +  ^K^)  istgrofser  oder  gleich  ttC/*), jensei 
dem  lim  (// :  /';  nicht  Null  oder  Null  ist." 

0)  „Wenn  u(/)  >  u(/;),  so  ist 

u(/-)  +  u(//)>u(/;)  +  u((7). 

Das  Zeichen  =  steht  nur  dann,  wenn 

lim  (/• :  y)  =  lim  (/;  :  .9)  =  +  0." 

Durch  einen  Blick  auf  das  dritte  Glied  in  (a)  erkennt  mt 
dafs 

lim  \{f-\-v):{f,+9)}>\, 

wenn  lim  (</  :  f)  endlich  ist.  Ist  aber  lim  (/*:  g)  »»  0  so  Te 
schwindet  auch  lim  (/]  :  //)  und  man  hat  nach  (a) 

lim  { (/•  +  <j)  :  (/;  +  <i) }  =  1. 
Der  Satz  (7)  a.  a.  0.   besteht  aber  auch   hier.    ,Jiebe 
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ist 

u(/-)  +  u(flr)  >  n(Q  +  uigj', 

wie  man  durch  zweimalige  Anwendung  des  Satzes  6)  un- 
mittelbar erkennt. 

Subtraction  der  Momente.     ,Jm  Falle  dafs 

hat  die  Gleichung 

U(<7)  +  E  =  u(/)  (b) 

die  eine  und  nur  die  eine  Lösung 

i  =  n(f—g), 

welche  kleiner  ist  als  VL(f)"     Setzt  man  nämlich 

J  =  U(A), 
so  mufs 

lim  {(<;  +  ;*):/•}  =1, 
also 

lim  (A  :  /•)  =  1  ~  lim  (g  :  f) 

sein^  folglich  da 

0  <  lim  K/--^): /-]<!,         lim  {*:(/•- ^)}  =1 

d.  i. 

l^yxif-g), 

was  auch  in  (&)  genügt.  —  Wenn  u(/*)  =  u(^),  so  haben 
wir  zufolge  III.  3  die  Differenz  u(/')  —  u((/)  als  unzulässig 
zu  betrachten.  Denn  die  Gleichung  (&)  hat  nun  unbegrenzt 
viele  Lösungen,  da 

«(/•)  +  u(Ä)  =  yx{9), 
wofern  nur 

lim  (A  :  f)  =  0, 

und  unter  diesen  Functionen  h  solche  sich  befinden,  deren 
Momente  ungleich  sind.  —  Im  Falle  Vi{f)  <.u{g)  ist  nach 
obigem  Satze  5)  die  Gleichung  (b)  unmöglich. 

Von  den  Subtractionsregeln  in  IL  4  gelten  für  die  Mo- 
mente aufser  dem  1.  Satze,  wie  eine  besondere  Untersuchung 
darzuthun  hat,  noch  die  Sätze  3—5,  7,  9 — 12.  Der  2.  Satz: 
„Ist 

Stolz,  Yorlesungen.  14 
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so  hat  mau 

gilt  sicher  nur,  wenn  lim  {g:f)  nicht  Null  ist.  Von  d 
Formeln 

6)  {u(/0  +  u(y)}-u(<^)  =  u(O, 

8)       {«(/)  +  u(A) }  -  {n(f/)  +  ü(h) }  =  tt(/^  _  nig) 

setzt  die  erstere  voraus,  dafs  \im{f:g)  nicht  Nulls 
die  letztere  neben  u(/*)  >  u((!/j,  dafs  nicht  zugleich 

\im  (f:h)     und     lim  (^  :  A) 

verschwinden.  Dann  sind  nämlich  die  Differenzen  auch  auf  d 
linken  Seiten  möglich.  —  Die  Formeln  (13) — (17)  in  II. 
bestehen  auch  für  die  Momente. 

Die  Summe  u(/') +  «(/*)  + ...  (n-mal)  d.i.  n{nf)  hei 
das  n-fache  von  u(/}.     Wenn 

«(^)<w(/), 

so  giebt  es  nicht  immer   eine  natürliche   Zahl  p,   so  d 

pn{g)>n{fy 

Denn  ist 

lim  (g  :  f)  =  0, 
SO  ist 

lim  {py  :f)==0, 

was  auch  p  sein  mag. 

Multip-lication  der  Momente.     Da  neben 

lim  /'  =  lim  //  =  +  0 
auch 

lim  />  =  +  0, 

SO  können  wir  \x{fg)  als  das  Product  von  u(/')  mit  u(^) 
klären : 

u(/'i/)  =  u(/).u(^).        (5,  De  f.) 

Dabei  ist  leicht  nachzuweisen,  dafs  sämmtliche  Reg 
über  die  Multiplication  der  absoluten  Zahlen  in  II.  6  anc 
auch  für  die  der  Momente  gelten. 

Die  Gleichung 

u(^)  •  i  =  u(/;) 
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hat  eine  (und  dann  nur  eine)  Lösung 

blofs  wenn  lim  (/*:(/)  =  0  ist. 

23»  Erweiterung  des  Systemes  der  Momente. 
Wie  wir  soeben  bemerkten,  ist  die  Division  der  Momente 
nicht  unbedingt  möglich.  Da  aber  hinsichtlich  der  Mul- 
tiplication  der  Momente  die  Annahmen  A),  B),  C),  DJ,  E)  in 
III.  1 — 5  bestehen,  so  können  wir  die  Sätze  VI),  VII)  in 
III.  7,  10  anwenden. 

6.  Definition.  „In  dem  Falle,  wo  lim  (/*:(/)  eine  po- 
sitive Zahl  oder  +  ^^  J8^>  soll  ein  von  den  Momenten  ver- 
schiedenes Ding,  mit  uC/")  :  \x{y)  bezeichnet,  existiren,  welches 
der  Gleichung 

U(^).  [M{f):yi{9)\  =u(n 
genügt 

7.  Definition.     „Es    sei    \x{f) :  Vi{g)    gleich,    gröfser, 

kleiner  als  u(/i):u(^J,  je  nachdem  u(/)-u(^,)  gleich,  gröfser, 

kleiner  als  u(/i)  •  n(g)   d.  h.  je  nachdem  lim  (fg^  :  f^g)  gleich, 

gröfser,  kleiner  als  1.   —   Ferner  sei   Vi{f)  :  u(^)  gröfser  als 

jedes  Moment  u(/i)."  —    Letzteres    folgt   unmittelbar   nach 

der  4.  Def.  in  III.   10,  da 

u(n>u(/;)u(^) 

wegen 

\\m{fif,g) h  oo. 

Die  Producte  der  neuen  Gröfsen  sind  zu  bilden  nach 
den  Formeln 

8.  Definition. 

{u(/):u(sr)}.u(A)  =  u(A):U((/), 

|u(/0  :«(</))  •  {u(/,):u(</i))  -  U (//;):  U(i,^j. 

Es  steht  nunmehr  nichts  im  Wege,  die  Gröfse 

u(0:U(r/), 
wenn 

lim  (/• :  (j) 

einen  endlichen  positiven  Werth  besitzt,  mit  dieser  absoluten 

Zahl  zu  identificiren: 

14* 
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«(/')--u(fl')  =  lim  (/":</); 

so  dafs  die  Erweiterung  des  Systemes  der  Momente 
durch  die  absoluten  Zahlen  und  die  Gröfsen 

u(/'):u((7), 
worin 

lim  (f:g)  =  +  oo 

isty  gebildet  wird. 

Damit  ist  die  Addition  im  neuen  Gröfsensysieme  zon 
Theile  schon  gegeben.  Diese  Summen  sind  jedoch  aod 
specielle  Fälle  der  zweiten  der  Formeln 

u(/*) :  u(^)  +  u(Ä)  -  n{f  +  gh)  :  n(g) 
^(f) '  ^9)  +  u(/;)  :  n(g,)  =  u(fg,  +  f,g)  :  n(gg,), 

wodurch  wir  die  neue  Addition  allgemein  erklären.  (9.  Det 
Sie  gelten  offenbar,  wenn  die  darin  vorkommenden  Quotieih 
ten  sich  auf  Momente  zurückführen  lassen.  Die  erste  Forme 
fallt,  wenn 

eine  neue  Gröfse  ist,  zusammen  mit  der  folgenden 
Denn  wenn  lim  (f :  //)  nicht  Null  ist,  so  hat  man  stets 


liniy:J'i.^^=lim! 
9  f 


'  +  ?•») 


So  sind  wir  auf  arithmetischem  Wege  zu  der  Regel  gelangt 
„Eine  endliche  Gröfse   ändert  sich  nicht,  wenn  zu  ihr  eiif 
.  unendlich  kleine  addirt  wird " 

Mit  diesen  Formeln  erhält  man  dieselbe  Addition  ubI 
Subtraction  wie  im  Systeme  der  Momente,  wovon  man  «ii 
durch  eine  besondere  Untersuchung  zu  überzeugen  hat  Mtf 
wird  u.  A.  leicht  finden,  dafs  die  Gleichung  ^  ^  |  ^sa  •- 
unter  a,  ß  Gröfsen  des  erweiterten  Systemes  verstanden  - 
stets  eine  und  nur  eine  Auflösung  für  |  zuläfst,  wenn  a>A 
Wie  die  Formel  (d)  zeigt,  so  hat  die  Gleichung 

a  +  g  =  a, 
auch  wenn  a  der  neuen  Art  angehört,  unzählige  Aoflösai' 


d;  deiiD  man  kanii  fUr  |  jedes  Moment  setzen.     Somit  ist 
ide  Differenz  a  —  k  unbranclibar. 

Man  könnte  glauben,  dafs  durch  nochmalige  Antveadung 
I  Satzes  VI  in  III.  7  das   bisher  erhaltene  GröfsenBjstem 
neue,   den   negativen   Zahlen   analoge   Erweiterung   er- 
ihren    werde.      Das    ist  jedoch    nicht   der   Fall.     Denn 
nben   den   Differenzen   a  —  a   müssen   auch  alle  jene  aus- 
[BBchloasen  werden,  welche  beim  Gebrauche  der  Formeln 

{«  -  (5)  +  y  -=  («  +  y)  -  ^ 

{a^ß)-\-  {a  -  ß')  =  («  +  «')  -{ß  +  ß-} 

Bieits    als   unmöglich    erkannte    Kesultute    liefern    würden, 
tolche  würden  aber  durch  jede  Differenz  a  —  ß,  worin  a<.ß, 
'  erzeugt  vermöge  der  Formel 

(»  -  «  +  (/i  -  o)  -  («  +  (i)  -  (»  +  «. 
24.     Zweite  Theorie.     Die  Moniente  sind  keineswegs 
die  allein  möglichen  unendlich  kleinen  GrÖfsen.     Man   kann 

vielmehr  auch  so  vorgehen.  Es  sei  gegeben  ein  System  von 
Functionen  /'(x),  für  welche  ebenfalls  bei  dem  oben  festge- 
setzten Grenzübergänge  von  x  Um  f(x)  =  -f-  0,  Ferner  soll 
jede  Function 

worin  fij,  ft^  . .  .  (i„  beliebige  rationale  Zahlen  sein  können, 
bei  demselben  Gren  zu  bergan  ge  von  x  einen  Grenzwerth 
haben.  Wir  sagen  dann,  u(/)  soll  gleich,  gröfser  oder  kleiner 
als  ii(^)  sein,  je  nachdem  lim  {/':;/)  eine  positive  endliche 
Zahl,  0  oder  +  oc  ist.  Als  die  Snmrae  ü(f)  +  u(!7)  he- 
trachten  wir  jetzt  ü(fg),  woraus  sieh  leicht  ergiebt,  dafs 
dieses  System  u(/'J  zu  den  absoluten  Gröfsen  im  wei- 
teren Siune  gehört  (V.  1).  Auch  hier  können  wir  von 
dem  in  Nr.  22  erwähnten  speciellen  Systeme  von  Functionen 
/(x)  ausgehen  und  haben  dann  die  nämliche  Bemerkung  zu 
machen,  wie  dort. 

Dabei  ergiebt  sich  zunächst,  dafs  die  neuen  Gröfsen 
dem  Asionie  des  Archimedes  nicht  immer  gehorchen. 
(1  =  0  setzend,  hat  man 
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und 


u\e  .') 


pn(x)  =  u(xf')  < 


ule    '/, 


was  auch  p  für  eine  natürliche   Zahl   sein    mag    (vgl.  (i) 
Nr.  11). 

Verstärkt  man  das   obige   System  f(x)    noch   durch  • 

_  1 

Functionen  e  /">  und  hebt  aus  den  zugehörigen  u-Grof: 
das  zusammenhängende  System  u(a:")  —  0  <  f*  ^  1  hera 
so  zeigen  die  Gruppen  u(x-')  —  fi>l  —  und  u(a?*) 
^<1  —  einen  Schnitt  desselben  an.  Diese  Lücke  wi 
aber  nicht  nur  geschlossen  durch  die  Gröfse  Ui 
sondern  auch  durch  alle  Gröfsen  VL(gn),  wo 

,u{r)  =  /+'»'''       (n  >  2). 

Denn   für   diese  Functionen    ergiebt    sich    in    der    That 
lim  a?  =  +  0 

lim  -"     =  -|-  oo     oder  +  0 , 

:v" 

je  nachdem  fi  >  oder  <  1 ; 

lim  ^^^^''-^  ^  0         (»  >  2) 
und 

lim  *"'"-.  =  0       (m  <  n). 

Eine  Multiplication  ist  für  dieses  System  von  unendl 
kleinen  Gröfsen  bisher  nicht  aufgestellt  worden. 

25«  Die  vorstehenden  Entwickelungen  lassen  sich 
mittelbar  übertragen  auf  die  Unendlich  der  Punctioi 
d.  h.  auf  Gröfsen  uCJF'),  welche  den  gehörig  ausBuwähleD 
Functionen  Fix),  wofür  lim  Fix)  =  +  oo,  zugeordnet  wen 
Die  zweite  Theorie  der  Unendlich  hat  P.  du  Bois-Reymc 
ausgebildet  und  insbesondere  auf  die  Eigenthtlmlichkei 
dieses  Gröfsensystemes  gegenüber  den  absoluten  Gröfsen 
engeren  Sinne  aufmerksam  gemacht.*'^) 
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Aus  den  unendlich  kleinen  Gröfsen  und  den  Unendlich 
der  zweiten  Art  läfst  sich  ein  System  von  relativen  Gröfsen 
im  weiteren  Sinne  ableiten,  indem  man  noch  den  Func- 
tionen  q>{x\  wofür  lim  (p{x)  eine  positive  endliche  Zahl  ist, 
eine  Gröfse  0  zuordnet  und  die  Formel 

«(/•)  +  u(fl')  =  u(/sr) 

für  die  Functionen  f{x)y  F{x)y  q>{x)  ohne  Unterschied  gelten 
läfst. 


X.  Abschnitt. 
Die  nnendlichen  Reihen  mit  reellen  Gliedern. 

1.  Convergente  Ueihen.  Es  sei  eine  unbegrenxte 
Folge  von  reellen  Zahlen  a^,  a^,  a^  . .  .  a„  .  .  .  gegeben  d.  L 
eine  Vorschrift;  nach  welcher  man  beliebig  viele  derselben 
bestimmen  und  anordnen  kann.  Bilden  wir  die  Partial- 
summen 

*\)  =  ^0}         h  =  ^ü  +  «i;         ^i  =  «0  +  «1  +  o,  . . ., 
5n  =  a,)  +  «1  +  •  •  •  +  «1  - 1  +  «1.  » 
wofür  man  auch  schreibt 


n 


Sn  =     >£f  «;>  ; 


0 

so  entsteht  die  Frage,  wie  verhält  sich  Sn  beim  Grenzüber 
gang  lim  w  =  +  ^^-  E^  is^  leicht  nachzaweisen,  dafs  hier- 
bei alle  jene  Fälle  eintreten  können,  die  in  IX.  7  unter8chi^ 
den  sind. 

Wenn  lim  8«  hei  lim  w  =  +  ^^  ^ine  endliche  Zahl 
a  ist,  so  heifst  die  unendliche  Keihe  aQ-|-  a^  -|-  a* -}-... 
convergent,  a  der  Grenzwerth  derselben,  a  als  die 
„Summe"  der  unendlich  vielen  Glieder  a^yy  «i,...  zu  erkli- 
ren,  ist,  wie  sich  in  Nr.  8  zeigen  wird,  nicht  immer  vt 
lässig.     Schreibt  man,  was  manchmal  bequem  ist. 


oo 


(1)  a  =  ao  +  aj  +  «2  +  •  •  •  =  /T  » 


0 


so  soll  das  im  Allgemeinen  nichts  Anderes  besagen    als  dals 
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bei   lim  n  >=  -}-  oo    lim  Sn  =  a,   d.  h.    dafs    zu    jeder    Zahl 
€>0  eine  Zahl  /i >  0  gehört;  so  dafs  für  alle  n>  fi 


\Sn  —  d]  <«• 

Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung, 
dafs  «0  +  «1  +  0^2  +  . . .  couvergent  sei,  besteht  darin, 
dafs  zu  jeder  positiven  Zahl  €  eine  positive  Zahl  n 
gehöre,  in  der  Art,  dafs  wenn  w  > /i 

(2)  |a„  +  i  +  a»  +  8  +  ...  +  an^r\  <e, 
was  für  eine  natürliche  Zahl  auch  r  sein  mag: 

r=  1,  2... 

Der  Satz  folgt  unmittelbar  aus  IX.  8.  Denn  dazu,  dafs 
lim  Sn  =^  d  bei  lim  n  =  +  ^^?  ^^^  notwendig  und  hinreichend, 
dafs  für  alle  n  >  /x 

sei,  wobei  r  alle  Werthe   1 ,  2  .  .  .  annehmen  kann.     Es  ist 
aber 

Aus  (2)  folgt  für  r  =  1 

wenn  nur  w  >  fi.     D.  i. 

lim  ttn  =  0. 

Zur  Convergenz  von  a^  +  a^  +  o, -|- •  •  •  ist  not- 
wendig, jedoch  nicht  hinreichend,  dafs  das  allge- 
meine Glied  der  Reihe  o«  bei  lim  n  =  +  ^^  den  Grenz- 
werth  Null  hat.  Das  Zutreffen  der  Bedingung  lim  a„  =  0 
bei  lim  w  =  +  cx>  ist  zur  Convergenz  der  Reihe  (1)  nicht 
hinreichend,  wie  einfache  Beispiele  zeigen.  Wir  werden  so- 
gleich sehen,  dafs  für  die  harmonische  Reihe 

(3)  5i  =  1,     «2  =  1  +  2  '  •  •  •  ^«  =  1  +  2  +  •  •  •  +  n  ' 

lim  5«  =  +  ^^« 
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Beispiele  convergenter  Reihen. 

1)  Die  unendliche  geometrische  Reihe 

l+x  +  x^  +  ... 

convergirt  dann  und  nur  dann,  wenn  x  dem  absol 
ten  Betrage  nach  kleiner  als  1  ist,  und  zwar  ist  i 

Grenzwerth  , 

1  —  X 

Man  hat  nach  VIII.  1,  Gl.  (III) 

(4)  6„  =  1  +  ^'  +  . .  .  +  ^'^  =  -7--"i^'- 

Setzen  wir  \x  ■=  X  und  nehmen    zunächst    an,   es 

X  <  1,  also 

X=l  :(!  +  (/), 

wo  rf>0.     Dann  ist  nach  VIII.  2 


somit 


^'«    <f, 


wenn  nur 


Wir  finden  also 


1  —  X 


n  >      ., 


1       df 

(7*  s 


lim  .9«=      ^    .         (^  i^x<+  1). 

Ist  X>1,  so   kann   die   unendliche  geometrische  Pi 
gression  nicht  convergiren,  da  Li"   >  1. 
2)  Es  sei 

^0  =  ^»  —  '^w       «I  =  ^  —  \^ .  . .  «n  =  6«  —  6«  +  i, 
so  ist 

Die  Reihe 

Oo  -  ^i)  +  (bi  -b,)  +  ... 

convergirt  dann  und  nur  dann,   wenn  bn   bei    Hm  n  =  + 
einen  endlichen  Grenzwerth  b  hat.     Und  zwar  ist 

lim  Sn  =^  fco  —  ^* 


Unendliche  H-eihen  219 

Falls  6  =  0  ist,  so  ist  der  Grenzwerth  der  in  Rede  stehen- 
den Reihe  die  Zahl  \  selbst.  —  Vermittelst  der  soeben  ab- 
geleiteten Formeln  kann  man  die  Grenzwerthe  mancher  Reihen 
finden.     Setzt  man  z.  6. 

80  ergiebt  sich 

2.  Divergente  Reihen.  Hat  Sn  bei  lim  w  =*=  +  ^^ 
keinen  endlichen  Grenzwerth,  so  heifst  die  unendliche  Reihe 
^0  4"  ^1  +  ^2  "I"  •  •  •  divergent.  Dabei  können  die  5»  bei 
lim  «  =  -f-  00  folgendes  Verhalten  aufweisen. 

1)  lim  s„  =  -f-  ^^      oder  —  00. 

Auch  hier  ist  es  voreilig  zu  sagen,  die  genannte  Reihe  habe 
eine  unendliche  Summe  (vgl.  Nr.  8) 

2)  5«  hat  bei  lim  n  =  -]'  00  zwei  verschiedene  Unbe- 
stimmtheitsgrenzeU;  von  denen  eine  oder  auch  beide  unend- 
lich sein  können.  Sind  sie  beide  endliche  Zahlen,  0  die 
obere,  U  die  untere  Unbestimmtheitsgrenze,  so  sagt  man,  die 
Reihe  «o  +  ^1  +  ^2  +  •  •  •  schwanke  bei  lim  n  =  +  cx>  zwi- 
schen den  Grenzen  0  und  U  und  nennt  0  —  U  den  Betrag 
der  Schwankung. 

Beispiele.     1)  Die  unendliche  geometrische  Reihe 

l+z  +  x'  +  .,. 

hat  den  Grenzwerth  -j-  00,  falls  x>  l]  sie  schwankt  bei 
lim  n  =  -{-  00  zwischen  den  Grenzen  0  und  1,  falls  a:  =  —  1 ; 
und  zwischen  —  cx>  und  +  cx>,  falls  x  <i  —  1.^) 

Die  Sätze  folgen  aus  (4)  unmittelbar.  Nur  wenn 
a?  =  +  1  oder  —  1  betrachte  man  die  Reihe  unmittelbar. 
Im  ersten  Falle  ist 

s»  =  n  +  1 ; 
im  letzteren 

S2k  =  1 ,    s«*  4- 1  =  0        (Ä-  ==  0, 1,  2  . . .). 
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2)  Die  im  zweiten  Beispiele  der  vorigen   Nummer  be- 
trachtete Reihe 

divergirt  zufolge  der  Formel  5«  ■=  6^  —  bn  +  i»  wenn  limi^ 
bei  lim  n  =»  -|-  oo  oder  —  oo  ist  nnd  wenn  die  Unbestimmt 
heitsgrenzen  von  hn  bei  lim  n  «=>  4-  ^^  von  einander  m 
schieden  sind. 

3)  Für  die  Reihe 

«2*  =h,     «2*+  1  =  —  &A4-  1  (t  ■=»  0,  1,  2  . . .) 

d.  i. 

m 

(5)  ^0  —  ^i  +  ^1  —  ^2  +  ^a  —  •  •  ■ 
ist 

und  überhaupt 

und 

Sik-^-i  =  hi)  —  h  +  i' 

Hat  6*  bei  lim  Ä  =  +  oo  einen  endlichen  Grenz werth  6^0 
so  schwankt  die  Reihe  (5)  bei  lim  n  =  -|-  oo  zwische 
Iq  —  b  und  Iq]  hat  6*  bei  A;  =  +  cx>  den  Grenzwert 
+  oo,    so    sehwankt    sie    zwischen    +  cx>    und    6^.    —   Nu 

wenn 

lim  h,  =  0 

*  =  +  « 

ist,  so  convergirt  die  Reihe  (5)  und  zwar  zum  Greni 
werthe  6^. 

3.  Allgemeine  Sätze  über  die  unendlichen  Reihei 

Der  Kürze  wegen   mögen   als  gleichartig  bezeichnet  werde 

Reihen,  die  convergent  sind,  solche  die  denselben  unendliche 

und  solche  die  gar  keinen  Grenz  werth  haben. 

1)  „Ist 

an  =  hn        (n  =  0, 1,  2  . . .), 

so  sind  gleichartig  die  Reihen 

(6)  ao  +  aj  +  Og . . .,         K  +  h  +  h  +  .  .  .'^ 
Denn  setzt  man 
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^0  +  ^1  +  ^2  +  •••  +  *!•  =  ^, 
SO  ist 

^,Con vergilt  insbesondere  die  erste  der  Reihen ;  so  auch  die 
zweite  und  beide  haben  denselben  Greuzwerth/^ 

2)  „Ist  in  den  convergenten  Reihen  (6)  a»  ^  6^,  jedoch 
nicht  durchaus  an  =^1)»,  so  ist  a>  b,  unter  b  lim  t^  bei 
n  =  4"  ^^  verstanden."  —  Wenn  nämlich  a,«  >  bm,  so  hat 
man  für  n^m 

Sn'^tn  +  {a,n  —  6m), 

also 

a'^b  +  {a„,  —  b„^), 
d.  i. 

a>b. 

3)  „Die  Reihe  a^  +  «j  +  . . .  und  jede  Reihe,  die  aus 
ihr  durch  Weglassung  einer  endlichen  Anzahl  von  Gliedern, 
deren  Summe  s  sei,  hervorgeht,  sind  gleichartig.  —  Con- 
vergirt  die  erstere,  so  auch  die  letztere,  und  umgekehrt. 
Bedeuten  a,  a  ihre  Grenzwerthe,  so  ist  a  =  a  -{-  s,  Läfst 
man  insbesondere  die  (m  +  1)  Anfangsglieder  a^,  aj, . . .  a„, 
weg,  so  erhält  man  die  Reihe 

deren  Grenzwerth  r„,  ein  Rest  der  Reihe  heifst.    Dabei  hat 
man 

a  =  Sfn  ~T~  Tm» 

Auch  ist  lim  r«  =  0  bei  lim  m  =  +  ^^-^ 
Setzt  man  nämlich 


ö^n-fl  +  ÖU  +  2  +  ...+aw« 


SO 

ist 

Sm  -f-  p          ^m 

+ 

^m,p, 

und  wenn 

bei 

limjt) 

[-  OO 

so 

hat 

man 

lim5„,+. 

1 

ö, 

rm 

=  lim  r^.  p 

a  —  s,n. 

-^-P  ^^  ^m,p) 


Dals  zu  jeder  Zahl  £>0  eine  Zahl   /x  >  0   gehört,    derart, 
dafs  für  n>  ^ 


222  Unendliche  Reihen. 

ist  leicht  einzusehen  nach  (2)  nud  IX.  9^  II. 

Zufolge  dieses  Satzes  kann  eine  Reihe^  welche  nur 
Glieder  mit  einem  Zeichen  in  unbegrenzter  Anzahl  enthält, 
auf  eine  solche  zurückgeführt  werden ,  welche  nur  Gh'eder 
mit  diesem  Zeichen  enthält. 

4)  Eine  convergente  Reihe  %  '\'  a^  +  o^  -|-  . . .  ist 
unbedingt  associativ,  d.  h.  leitet  man  aus  ihr  eine  neue 
dadurch  ab,  dafs  man  ihre  Glieder  gruppenweise  yereinigl 
jedoch  in  der  Weise,  dafs  jede  Gruppe  nur  unmittelbar  auf- 
einander folgende  Glieder  der  ursprünglichen  Reihe  enthält, 
so  ist  auch  die  neue  Reihe  convergent  und  hat  denselbei 
Grenz werth  wie  die  gegebene.     Man  setze  also 


(7) 


«0  +  «1  +  .  •  •  +  ««,  -=  A^ 

^m,  + 1  +  ^7/1, 4- «       -f-  . . .  +  a,«3  «=  A^ 


so  ist 


^>n^  _  1  +  1  +  «w^  _  1  +  2  +  •  •  •  +  ^»  -^    -4|i 
-4,   -f-  A^  -f-  .  .  .  -|-  An  "»  ^ni 

lim  ^S'„  =  lim  s„ 
bei  lim  n  =  -|-  o^j  da 

Sind  die  Glieder  der  convergenten  Reihe  -4^  -f-  A^  +.- 
algebraische  Summen  wie  (7)  und  man  läfst  die  Klammen 
weg,  so  dafs  man  die  Reihe  «o  +  ^i  +  ^2  +  •  •  •  erhält,  so 
braucht  die  letztere  nicht  zu  convergiren.*)  So  ist  die 
Reihe  {b^  —  tj  +  (b^  —  ''2)  +  • .  •  in  Nr.  1  convergent^  wenn 
bei  lim  n  =  -{-  00  lim  b^  endlich  ist;  die  Reihe  (5): 

''o  ~"  '^i  +  '^1  —  ?>2  +  '>2  —  . . . 

aber  nur  dann,  wenn  lim  6^  =  0.  —  Ist  aber  die  neue  Reihe 
^0  "h  ^'i  +«>!  +  •••  convergent,  so  hat  sie  nach  obigem  Sat« 
denselben  Grenzwerth  wie  -4,  +  ^1^  +  •  •  • 

Das  Weglassen  der  Klammern  in  Ai  -\-  A^  +  ...  ist 
stets  gestattet,  falls  bei  lim  r^  =  -f  oc    lim  a^  «es  Q  und  die 
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Anzahl  der  in  -4„(n  =  1,  2  .  . .)  stehenden  Glieder  unter  einer 
endlichen  Zahl  q  liegt.  —  Denn  ist  lim  S»  =  Ä,  so  existirt 
eine  Zahl  ^  >  0,  so  dafs  \Sn  —  -4  |  <  «  und  |a«|<£  für 
n  >  /x.     Demnach  folgt 

\Sp-A\<(q  +  \)e, 

wenn  nur  p  >  »w„,  unter  n  irgend  eine  ganze  Zahl  >  (i  ver- 
standen. 

Als  Beispiel  einer  associativen  Umformung  diene 
der  folgende,  oft  benutzte  Satz:  ^Wenn  die  Zahlen  bn,  Cn 
bei  lim  w  =  +  cx>  je  einen  endlichen  Grenzwerth  6,  c  haben 
und  wenn  die  unendliche  Reihe 

OD 

2lj^r—  K-l)  Cr 
1 

convergirt,  so  convergirt  auch  die  unendliche  Reihe 

00 


^hr{Cr  —  Cr  +  l) 


und  zwar  hat  man 

CD  OD 

^0^0  +  2U(Pr  —  br-l)Cr  =  ^''br(Cr  —  Cr+l)  +  6c." 
1  9 

Er  folgt  sofort  aus  der  Identität 

w  n  —  1 

1  1 

durch  den  Grenzübergang  limw  =  -j-  c». 

5)  ,Jst  k  eine  von  Null  verschiedene  Constaute,  so  sind 
die  Reihen 

gleichartig.  —  Convergirt  die  erstere  und  zwar  zum  Grenz- 
werthe  a,   so  convergirt  die   letztere  zum  Grenzwertbe  Äa.*' 

6)  „Convergiren  zwei  Reihen  wie  (6),  so  convergirt  auch 
die  Reihe 

(«ü  +  ^o)  +  («l  ±  &l)  +  •••  +  (««  +  ^n)  +  •.  . 

und  zwar  ist  ihr  Grenzwerth  a  +  ^i  wobei  gesetzt  ist 

lim  Sn  =  «,       lim  tn  =  6." 
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Denn  es  ist 

(«0  +  ^o)  +  («1  +  61)  +  •  •  .  +  («•  ±   6»)  =  Sn+U. 

Daraus  folgt,  dafs  wenn  eine  der  beiden  Reihen  (Si 
divergirt,  auch  die  Reihe 

K  ±  ^ü)  +  («i  +  &i)  + 

divergiren  mufs. 

Und  weiter  ergiebt  sich  aus  dem  Satze  unmittelbar,  dab 
er  auf  jede  endliche  Anzahl  von  eonvergenten  unend- 
lichen Reihen  ausgedehnt  werden  kann. 

4.  Reihen  mit  positiven  Gliedern.  Wir  wenda 
uns  nun  zu  solchen  unendlichen  Reihen,  die  nur  gleicl- 
bezeichnete  Glieder  enthalten,  wobei  es  zufolge  des  5.  Satift 
der  vorigen  Nr.  genügt  anzunehmen,  dafs  alle  Glieder  po- 
sitiv sind. 

Satz.  Wenn  die  Reihe  «o  +  ttj  -|-  Og  +  . . . .  nur 
positive  Glieder  enthält,  so  hat  sie  entweder  einei 
endlichen  Grenzwerth  a  oder  den  Grenzwerth  +  x- 
Im  ersteren  Falle  hat  man  noch  a>5«. 

Denn  jetzt  ist,  falls  r>  1,  5«  +  r>«*i,  so  dafs  hier» 
mittelbar  der  Satz  von  IX.  ()  angewendet  werden  kann.  Di« 
Reihe  «o  4'<^i +  ^^2  +  •••  convergirt  also  immer,  went 
eine  positive  Zahl  Ji  existirt,  so  dafs  für  jeden  WertL 
von  n  s„  <  jB.  Und  umgekehrt:  Convergirt  die  genanstt 
Reihe,  so  mufs  eine  Zahl  iy>0  existiren,  so  dafs  die  SumnK 
von  beliebigen  unter  den  Gliedern  «o?  ^i>  •  •  •  •  unter  B  liegt 
—  ein  Satz,  der  nicht  für  jede  convergente   Reihe  gilt 

Beispiel.     Die  harmonische  Reihe 
(8)  H-2  +  J+---  +  n+---- 

ist  divergent,  hat  also  den  (jlrenzwerth  -|-  oo. 

Man  beweist  diesen  Satz  durch  die  Bemerkiuig,  dib 
(k  >  2) 
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Demnach  ist,  weun  n  ^  2* , 

'    68  kann  somit  Sn  hier  grölser  werden,  als  jede  positive  Zahl. 

Es  giebt  kein  allgemeines  Verfahren,  nach  welchem  ent- 
schieden werden  konnte,  ob  eine  beliebig  vorgelegte  Reihe 
^  aus  positiven  Gliedern  convergent  oder  divergent  ist.  Man 
\'  sucht  die  Losung  der  Frage  häufig  durch  Vergleichung  der 
-  vorgelegten  Reihe  mit  anderen,  deren-  Verhalten  bereits  be- 
^  kannt  ist,  herbeizuführen.  Hierzu  dienen  die  folgenden  ein- 
fachen Sätze,  die  vermöge  des  besonderen,  in  dem  Eingangs 
erwähnten  Satze  ausgesprochenen  Charakters  der  Reihen  mit 
positiven  Gliedern  immer  paarweise  auftreten. 
Es  seien 

«0  +  «1  +  «2  + >  h  +  h+h  + 

Reihen  mit  positiven  Gliedern.    Ihre  Grenzwerthe,  wenn  sie 

convergiren,  werden  mit  a,  b  bezeichnet. 

1)    „Ist  tto  +  ^1  +  0^2  +  •  .  .  convergent  und  von  einem 

bestimmten  Werthe  von  n{m)  an  hn^i<^an  +  k,  wo  kl  wie 
L  stets  im  folgenden  constante  ganze  Zahlen  mit  Einschlufs 
^    der  0  bedeuten,  so  convergirt  auch  die  Reihe 

K  +  ii  +  h-h " 

„Ist  aber  die  erstere  Reihe  divergent  und  für 

n>m.      hn^i^ttn^k, 

so  divergirt  auch  die  letztere  Reihe". 
Im  ersten  Falle  hat  man  nämlich 

also 

tn-]-i  <  a  +  ^4-/— 1  —  5m-f  *— i; 

somit  convergirt  ?>o  "h  ^i  +  ^2  +  •  •  •  •    I™  zweiten  Falle  ist 

also  wegen  lims„  =  -|-  ^^  ^^^  limw  =  -|-  <x>  auch  lim  tn=  -{- 00. 
Anwendung.     „Ist  für  die  unendliche  Reihe 

^0  +  «1  +  •  •  • 

Stolx,  Vorlesongen.  15 
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bei  limn  =  -|-  oo  limna„+i>  0  (bez.  +  oo),  so  difergir 
sie.''  —  Denn  setzt  man  limna«4.t »«  a,  so  gehört  znjed^ 
Zahl  £  >  0  eine  Zahl  (i>  0,  so  dafs  f&r  alle  n>  fi 

Nimmt  man  £  <  a  an,  so  folgt  aus  der  Divergenz  to: 
(8)  unmittelbar  die  der  vorgelegten  Reihe.  So  divergirt  di 
allgemeine  harmonische  Reihe  d.  i.  die  Reihe  mit  dem  al 
gemeinen  Gliede 

a 

^«  "  an  +  (J' 

vfo  a  ß  irgendwelche  reelle  Zahlen  sein  können.  Denn  ( 
ist  lim  na»  =  1. 

Man  glaubte  einst,  dafs  alle  Reihen^  wof&r  lim  na«  «= 
ist,  convergireU;  was  Abel  durch  den  Hinweis  auf  di 
divergente  Reihe 

^       -^        ^       4-         4-       ^ 
2  log2    '    3  logS  "T"  *  *  *    '    n  logn 

(vgl.  Nr.  16)  widerlegte.  Bei  dieser  Gelegenheit  bemeiU 
Abel,  dafs  überhaupt  keine  Function  <p(n)  existiren  konn 
derart  dafs  die  Reihe  «o  +  ^i  +  •  •  •  convergire,  wenn 

linia«9(w)  =  0, 
dagegen  divergire,  wenn  dieser  Grenzwerth   positiv  ist*) 
2)  ,j8t  cTo  +  ^1  + convergent  und  fOr  alle  w^i 

so  convergirt  auch  die  Reihe  ?>,)  +  6i  + " 

;;Ist  die  ersterc  Reihe  divergent  und  ftir  alle  n>M 

so  divergirt  auch  die  Reihe  l\^  -|-  '^i  +  •  •  •  •" 

Um  den  ersten  Satz  zu  zeigen,  bemerke  man,  dafs  wem 
n>m, 
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I     somit 

T ^- a.  1.     On+i<.- a»4-t-  W 

Nun  convergirt  die  Reihe  am+*  +  i  +  «m+t+2  +  •  •  •;  folg- 
lich nach  dem  5.  Satze  in  Nr.  3  auch 

I «m+t+i  -r  r am+*+2  -f- ; 

"^    und  zufolge  des  vorstehenden  Satzes  die  Reihe 

&m  +  I+l  +  hm+l  +  2  +  ....; 

somit  convergirt  auch  ^o  4"  ^i  +  ^2  + 

^  Der   zweite  Satz   folgt    auf  ähnliche  Weise   durch   die 

Bemerkung 

&»+'^^~«n+*.  (10) 

Anwendung.  „Es  sei  a^,  a,,  a^.,.an  eine  Folge 
positiver  Zahlen;  wofür  lim  (0^4.4^.1 :  fln+t)  bei  lim  n  =  +  cx> 
existirt.  Ist  dieser  Grenzwerth  kleiner  als  1  (Null  einge- 
schlossen), so  nehmen  die  o»  von  einem  bestimmten  Werthe 
von  n  an  mit  wachsendem  Index  beständig  ab  und  es  ist 
lima»=iO.     Die  Reihe  a^  +  ^^i  +  •  •  •   ist  convergent." 

„Wenn  aber  der  genannte  Grenzwerth  grofser  als  1  ist 
(+  00  eingeschlossen),  so  nehmen  die  a„  von  einem  bestimm- 
ten Werthe  von  n  an  mit  dem  Index  beständig  zu  und  es 
ist   lima„  =  +  00.      Die   Reihe   «o  "I"  ^1  "f"  ^2  +  •  •  •   ^^^ 

Es  sei  zunächst 

lim(an4-*4-i  •  ön4-*) 

eine  endliche  Zahl  A.    Dann  gehört  zu  jeder  Zahl  €  >  0  ein 
Index  m,  so  dafs  für  n>m 

Ist  A  <  1,  so  nehme  man  «  <  1  —  A  an,  so  dafs  A  +  ^  <  1  • 
Dann  findet  man  so,  wie  (9),  die  Relation 


unmittelba 


also  limon  =  0.     Und  die  Reihe  a„  •\-  a,  -{-  .  .  .   conTergiif 
■  da  die  geometrische  Reibe 

coüYergirt.  —   lat  A  >  1,  so  nehme  man  s  <.  X.  —  1,  so  diä 
X  —  c  >  1.     Dann  findet  man  so,  wie  (10),  die  Relation 

also 

lim  a«  ="  -f-  '^r 
woraus   die  Divergenz  der  Reihe  Op  +  Oj  + 
hervorgeht.     Der  Schlufs  ist  ähnlich,  wenn 
lim(o,  +  t  +  i :  a„  +  i)  =  +  oo. 
3)   „Ist  die   Reihe  öu  +  a,  +  a,  +  , , .   coavergent  uo 
sind  y^,,  y,,  y^ .  .  y„  positive  Zahlen,  die  siimmtlicli  unter  eiur|^ 
positiven  Zahl  C  liegen,  so  couvergirt  auch   die   Reihe         J 

„Ist  die  Reihe  «„  +  (i[  -[-  a,  -f-  .  . .  divergent  und  silj 
Yoi  Vii  Yf?"  positive  Zahlen,  die  sämmtHcb  über  einer  j 
Bitiven  Zahl  C  liegen,  so  divergirt  auch  die  Reihe 

«on +  "!?'■  -\- (hYi  ■¥  ■  ■  ■" 

Der  erste  Theil  folgt  daraus,  dafs  wenn  O  <  y,  <  C, 
«on  +  ai^i  +  -  ■  -  +  «"/«  <  Cs,  <  Ca; 
der  zweite  daraus,  daXs  wenn  y,  >  C, 

%Yü  +  «i^i  +  ■  -  +  «-y-  >  c'sn. 

5.  Sätze  über  die  Reihen  mit  positiven  Guedel 
1)   „Hebt  man  aus   den  tiliedern  der  convergenten  D 

endlichen  Reihe 

«  =  «„  +  «,+«.  +  ■■■■  ( 

eine  unendliche  Folge  von  Gliedern 

heraus,    so    bilden   dieselben    eine   convergente    Reihe.     II 
Greuzwerth  ist  kleiner  als  a." 

Denn  man  hat  fl*.  +  «*,  +  ..  -f"  «i„  <  «■ 
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2)  yySind  die  Glieder  einer  convergenten  Reihe 

A  =  A^  -f-  Ai  -[*'••  "T  ■"«  "}■••• 
selbst  Summen  aus  positiven  Zahlen: 

^n  =  a^^-)  +  a,^-)  +  . . .  +  a^;^)       (n  =  0,  1  . . .) 

so    convergirt    auch    die    Reihe,    die    bei    Weglassung    der 
Klammem  erscheint: 

<>  +  <'  +  ...  +  a!,o)  +  o(i)  +  .  . .  +  aU)  +  . . . ." 

Denn  wie  viele  Glieder  auch  aus  dieser  Reihe  addirt 
werden  y  so  ist  ihre  Summe  kleiner  als  A. 

3)  Jede  convergente  Reihe  aus  positiven  Gliedern 
ist  commutativ,  d.  L:  Bringt  man  ihre  Glieder  in  irgend 
eine  andere  Anordnung,  so  convergirt  die  neue  Reihe  und 
hat  denselben  Grenz werth  wie  die  ursprüngliche. 

Es  seien 

<  +  »/  +  «sj'  + (2) 

die  Glieder  von  (1)  in  irgend  einer  anderen  Anordnung,  so  dafs  in 
dieser  Reihe  jedes  Glied  von  (1)  steht,  und  umgekehrt.  Setzt  man 

«0  +  «1  +  «2  +  •  •  •  +  ««  ^  ^«' 

SO  folgt  unmittelbar  dafs  s^  <  a;   also  convergirt  die  Reihe 

(2)  und  zwar  sei  a  ihr  Grenzwerth.  Und  man  weifs,  zu 
jeder  Zahl  €>0  gehört  eine  Zahl  /i  >  0,  derart  dafs  fürn  >  fi 

und  0<a'^^^  +  a;^,  +  ...  +  a;,^^<5. 

Betrachtet  man  nun   zwei  Partialsummen  s  ,  s\  so  werden 

sie  einige  Glieder  gemein  haben,  deren  Summe  <y„  sei.    Man 

findet  also 

s  =  ö   4-  q'       s   ==  6   4^  o  , 

wobei  die  in  q^  vereinigten  Glieder  im  Reste  ö^_li  +  •  •  •  •; 
die  in  p»  im  Reste  a„+i  +  •  •  •  vorkommen  müssen.  Bildet 
man  endlich 

SO  ergiebt  sich,  dafs  für  alle  n^  ^i 

also  ■  s    ~  5  !  <  f .    Somit  ist  lim  (5  —  5  )  =  0  d.  i.  a  =  a. 

»as-j-oo 
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Noch  einfacher  ist  es  zu  zeigen,  dafs  wenn  (1)  difei 
girt,  auch  (2)  divergiren  mufs. 

4)  „Vertheilt  man  die  Glieder  von  (Ij  in  eine  endlich 
Anzahl  von  unendlichen  (oder  auch  von  iheils  endliche 
theils  unendlichen)  Reihen 

««.)  +  af)  +  af«)  + 


•  •   • 


a<^"»>  +  ö^i"*^  +  «2"^  +  •  •  • 

so  ist  jede  derselben  convergent  und  die  Summe  ihrer  Gren 
werthe  gleich  dem  Grenzwerthe  a  von  (1).'' 

Der  Satz  folgt  aus  dem  6.  Satze  in  Nr.  3  und  den  soelx 
bewiesenen  Sätzen  unmittelbar.  —  Eine  andere  Frage  if 
ob  der  Satz  4)  auch  noch  gilt,  wenn  man  die  Glieder  t( 
(1)  in  eine  unendliche  Anzahl  von  Reihen  vertheilt,  w; 
z.  6.  dadurch  geschehen  kann,  dafs  man  in  die  erste  Reu 
üq^  a^  und  die  Glieder  mit  geradem  Index  setzt^  in  die  zwei 
die  Glieder  des  Restes,  deren  Index  durch  3  theilbar  ist, 
die  dritte  die  Glieder  des  nunmehrigen  Restes ,  deren  Ind 
durch  h  theilbar  ist  u.  s.  f.  Mittelst  des  folgenden  Hill 
Satzes  läfst  sich  jedoch  nachweisen,  dafs  der  4.  Satz  aui 
jetzt  noch  besteht. 

6.  Hilfssatz.     „Gonvergirt  jede  der  in  unbegrenzter  A 
zahl  vorgelegten  unendlichen  Reihen 

ag»  +  aj»  +af  -\ h  «1®^  H 

aU)  4.  flU)  +  o(,A)  H h  «i'^  H 

aW  +  a(«)  +a^^)  -\ h  «f  H ( 


a^»»)  +  aj"*^  +  «^'"^  H h  o>^r^  + 


•  • 


deren  Glieder  entweder  positiv  oder  Null  sind,  ui 
zwar  bezüglich  zu  den  Grenzwerthen  a^^\  a^^\  aW,,,fl(»).. 
convergirt  femer  die  unendliche  Reihe 

a(0)  4-  a^i)  4-  a(»)  +  . .  .  +  a^"»)  +  .  .  .  ( 

und  zwar  zum  Grenzwerthe  a;  so  convergirt  auch  die  ReB 


Unendliche  Reihen.   •  231 

^  +  ^1  +  ^  +  •  •  •  +  Äi  +  . . .,  (6) 

worin 

d.  =  ö(")  +  a('— 1)  +  . . .  +  a('— '•)  +  . . .  4-  af, 

und  zwar  ebenfalls  zum  Grenzwerthe  a.  —  Und  umge- 
kehrt: Gonvergirt  die  unendliche  Reihe  (6)  und  zwar  zum 
Grenzwerthe  a,  so  convergirt  jede  Reihe  des  Schema  (4)^  und 
die  aus  ihren  Grenzwerthen  gebildete  Reihe  (5)  convergirt 
ebenfalls  und  zwar  zum  Grenzwerthe  a/' 
BewelB.    1.  Theil.     Es  sei 

^0  +  ^1  +  •  •  •  4-  «'n  =  Vn . 

Denkt  man  sich  die  ^(«  +  1)  («  +  2)  Glieder  aj"^  von  Vn  in 
Zeilen  so  geordnet  ^  dafs  in  jeder  der  obere  Index  constant 
isty  so  folgt  unmittelbar 

Vn  ^  a^^^  +  a^^>  4-  . . .  4-  a<*)  <  a. 
Somit  convergirt  (6).  —  Es  sei  femer 

so  ist  leicht  ersichtlich^  dafs 

S^n)  =Vn  +  Tn,  (7) 

worin  r»  die  unendliche  Reihe  mit  dem  allgemeinen  Gliede 

«i"'  +  «)r+/> +  •••  +  «!,"+;' +  ---  +  «Ä»   ip^i,2,...) 

bedeutet.     Da  dasselbe  kleiner  ist  als  dn-{.pf  so  folgt 

rn<dn+l  +  dn-^2  +  •  ••  (8) 

d.  i.  lim  r„  =  0  für  lim  n  =  +  oo.     Somit  ist 

lim  (s<«)  —  Vn)  =  0 
d.  i. 

lim  Vn  =  a. 

n=+oe 

2.  Theil.    Da 

a^)  <  d^H-„        (n  «=  0, 1,  2  . . .), 

so  folgt  aus  der  Convergenz  von  (6)  unmittelbar  die  der 
Reihe 

aOn)  +  a^»")  +  a^"»)  ^  _  ,     (w  =  0,  1,  2  . . .). 


232  •     Unendliche  Reihen. 

Bezeichnet  man  ihren  Grenzwerth,  wie  oben,  mit  o^"' 
so  ist  in  (7)  vermöge  der  Relation  (8) 

lim  /•„  =  0     bei     lim  n  =  +  oo  , 
also 

lim  s^"^  =  lim  v,  =  a. 

Zusatz.  Aus  dem  zweiten  Theile  des  vorstehenden  Satz« 
folgt: 

„Unter  den  über  Schema  (4)  bestehenden  Voraussetzun 
gen  convergirt  jede  der  Verticalreihen  desselben 

«(0)  +  fl(o  +  a(f)  +  . . .       in  =  0,1,  2..  .); 

die  aus  ihren  Grenz werthen  a^,  a| ,  Og  . . .  gebildete  Reib 
convergirt  ebenfalls,  und  zwar  ist  ihr  Grenzwerth  die  Zahl  o. 

7.  Weitere  Sätze  über  die  Reihen  mit  positivei 
Gliedern. 

1)  „Es  sei  die  Reihe  mit  positiven  Gliedern 

«0  +  «1  +  «2  +  •  •  • 

convergent  und  a  ihr  Greuzwerth.  Vertheilt  man  ihre  61ii 
der,  ohne  eines  zu  übergehen,  in  unendlich  viele  Reihen  ^4 
so  convergirt  jede  derselben  und  die  aus  ihren  Grenzwerth« 
gebildete  Reihe  convergirt  ebenfalls  und  zwar  zum  Grens 
werthe  «."*) 

Denn  nach  dem  3.  Satze  in  Nr.  5  convergirt  die  Reih 

„(«)  +  a(»)  +  «w  +  . .  • 
d.  i. 

'^0  +  ffi  +  d.  +  '  " 

und  zwar  zum  Grenzwerthe  a, 

2)  „Convergiren  die  unendlichen  Reihen 

«0  +  «1  +  •  •  •  +  «m  +  •  •  •,     ^0  +  ^1  +  . . .  +  6»  +  . . . 

und  zwar  bez.  zu  Greiizwerthen  a,  6;  so  convergirt  auch  di 
unendliche  Reihe 

(fo  +  ^i  +  ^^2  +  •  •  •; 
worin 

und  zwar  zum  Grenzwerthe  ah"-') 


so  coiivergireii  nach  dem  5.  Satze  in  Nr.  3  cüe  liorizontaleti 
Reihen  bezüglich  zu  den  (Jreiizwerthen  a„Ä,  o,fc, . .  .  a„b  . . . 
und  die  aus  ihnen  gebildete  Reihe  convergirt  zum  Grenz- 
werthe  ab. 

Die  hier  bewiesenen  Sätze  zeigen  in  Verbindung  mit 
denen  von  Nr.  3 — 5,  dal's  man  den  ürenzwerth  a  einer  con- 
vergeuten  unendlii'heii  Reihe  mit  positiven  Uiiedeni 


als  die  Summe  der  iinbefjrenzt  vielen  Ziihleu  «„,a,... 
erklären  kann.  Er  bleibt  nümlich  ungeändert,  wenn  man 
dieselben  in  beliebige  Aufeinanderfolge  bringt  und  sie  vor 
dem  letzten  Grenzübergänge  lim  m  =  -\-  ao  in  Grujjpen  von 
endlicher  oder  unendlicher  üliederzahl  vereinigt.  Auch  be- 
stehen die  Sätze  1)  und  2)  in  Nr.  3  gerade  wie  fllr  Summen 
von  endlicher  Gliederzahl. 

N&eh  dem  zweiten  Satze  oben  bleibt  auch  die  distri- 
butive Eigenschaft  des  Productes  zweier  soUhen 
äummen  erhalten.  Denn  in  der  Reihe  mit  dem  allgemei- 
nen Giiede  (9)  kann  mau  die  Klammern,  welche  die  Glieder 
d,,  i/g  .  .  .  einschliefden,  weglassen,  so  dafs  man,  um  das  Pro- 
duct  ab  zu  bilden,  die  Partialproducte  a,„b,  in  jeder  belie- 
bigen Ordnung  aneinanderreihen  kann.  Auch  kann  man 
nach  dem  ersten  Satze  dieselben  irgendwie  in  unendliche 
Reihen  vertheilen,  diese  summiren  und  Kchliefslich  die  Summe 
ihrer  Summen  bilden.    Man  drfickt  dies  aus  durch  die  Formel 


2"--2-'-=2'-'-' 


Sie  läfst  sich  unmittelbar  auf  das  Froduct  einer  jeden  end- 
lichen Anzahl  von  couvergenten  Reihen  mit  positiven  Glie- 
dern ausdehnen  d.  h.  es  ist 


S'-I-"-2"=I- 


■0,1.2. 


Unendliche  Reiht 
u,  8.  f.     Id  der  That  finden  wir 


so  dafs  das   links   stthende  Product   gleich    ist    der  Sumo^ 
aus  allen  Gliedern  a„,6„Cp,  deren  jedes  eben  einmal  und  B 
einmal  in  der  rechts  stehenden  Reihe  auftritt. 

£s  wird  sich  nun  zunächst  darum  handele,  ob  nri 
unter  welchen  Umständen  auch  die  Grenzwerthe  von  oofr 
vergeuten  unendlichen  Reiheu,  welche  sowohl  positive  all 
auch  negative  Glieder  in  unbegrenzter  Anzahl  ent- 
halten, als  Summen  derselben  betrachtet  werden  kötineo. 
und  zwar  wollen  wir  zuerst  an  einem  einfachen  Beispiele 
nachweisen,  dafs  da^  nicht  immer  zulässig  ist. 

8.    Alternirende  Reihe».  ] 

Sata.  ^')  „Die  unendliche  Reihe 

a.  -  «,  +  a,  -  o.  +  . . .  +  (-  l)'a.  +  . . .  (1(1| 
worin  a^,  «[  . . .  a, .  . .  positive  Zahlen  bedeuten,  convergilt^ 
se  Zahlen  mit  wachsendem  Indes  beständig  ahndt* 
1  und  für  lim  n  =  +  oo  den  Grenzwerth  0  haben.  Dk 
Grenzwerth  a  der  unendlichen  Reihe  (ID)  ist  gröfser  als  jei* 
Partialsumme  aus  einer  geraden,  kleiner  als  jede  aus 
ungeraden  Anzahl  von  Gliedern.  Jeder  Rest  der  Reihe  il 
seinem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  sein   erstes  Glied? 

Bewsia.     Es  sei 


und 

Wir  setzen 
Da 


a„>a 


-  a,  +  flj  - 


(»-0, 

,2 

...) 

ei     lim» 

- 

+  ». 

..  +  (- 

1)- 

a.  =  s 

-»  —  (öS* 

_, 

-"..) 

-  +  (»,. 

- 

"..+,) 

(*>1). 


Stk+\  =  Stt  — thi+\  =  SSi- 

so  ei^iebt  sich,  dafs  Stk  mit  wachsendem  k  beetändig  i^ 
nimmt:  a^'^ s^^ s^ . . .  Dabei  ist  aber  Äät  >  0,  da  Sifc_i>f^ 
Somit  esistirt  ein  endlicher  Grenzwerth 
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a  =  lim  $2k     bei    ifc  =  +  oo. 

Es  zeigt  sich  femer,  dafs  s%k-^i  mit  wachsendem  k  bestän- 
dig zunimmt: 

^1  ^  ^3  "^  ^6  •  •  • ; 

während 

Sjjfc+l  <S2k  ^«0- 

Also  existirt  ein  endlicher  Grenzwerth 

a'  «=  lim  Sik+i     bei     i  =  +  oo. 

Nun  ist  a  <»  a',  so  dafs 

s%k>a>  Sik+i     Qc  =  0,  1,  2  . . .). 

Denn  man  findet  zu  €  >  0  eine  Zahl  f*  >  0,  so  dafs  für  1c>  ^ 
«a*  <  «,  also 

d.  i. 

lim  (Sik  —  Sii^i)  =  0. 

Setzt  man  endlich 
wo 

80  folgt  vermöge  des  soeben  bewiesenen  Satzes 

Der  Fehler^  den  man  begeht,  wenn  man  Sn  anstatt  a  nimmt, 
ist  absolut  genommen  kleiner,  als  das  auf  das  letzte  Glied 
in  Sn  folgende  Glied  der  Reihe. 

Beispiele.^    1)  Die  unendliche  Reihe 

11  (—  1^*  —  ^ 

conTergirt  nnd  ihr  Grenzwerth  a  liegt  zwischen  1  —  i  "*  i  ^^^^ 
1  —  •^4'i^i'O  Bringt  man  die  Glieder  derselben  in  die  folgende 
Anordnung 

-    ,    1        1,1,1        1    .  .  1        ,        1  1     ,         ,h> 

so  ist  auch  diese  unendliche  Reihe  convergent. 

Bezeichnen  wir  die  Summe   der  n  ersten  Glieder  Ton  (b)  mit  «'^ 

und  betrachten  zunächst  nur  die  Partialsnmmen  s^j^  und  ^'3;^  i  2«  ^^ 
entstehen  sie  auch  aus  der  alternirenden  Reihe 
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(■+;)-j+(i+T)-i+-- 

Die  Glieder  derselben  nehmen  bei  wachsendem  Index  betULadig  ab  m 
sinken  unter  jede  positive  Zahl;  denn  es  ist 

4Ä;  —  3  ^  4Ä;  —  1  ^  2^•  ^  4Ä;  +  l  ^  4ifc  +  » 

Die  Reihe  (b*)  convergirt  somit  und  ihr  Grenzwerth  a  ist  grOwer  i 
1'+  i  —  i  =■  4-    Zugleich  hat  man 

lim  s^j^  =m  lim  *'3;t^2  ^^  *'     ^'     ^^™  ifc  —  +  ao 

und  wegen 

,       ,         1 

allgemein 

lim  *i\  =■  «'. 

a  ist  also  der  Grenzwerth  der  convergenten  Reihe  (b)  und  wie  n 
siebt,  von  a' verschieden:  es  hat  sich  der  Grenswerth  d 
Reibe  (a)  bei  der  angegebenen  Versetzung  ihrer  Glieder  g 
ändert. 

Es  ist  leicht  zu  zeigen,  dafd  a  =  ^  a.  —  Setst  maa 


BO  folgt 


8 


^        2  +  3        •  •    +  n  '"  ' 


**  ""  -^'^  \4  r"^^  ""  4r-  2  "^  4r  —  1  ""  4r/  ' 
*  3*  ""  ^''  \4r  -  3  "^  4r  -1  ~  27/  • 


k—  1 


«'3*  -  hk  -  2j   \4r  -2  "■  47)  ^  2  ^^  \2r^~i  ""  27/  "  f 

Beim  Grenzübergänge  \\m  k  =  -\-  co  ergiebt  sich  daraus 

a  —  a  s=B  4  ^,        a  ^^  i  a. 
2)  Die  unendliche  Reihe 

)/2         y3  |/n 
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conTergirt  ebenÜEÜls,   die  Wurzeln   positiv   genommen.     Dagegen    hat 
die  Reihe 

^  i  +  ^__L  +  -i_  +  -l___L  +  ... 

ys       ya       yb       yi       yT 


+ ^ —  H ^^ --  +  ...  (d) 

y^k  —  3      y\k  —  1       y%k 


den  Grenzwerth  -f  <^-  Setzt  man  wieder 

4  1                           /        «\n  — 1 

m  , 7«  / TW  /- 

|/2  i/s                          Vn 


1-  — +  —  +  ... +^=^ «.. 


-L--L+...+— 1— +  — ^ y 


ao  ist 

1  ,  1  ,  ,  ^ 


m  / — = — ; — r     •     m  , — : — ; '  •     m 


y2ib  +  i     |/2Ä+3-  yu-\ 

somit 


m/-;r  m 


y4ife        y4 

und 

lim  «3^  =.  +  00  , 

Mas-}- 00 

alflo  wenn  s  ^  die  Summe  der  n  ersten  Glieder  in  (d)  bedeutet,  wegen 

*S*-f  2  ^  *3Jb-fl  -^  *3* 

aach 

lim  «'    =■  +  00. 

OD 

9.    Reihen  mit  positiven  und  negativen  Gliedern 
in  unbegrenzter  Anzahl. 
Die  Reihe 

«0  +  «1  +  «2  +   •  •  •  (1) 

'  enthalte  sowohl  positive,  als  negative  Glieder  in  unendlicher 
Anzahl.  Die  ersteren  mögen,  in  der  Ordnung  angeschrieben 
wie  sie  in  (1)  vorkommen,  die  Eleihe 

&o  +  ^  +  ^2  +  . . .  +  fep  +  . . .  (2) 

(&p  >  0)  bilden;  die  letzteren  ebenso  die  Reihe 
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0 

(Cq  >  0).     Setzt  man 

Oo  +  «i  +  •••  +  ««=  Ä» 

SO  folgt  zunächst 

Daraus  ergiebt  sich^  indem  bei  lim  n  =  ••{'  oo  auch 

limi),  =  limg«  =  +  oo, 

sogleich  das  Folgende: 

1)  Gonvergiren  die  Reihen  (2)  und  (3)  und  zwar  s 
den  Grenzwerthen  b,  —  c;  so  convergirt  auch  (1)  und  swa 
ist  der  Grenzwerth  der  Reihe  (1)     b  —  c 

2)  Convergirt  nur  .eine  der  Reihen  (2),  (3),  so  hat  di 
Reihe  (1)  stets  einen  unendlichen  Grenzwerth. 

3)  Divergiren  beide  Reihen  (2),  (3)^  so  läfst  sich  an 
der  Formel  (4)  im  Allgemeinen  nichts  entnehmen^  da 

lim  tp^  =  Hm  Ug^  »=  +  ^^• 

In  der  That  zeigen  die  Beispiele  der  vorigen  Numme 
dafs  in  diesem  Falle  die  Reihe  (1)  sowohl  conyergiren  al 
divergiren  kann. 

Wir  wenden  uns  nun  zur  Untersuchung  der  Frage,  unte 
welchen  Umständen  eine  unendliche  Reihe  bei  jeder  beli< 
bigen  Anordnung  ihrer  Glieder  convergent  ist  und  stets  dei 
selben  Grenzwerth  liefert. 

Satz.  Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedii 
gung  dazu,  dafs  die  unendliche  Reihe  a^-f-ai-j-.. 
bei  jeder  Anordnung  ihrer  Glieder  convergirt  un 
immer  denselben  Grenzwerth  darbietet,  besteht  i 
der  absoluten  Gonvergenz  derselben.  D.  h.  die  absc 
luten  Beträge  \an\  der  Reihenglieder  müssen  eine  convergent 
Reihe  bilden. 

Beweis.  Dafs  die  genannte  Bedingung  hinreichen« 
sei,  ist  leicht   einzusehen.     Convergirt  die  unendliche  Reib 
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SO  convergiren  die  Reihen  (2),  (3),  somit  auch  (1).  Bringt 
man  ihre  Glieder  in  eine  andere  Anordnung 

^'o  +  «1  +  •  •  •  +  C^'n  +  •  •  '}  (6) 

wodurch  an  Stelle  der  Reihen  (2),  (3)  die  folgenden  treten 

^0~r^ll^2l**M  ^0  ^1  ^2  •••7 

so  sind  diese  nach  dem  3.  Satze  in  Nr.  5  wieder  convergent 
und  haben  dieselben  Grenzwerthe  wie  (2)  und  (3).  Man 
findet  somit  auch  die  Reihe  (6)  convergent  und  zwar  dafür 
denselben  Grenz werth  wie  für  (1),  nämlich  b  —  c. 

Dafs  die  in  Rede  stehende  Bedingung  auch  nothwendig 
sei,  wird  indirect  bewiesen,  indem  wir  zeigen,  dafs  wenn  (5) 
divergirt,  die  Reihe  (1)  aber  convergirt,  die  Glieder 
von  (1)  so  angeordnet  werden  können,  dafs  der  Grenz- 
werth  der  neuen  Reihe  irgend  eine  gegebene  Zahl 
K  ist.*)  —  Zunächst  bemerken  wir,  dafs  nun  beide  Reihen 
(5)  divergiren  müssen.  Denn  würde  nur  eine  divergiren,  so 
müfste  (1)  einen  unendlichen  Grenzwerth  haben.    Ferner  ist 

lim  a«  =  0     bei     lim  w  =  +  oo, 

d.  h.  zu  jeder  Zahl  «  >  0  gehört  eine  Zahl  fi  >  0,  so  dafs  für 

n>^         \an\<€.  (7) 

Es  sei  K'>0.  Wegen  der  Divergenz  von  (2)  kann  man 
daraus  so  viele  Glieder  6o>  ^i  •  •  •  ^*o  entnehmen,  dafs 

ho  +  b,  +  ...  +  bJ^^^^K,    B,  =  \  +  b,  +  ,..  +  h^>K, 

wobei  k^  auch  0  sein  kann.  Auf  die  Glieder,  deren  Summe 
mit  Bq  bezeichnet  ist^  lasse  man  so  viele  Glieder  Cq,  Cj,  . . .  C/^ 
aus  (3)  folgen,  dafs 

^0  —  ^0  "~  ^1  —  ...  —  Ci^-i  ^  -ZT, 
^0  —  ^0  ""  ^i  —  . . .  —  c^o  <  -^• 

Auf  die  so  ausgewählten  Jcq  -{-  If^  -{-  2  Glieder  lasse  man 
wieder  so  viele  aus  (2)  6*^4.1  .. .  bk^  folgen,  dafs  die  Summe 
aller  Glieder  gerade  K  übersteigt,  und  hierauf  so  viele 
aus   (3):   —  C|„+i, ...  —  c^,,  dafs   die   Summe  aller  gerade 


unter  K  sinkt.   U.  s.  f.     Im   Ällgemeiueu   werden   somit  Ik 
die  neue  Keilie  die  Glieder  gewählt: 

—  C',_l  +  1  —<^lr-l  +  ^  —  ...   —  C,^  (»">  !)■ 

Scheraatiach  sei  sie  bezeiclinet  mit 

a\  +  a\  +  ...  +  a.+  ...  (I 

und  ihre  Partialsumnieii  mit  s'„ .     Ist 

»,,  =  ÄV  +  /r-  .  +  l ,       nr  =  k,-\-l.+  l, 
so  hat  maa,  da  s'™^  mit  bt^.,  s'»,,  mit  ~  c,^   schliefst, 
^+K^  /«,,+  *;>  K       (h^0,\  ...tr  —  tr^i  —  1) 
■£"— c,^<s',,  +  ,<-K'       (i  =  0,  1...*^+,  —  itv—  Ij. 

Vermöge  (7)  existirt  eine  ganze  positive  Zahl  jj,  so  d&fs  fb 
n>p  sowohl  6„<£,  als  auch  c,  <  s.  Geht  man  in 
Reihe  (S)  so  weit,  daTs  ^^  und  /,  nicht  kleiner  aU  ji  no) 
—  es  möge  dann  nif  ^  M  sein  —  so  findet  mau  zofo^ 
der  vorstehenden  Ungleichungen,  wenn  nur  »  >■  Jtf  ist, 

's',  ~  K,<s 
d.  i. 

lim  s',  =  K    bei     lim  «  •=  -|-  oo, 

Falls  £<0,  hat  man  ühnlich  vorzugefaen. 

Man  bemerke  noch,  dala  unsere  Schlüsse  lediglich  danil 
beruhen,  diiTs  die  Reihen  {2)  und  (3)  divergiren   uud 
lim  a,  ^  0     bei     lira  m  =  +  otj.     , 

Vermöge  des  vorstellenden  Satzes  haben  wir  die  CO* 
vergenten  Reihen  in  zwei  Claasen  zu  scheideu:")  die  tlH 
sohlt  (oder  unbedingt)  convergenten  (wozu  nutärlich  aOl 
convergenten  Reihen  zu  zählen  sind,  die  nur  Glieder 
einem  Zeichen  in  unbegrenzter  Anzahl  enthalten)  und  Ü 
schlechthin  (oder  bedingt)  convergenten,  wofür  die  Reib! 
(5)  divergirt,  so  daf»  ihr  Grenzwerth  von  der  Anoi^ail 
der  Glieder  abhängt,  Zu  den  letzteren  gehören  Jn  dtfr  TM 
die  Reihen  (a),  (c)  in  Nr.  8. 

Die  absolut  convergenten  Reihen  können    als    Sum; 
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ihrer  Glieder  betrachtet  werden  (was  wir  sogleich  begründen 
werden),  die  übrigen  nur  in  uneigentlichem  Sinne,  mit  Ver- 
zicht auf  einige  wesentliche  Eigenschaften  der  endlichen  Summen. 

10.  Sätze  über  absolut  convergente  Reihen.  Sie 
entsprechen  den  Sätzen  über  die  Reihen  mit  positiven  Glie- 
dern in  Nr.  4 — 7,  aus  welchen  sie  sich  unmittelbar  ableiten 
lassen. 

1)  ,,Wenn  die  unendliche  Reihe 

«0  +  «1  +  «2  +  •  • .  (8) 

absolut  convergirt  und  darin  Glieder  von  entgegengesetzten 
Zeichen  vorkommen,  so  hat  man 

|2:a«|<2;|a,|«. 

Nach  *dem  2.  Satze  in  Nr.  3,  da 

2.  „Convergirt  neben  (8)  auch  die  Reihe  6o  +  ^i  +  •  •  • 
absolut,  so  convergiren  auch  die  Reihen 

(«o±&o)  +  («i±M  +  ... 
absolut." 

3)  „Convergirt  (8)  absolut  und  bedeuten  Cq,  c,,  ...c« ... 

Zahlen,  die  dem  absoluten  Betrage  nach  unter  einer  Zahl  C 

liegen,  so  convergirt  auch  die  Reihe  öo^o"f'^i^i4'-"  absolut." 

—  Denn  nach  dem  3.  Satze  in    Nr.  4  convergirt  die  Reihe 

l^o^ol  +  l^i^il  +  •  •  •  +  \^nCn\  +  •  •  •, 
da 

lc«|<C'. 

CoroUar.  „Wenn  die  Reihe  (8)  convergirt,  bezw.  die 
Partialsummen 

Cn  +  i  =  aQ  +  a^  +  ...  +  an    (n  =  0,  1, . . .) 

zwischen  endlichen  Grenzen  liegen  und  die  Zahlen 

bei  wachsendem  n  dem  endlichen  Greuzwerthe  b  bezw.  Null  in 
einem  Sinne  sich  nähern,  so  convergirt  die  unendliche  Reihe 

Stoli,  Vorletungen.  16 
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Die  Reibe 

QU 

convergirt  nach  Nr.  1  und  zwar  absolut,  indem  ihre  Glieder 
entweder  0  oder  gleichbezeichnet  sind.  Somit  'convergirt 
(absolut)  die  Reihe 


^^  {bn  —b„^i)  Cn  , 


daher  nach  Nr.  3,  4)  die  Reihe 

X 

^&n(gft  —  Cft-f  l) 
0 

d.  i.  wenn  man  c^^  ==  0  setzt,  die  Reihe 

0 

4)  „Hebt  man  aus  einer  absolut  convergenten  Reihe 
eine  unendliche  Folge  von  Gliedern  auf  beliebige  Weise 
heraus^  so  bilden  auch  sie  eine  absolut  convergente  Beihe.'^ 
—  Nach  dem  1.  Satze  in  Nr.  5,  anzuwenden  auf  Reihe  (5). 

5)  „Vertheilt  man  die  Glieder  von  (8)  in  eine  endliche 
Anzahl  von  Reihen,  so  convergiren  die  unendlichen  unter 
ihnen  absolut  und  die  Summe  aller  Summen  ist  gleich  dem 
Grenzwerthe  von  (8)."  —  Beweis  wie  zum  4.  Satze  in  Nr.  5. 

G)  „Es  sei  die  Reihe 

^0  +  «1  +  ^2  +  •  •  •  (8) 

absolut  convcrgent  und  a  ihr  Grenzwerth.  Vertheilt  man 
ihre  Glieder,  ohne  eines  zu  übergehen,  in  unendlich  viele 
Reihen 

„(o,  +  „(0,  +  . . .  +  „.;;•)  +  . . . 
„(1)  +  rtO)  +  . . .  +  «w  +  . . . 
(9) 
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« 

so   convergirt  jede    derselben    absolut   und   die    aus   ibren 
Grenzwerthen  a^^\  a^^K  .  ,a^"*K..  gebildete  Reihe  convergirt 
ebenfalls  absolut  und  zwar  zum  Grenz werthe  a."^^) 
7)  „Convergiren  die  beiden  unendlichen  Reihen 

absolut  und  zwar  bez.  zu  den  Grenzwertheu  a,  b]  so  con- 
vergirt jede  aus  den  Gliedern  a^bn  gebildete  einfach  unend- 
liche Reihe,  wie 

»0^0  +  «0^  +  «1^0  +  ••• 

+  «0^»  +  «i&n  -  1  +  •  •  •  +  ^rbn  _  r  +  •  •  •  +  ^«^ü  +  •  •  • 

absolut  und  zwar  zum  Grenzwerthe  a6."**) 

Die  Sätze  6)  und  7)  können  durch  Zurückführung  auf 
den  1.  und  2.  Satz  in  Nr.  7  gezeigt  werden,  indem  man  die 
Glieder  der  Reihen  (9)  und  (10)  in  die  Gruppen  der  posi- 
tiven und  negativen  zerlegt.  Bezeichnen  wir  die  Summe  der 
positiven  Glieder  der  (m  +  1)*®°  Zeile  in  (9)  mit  U"'\  die 
der  negativen  mit  —  cf^"*\  so  ist 

Es  ist  aber  6^^^  +  U^^  +  •  •  •  gleich  der  Summe  aller  posi- 
tiven Glieder  in  (8)  —  d^^  —  c^^^  —  ...  der  aller  negativen 
Glieder  derselben  Reihe.  Bezeichnet  man  diese  Summen 
wieder  mit  6,  —  c,  so  ist 

a(o)  +  a^i)  +  . . .  =  6  _  c  =  a. 

« 

Aehnlich  lafst  sich  auch  der  7.  Satz  beweisen. 

Die  in  Rede  stehenden  Sätze  können  aber  auch  ver- 
mittelst eines  Satzes  abgeleitet  werden,  welcher  als  Ver- 
allgemeinerung des  Satzes  in  Nr.  6  anzusehen  ist.  Wir 
führen  ihn  an,  da  er  auch  an  sich  von  Wichtigkeit  ist. 

11.    Hilfssatz. 

1)  „Es  seien  gegeben  unendliche  viele  endliche  oder  un- 
endliche Reihen  (9),  enthaltend  beliebige  reelle  Zahlen.  Da- 
bei sollen  sie  die  folgende  Eigenschaft  haben.  Ersetzt  man 
jedes   Glied   a^^^  durch    seinen    absoluten    Betrag  A^^"\ 

d.  h.  bildet  man  das  Schema 

16* 
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^g»  +  Af )  +  ...  +  40,  +  . 


SO  convergiren  sämmtliche  Horizontalreihen  und  zwar  h 
züglich  zu  den  Grenz werthen  -4^**),  A^^\  . . .  -4^'"^,  .  .  .  und  d 

aus   diesen   Zahlen   gebildete   Reihe   A^^^  -f-  A^^^  + coi 

vergirt  ebenfalls." 

,;Unter  dieser  Voraussetzung  convergiren  absolut  sämn 
liehe  Horizontalreihen  des  Schema  (9)  und  die  aus  ihn 
Grenz  werthen  a^®^  a'^\  . . .  a^'")  . . .  gebildete  Reibe.  Di 
Summe  der  letzteren  Reihe  sei  a." 

;^Es  convergirt  absolut  die  unendliche  Reihe 

«S"  +  <>  +  <)  +  ... 

+  «(•>  +  a'-»  +  . . .  af^l,  +  aW  +  .  . .  (1 

und  zwar  zum  Grenz werthe  a." 

2)  „Und  umgekehrt,  convergirt  die  Reihe  (12)  absoli 
und  zwar  zu  einem  Grenzwerthe  Uy  so  convergiren  absoli 
sämmtliche  Horizontalreihen  in  (9)  und  die  aus  ihren  Gren 
werthen  gebildete  Reihe,  letztere  zum  Grenzwerthe  c 

Beweis.     Zu  1).  Die  absolute  Convergenz  von 

aOn)  4.  af")  +  . . .  +  <"'^  +  . . .      Ow  =  0,  1,  2  . .  .)   (l: 

folgt  unmittelbar.     Dabei  ist 

■a('«)|<^lM^ 

so  dafs  die  Reihe 

|a(o),  +  lad), +  ...  +  |a(-)j  +  ._ 

convergirt,  d.  h.  die  Reihe 

a(o)  4.  ad)  +  . .  .  +  «("0  +  . . . 

ist  absolut  convergent.     Nach  Nr.  G  convergirt  die  Reihe 
4"'  +  ^l"  +  ^r  + . . .  +  ^j,'"  +  ^<'-"  +•••  +  -4<,»> +...;  (14 
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somit  convergirt  (12)  absolut.     Nun  sei  wie  in  Nr.  6: 

a(o)  +  a^i)  +  . . .  +  a^«)  =  6'(»)  =  v»  +  r»,  (15) 

worin 

ao 
1 

Setzt  man 

4«)  +  ^(»-»)  +  . . .  +  ^w  =  D» , 

so  convergirt  neben  (14)  die  Reihe  Dq-\-  D^-^- D^'h*--  ^^ 

|r„|<D«+i  +  D,  +  2  +  ...  (16) 

ist,  so  folgt 

lim  r«  =  0, 

n=-|-ao 

d.  h.  nach  (15) 

a  =  lim  Vn . 

Zu  2).  Aus  der  Convergenz  von  (14)  folgt  nach  Nr.  6, 
dafs  in  (11)  sämmtliche  Horizontalreihen  und  die  aus  ihren 
Grenzwerthen  gebildete  Eleihe  convergirt.  Somit  convergirt 
(13)  absolut.  Nach  (16)  schliefst  man  wieder  lim  r,  =  0 
bei  lim  »  =  +  ^^>  so  dafs  aus  (15)  sich  ergiebt 

lim  s^")  =  lim  v»  =  a. 

Aus  dem  soeben  bewiesenen  Satze  ergeben  sich  zunächst 
der  6.  und  7.  Satz  von  Nr.  10  und  zwar  auf  dieselbe  Weise, 
wie  die  ihnen  entsprechenden  Sätze  in  Nr.  7  aus  dem  Satze 
in  Nr.  6. 

Wir  schliessen  ferner  unmittelbar  aus  dem  2.  Theile 
desselben  den  folgenden  Satz  von  Cauchy:^*) 

3)  Vorausgesetzt,  dafs  alle  Horizontalreihen  des 
Schema  (9)  convergiren  und  dafs  ihre  Summen  a^^\ 
a^^K  , ,  a^^^  . . .  auch  eine  convergente  Reihe  bilden, 
und  dafs  diese  beiden  Eigenschaften  bestehen  blei- 
ben, wenn  man  jedes  Glied  in  (9)  durch  seinen  ab- 
soluten Betrag  ersetzt;  so  kann  man  schliefsen 

1)  dafs  alle  Verticalreihen  in  (9)  absolut  con- 
vergiren, 

2)  dafs  ihre  Summen 


Uoeadliobe  Ueiben. 


fl,  =  «m  -(-  „Ui  -f  . .  . 

eine  absolut  convcrgetite  lleiho  bÜdeu 

3)  dala  die  Summe  der  Reihe  Od  -f-  a,  -f-  . . .  gleiol 
ist  der  von  ot"' +«'■'  +  .. . 

Wenn  das  Schema  (9)  der  soeben  erwähnten  UedingUB| 
genügt,   90   hat   es   dieselbe  Eigenschaft,    wie    ein   endticbt 
Schema  von  (wt  -f  1)  Zeilen  zu  je  (b  +  1)   Gliedern:  Es 
die   Summe    der    Summen    der    Horizontalreiheu    gleich 
Summe  der  Summen  der  Verticalreihen.    Es  kann  somit 
solches  Schema  nicht  von  obiger  Beschaffenheit  sein,  wi 
die  genannten  Summen  von  einander  abweichen.  Dil 
tritt  ein  bei  folgendem  Beispiel.")     Es  sei 

Die  m'"  Horizontulreihe  hat  die  Summe  0  (vgl.  Nr.  1); 
mit  ist  die  Summe  aller  Horizontalreihen  ^  0.  [)ic 
Verticalreihe  liefert  die  Summe 


i2{^y 


.T^C- 


so  dafa  die  Summe  aller  Verticalreihen  nach   Nr.   1   ist 

0     -  lim   -^-  <=—  \. 
-,=  +  «  «  +  » 

Mau  wird  bemerkeu,  dafs  von  einem  bestimmten  aa  i 
Ulieder  einer  jeden  Horizontal  reihe  positiv,  einer  jedes  1 
ticalreihe  negativ  siud;  so  dafa  sowohl  die  eine,  als  a 
die  andere  absolut  convergirt. 

Tndefs  ist  die  im  dritten  Satze  ausgesprochene  Bedi 
guug  nicht  uotbwendtg  dazu,  ilais  die  in  Hede  stebendi 
Greuzwerthe 


SS":'    22"-.- 


einander   gleich   seien.     Das   trifft,  wie   Cauchy    seJbst 
merkt  hat,'^)  auch  dann  zu,  wenn  die  Doppelreihe 
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og»  +  af )  +  ...  +  af  +  .. . 
+  a^^'  +  a(/)  +  ...  +  «(!)  +  ...  (18) 


+  a^^^  +  a[^^  +  . . .  +  «i,"'^  +  . . . 


convergirt,  d.  h.  wenn  die  Summe 

a(0)  +  a(o)  +  . . .  +  af 
+  a^^^  +  ö^)  +  . . .  +  <*^ 


n 


bei  den  simultanen  und  von  einander  unabhängigen  Grenz- 
übergängen lim  m  =  -^  oOy  lim  n  =  +  c»  einen  endlichen 
Grenzwerth  a  besitzt.  Nach  IX.  20  hat  man  darunter  zu 
verstehen;  dafs  zu  jeder  Zahl  e>  0  Zahlen  ft  >  0,  i;  >  0  ge- 
hören, so  dafs  für  alle  ganzzahligen  Werthsysteme 

w  >  ft         M  >  V         \s^^"^  —  a|  <  e.  • 

Es  stimmt  dann  jeder  der  Werthe  (17)  mit  a  tiberein,  wie 
sich  leicht  nachweisen  läfst.  Man  kann  ferner,  wie  auch 
unschwer  sich  ergiebt,  die  im  dritten  Satze  geforderte  Eigen- 
schaft des  Schema  (9)  als  absolute  Convergenz  der 
Doppelreihe  (18)  bezeichnen. 

Doppelreihen,  die  nicht  absolut  convergiren,  kann  man 
u.  A.  auf  folgende  Art  erhalten.  Es  sei  von  den  conver- 
genten  Reihen 

ö  =  «0  +  «1  +  «2  +  •  •  •;  ^^K  +  h  +  h  +  '"  (19) 
wenigstens  eine  nicht  absolut  convergent.    Setzt  man  in  (18) 

so  ist 

somit  • 

lim         s^'"^  =  ab. 

Dafs   die  so  gebildete  Doppelreihe  (18)  nicht  absolut  con- 
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vergirt,  erhellt  uumittolbar,  sowie  auch,  dafs  trotsdem  jeder 
der  Grenzwerthe  (17)  den  Werth  ab  hat. 

Anmerkung.    Weifs  man,  dafs  neben  der  Doppelreihe  (18) iick 
die  unendliche  Keihe  (fo  +  ^i  +  <^  +  •  •  -i  worin 

<in  -  «i"^  +  4— ')  +  ...  +  ai»>.i  +  aW> , 

convergirt,  so  kann  man  scbliersen,  dafa  der  Grenswerth  deiaelm 
gleich  ist  dem  der  Doppelreihe  (18).  '^  Daraua  folgt  der  Sati,  d«r  ii 
Nr.  23  auf  andere  Art  gezeigt  werden  aoli:  „Sind  die  unendÜcbei 
Reihen  (19)  convergent  und  convergirt  auch  die  Reihe  d^  -f-  <ii  +  d^  +-i 
worin 

^«  -  «0  ^  +  «1  &,_  1  +  .  .  ■  +  o,- 1  6,  +  «,  6o .  W) 

so  iat  der  Grenzwerth  der  letzteren  gleich  a&  d.  i,  dem  Prodacte  der 
Grenzwerthe  der  Reihen  (19).*') 

Die  Reihe  (20)  convergirt  atets,  wenn  mindeatens  eine  der 
Reihen  (19)  absolut  convergirt.'^)  Wenn  keine  TOn  beiden  ab- 
solut convergirt,  so  kann  die  Reihe  (20)  auch  diTergiren.  Man  lete 
z.  B. 

««=-^---J---      (n-1.2...); 
dann  ist 


(-1)", 


'  +::—^^  +  ...+ 


m  /-  -  -      .  ■    '    711 


y{n  —  1)  .  ij 


yi  .  (n  -  1)       |/2  .  (n  -  2)  |/( 

AUä 

r(»  -  ,)  =  ♦;'  -  (;   -  r)* 
folgt,  dafs 

r  (n  -  r)  S  --  • 
Mithin  ist 

also,  wenn  yii  >>  2, 

lim  (-  1)**  d„  =  +  oc         bei        n  «  +^. 
Wenn  m  a»  2 ,  so  ist 

(—  l)"«*.  >  2  —  €         für  alle        n  >  2  :  «. 
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In  keinem  Falle  kann  somit  die  Reihe  (21)  conyergiren.  (Nach  der 
Iniegralrechnong  ist  für  m  »  2  lim  ( —  1)'*  d^  »» ^r.) 

12r    lieber  die  Grenzwerthe  einiger  unendlichen 
Prodncte. 

Satz.     1)  ,,Es  sei  0  <  a»  <  1  und 

n 

i>«  =  (1  —  ao)  (1  —  a,)  ...  (1  —  an)  =  JJil  -  Or). 

0 

Beim  Ghrenzübergange  lim  n  =  -f-  oo  hat  pn  stets  einen  end- 
lichen Grenzwerth  und  zwar  ist  er  positiv^  wenn  die  unend- 
liche Reihe 

«0  +  «i  +  •  •  •  +  ö»  +  •  •  •  (a) 

convergirt;  dagegen  Null,  wenn  sie  divergirt." 
2)  „Es  sei  «n  >  0  und 

n 

«.  -  (1  +  «o)  (1  +  a.)  . . .  (1  +  a.)  =  J^  (1  +  ar). 

0 

Beim  Grenzübergange  lim  n  ="  -f-  oo  hat  qn  stets  einen  Grenz- 
werth und  zwar  ist  er  eine  positive  Zahl  >  1,  wenn  die  un- 
endliche Reihe  (a)  convergirt;  dagegen  +  cx),  wenn  sie  di- 
vergirt." 

Der  Beweis  dieses  Satzes  beruht  auf  folgendem 

Hilfssatz.  „Sind  die  Zahlen  a^  gleichbezeichnet  und 
1  +  ^»  >  ö>  so  ist 
(1  +  a„)  (1  +  <t,)  . . .  (1  +  «„.)  >  1  +  (a^  +  a,  +...«„)«.  (b) 

Man  findet  unmittelbar,  dafs,  wenn  nur  a,  und  a^  gleich- 
bezeichnet sind, 

(1  +  «o)  (1  +  «,)  >  1  +  «0  +  «n 
ferners,  da  1  -|-  a^  >  0, 

(1  +  «o)  (1  +  «i)  (1  +  «2)  >(1  +  «0  +  «1)  (1  +  «2) 

>  1  +  «0  +  «1  +  «2-' 

U.  s.  f.  für  jede  beliebige  Anzahl  von  positiven  Factoren. 
—  Für 

«0  =  «1  ■=  •  •  •  *=  «m  "=•  d 

folgt  aus  diesem  Satze  der  erste  Theil  des  4.  Satzes  in  YIII.  2. 
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Betrachten  wir  mm  die  Zahlen  p^,  Po  •  •  «p«,    so  hil 
dieselben^  da 

0<pn-\.i<Pm,    bei     limn=5s+<x> 

einen  endlichen   Grenzwerth  ^?  >  0  (IX.  6).     ConTergirt 
Reihe    (a),    80    gehört   zu   jeder   Zahl  £>0  eine   Datflrli« 
Zahl  m,  so  dals 

was  für   einen   der  Werthe  1^2...   auch  r   erhalten  mi 
Nun  ist  nach  (b) 

p,n  -f  r  >  Pili  (l   —  «m  -f  l   —  «m  +  2  —  •  •  •  —  «»,  -f  r)  >  Pm  (1  — 

somit 

also  p  sicher  positiv.  —  Divergirt  die  unendliche  Reihe  ( 
so  gehört  zu  jeder  Zahl  6r  >  0  eine  Zahl  /i  >  0,  so  dafs 

«0  +  «1  +  «2  +  •  •  •  +  «n  >  G,     wenn  nur  n  >  f*.     i 

Nun  ist 

1 

+    - 
somit 

^J_  1 1 

wenn  nur  /*  >  /i.     1).  h.  es  ist  2)  =  0. 

Da  (/„4.1  >  ^„  >  1 ,   so  haben  die  q^  bei  lim  n  =  + 
einen    positiven    Grenzwerth   (/  >  1.     Wenn    die    unendlic 
Reihe  (a)  convergirt,  so  bemerke  man  nach  (c),  dafs  fiir»> 


l-o.<jq:-. 


somit 


1  +  ör«  <  i~^  , 


In  diesem  Falle  ist  demnach  q  endlich.  —   Wenn  (a)  difi 
girt,  80  folgt  aus  (b)  und  (d),  dafs 

g,  >  1  +  «0  +  «1  +  . . .  +  «.  >  1  +  G  in^yi) 

ist,  somit  dafs  lim  g,  =  -{-  00  ist. 


! 


iterien  der    Convergenz    und    Divergenz    von   Beiheu 

mit  positiven  Oüedern. 

13.    P.  du  Bois-Reyinond  hat  ein  sehr  elegantes  Ver- 

reu    gelehrt,    nach   welchem   die  in  der   Anwendung    be- 

lemsten  Criterien  der  Coiivergenz  und  Divergenz  von  Reihea 

positiven   Gliedern   ans   einer   gemeinsamen   Quelle 

;eleitet  werden   können.'")     Indem   wir  zur   Auseiuander- 

ung    derselben    übergehen,    bemerken    wir,    da£j    in    den 

13—20  Um  /'(w)  stets  den  Orenzwerth  der  Function  /"(n) 

für  lim  n  =  +  oo  bedeutet,  wobei  »  alle  natürlichen  Zahlen 

durchläuft. 

Nach  Nr.  1  convevgirt  die  unendliche  Reihe 


2-i*w-<'("  +  iji 


stets,  wenn  Hm  ^(n)  esistirt  und  endlich  ist;  sie  divergirt 
nach  Nr.  2,  wenn  dieser  Grenzwerth  unendlich  ist.  Lassen 
wir  il>(n)  eine  monotone  (einsinnige)  Function  von  n  sein 
d.  h.  eine  solche  Function,  die  bei  wachsendem  n  entweder 
beständig  zunimmt  oder  beständig  abnimmt,  so  sind  die 
Glieder  der  soeben  erwähnten  Reihe  eämmtlich  gleichhe- 
zeichnet.  Dann  können  wir  nach  Nr.  4  behaupten,  dafs  die 
Keihe 


^y.(<cW-(C(»+i.». 


worin  die  Zahlen  y„  ebenfalls  gleichbezeichnet  sein 
sollen,  cunvergirt,  wenn  lim  i{y(n)  endlich  und  die 
\y„\  saramtlieh  unter  einer  Zahl  6'>  0  liegen;  dafs  sie 
divergirt,  wenn  lim  ^(»0  unendlich  und  die  |y.|  über 
einer  positiven  Zahl  C  liegen. 

Aus  diesem  Satze  werden  wir  zwei  Classen  von  Criterien 
erhalten,  deren  eine  auf  das   allgemeine  Glied  der  Reihe, 

*   die  andere   auf  den   Quotienten  je   zweier    aufeinander 
folgenden  Glieder  derselben   gegründet  ist.     Die  einfach- 

^  sten   Regeln  der  einen,   wie   der   anderen   Clasae   haben    wir 
schon   in   Nr.  4   kennen  gelernt.   —   Im  Folgenden    bedeute 


)  0(,  +  fli  +  . . .  oder  kurs  Za^  eine  beliebig«  Rrihe 
positiven  Gliedero,  und  «■  +  *,  worin  k  irgend  One  I 
ganze  Zahl'mit  Einäi-lilLifä  von  0  sein  soll,  ilir  allgeme 
Glied. 

14.     Criterien  erster  Art.     Man  setze 
».  +  .-/.(*(«) -*(»  +  !)). 
Wenn  uiau  ipin)  ir^rend  eine  monotone   Fauctiou   von  n 
eudliclieui  lim  ^(>i)  sein  läfst,  so  muTa  die  Reihe  £a, 
vergiren,  falls 


DdiI 


dem    absoluten  Betrage   nach    unter  einer   endlichen  Zal 

liegt,  inabesondere  falls  Um  y,  nicht  unendlich. 
i>(ti)  irgend  eine  monotone  Function  von  ti  mit  unei 
ehern  lim  V(«)i  bo  mufs  i'a,  divergiren,  jalls  ij-,} 
einer  positiven  Zahl  C  liegt,  insbesondere  falls  lim  y,  a 
Null  ist 

Das  sind  die  Criterien   erster  Art,      Haudelt  es 
um  die  Bildung  bestimmter   Regeln,   so   wird    man   fUr  4 
jede  Function  von  den  oben  angegebenen  Eigenschaften 
können;  daun  aber  alle   diejenigen  Functionen    ausacblieG 
wofür  der  Grenzwerth  des  neuen  y,  zugleich  mit  dem  bec 
aufgestellten   lim  y„    entweder    stets    nicht     unendlich 
stets  nicht  Null  ist.     Wir   können   demnach   iii(ti)   zunäi 
so  beschränken,  daiW  es  suhliel'alieh  nur  positive  Werthe 
nimmt,  und  dafa  lim  0{h)   entweder  Null  oder  -\- oo 
Denn    wäre    lim  ilrin)  ^  c  >  0,    so    kann     daa     Converga 
criteriuni  zurückgeführt  werden  auf  daa   zu   einer   der  Fb 
tionen  ^(h)  —  c,    c  —  ii){n)  gehörige.    Nunmehr  können 
diese  Criterien  so  aussprechen: 

„Nimmt    die    Function    i('()i)    bei    wachaendea 
beständig  ab  und  ist  lim  ii){n)  =  Ü,  so  Cünvergirt  2 


lim  - 


^^0, 


jedoch  nicht  -j-  oo." 

„Nimmt  die  Function  (&(»)  bei  wachsendem  »j 


„  +  i)  _  v(n) 
positiv,  ä,  h.  nicht  Null  ist." 

15,     Geordnete  Folgen  von  Criterien  erster  Art. 
a)  Für  Convergenz.     Es  seien  ^(n),  i(''(w)  zwei  Func- 
tionen, die  mit  wachsendem  n  beständig  abnehmen  und   bei 
lim  n  =  +  '''^  2um  GrenKwerthe  0  convergiren.    Wir  bilden 
neben  fl) 

V(n}-if.(B  +  1) 

*'{n)  -  V'(n  +  1)        Kp-(n)  -  v\n  +  l)''" 


y.  =i 


a  n  ■=  -|-  oo 


'   woraus  wir  Bchliersen,    dafs,   falls   lim  }'■  nicht  -j-t'c,  auch 

fl]im  ¥,'    nicht   +  oo   ist,   wenn    lira    -i-r-r 1-; — ;— ^    nicht 

I  '  '  V  (••)  ~  V  (n  +  1) 

I  -|-  OO  ist.  Nach  IX.  11  mufa  unter  der  zuletzt  erwähnten 
Voraussetzung  auch  lim  [■>l>{n)  :  il''{n)]  endlich  sein.  Auf  diese 
Bemerkung  gestützt,  gelangen  wir  zu  den  folgenden  Ergeb- 
nissen, wenn  wir  die  in  (1)  einzusetzenden  Functionen  noch 
der  weitereu  Beschränkung  unterwerfen,  dafs 

einen  Grenzwerth  haben  soll. 

1)  Wir  können  neben  ii(n)  ausschltefsen  diejenigen  Func- 
tionen iii'{n),  wofür  lim  [if'(H)  :i(i'(m)]  weder  0  noch  +  oo  ist. 

2)  Wenn  wir  eine  unbegrenzte  Folge  von  Criterien  bilden 
wollen  dadurch,  dafn  wir  in  (1)  nacheinander  für  ^(ii)  setzen 

...^_,Cm),     %{n),    i/.,(n),     ...^,Cn)...,  (2) 

und  sie  die  Eigenschaft  haben  soll,  dafs  wenn  eines  der 
darin  vorkommenden  Criterien  Convergenz  von  I^a,  anzeigt, 
auch  alle  darauf  folgenden  dasselbe  leisten  solleu,  wenn  aber 
eines  versagt,  vielleicht  ein  späteres  Glied  der  Folge  ent- 
scheidet; so  wird  es  genügen,  die  Functionen  (2)  so  zu  wählen, 
dafs 

lim  |»,(»)  :*.(»)!      (>■<») 
Null  ist.     Nur  90  nämlich  ist  es  vielleicht  möglich,  dafs  für 
eine  vorgelegte  convergente  Reihe  Z'Oa  neben 
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lim  y^n  eudlich  ausfallt,  so  dafs  während  das  erstere  Crite- 
rium  zur  Entscheidung  nicht  führt,  sie  durch  ein  ihm  fol- 
gendes gebracht  wird. 

Den   nacheinander  gestellten  Forderungen   genOgen  die 
Functionen 

...e-''»,  n-'%   (logn)'^',    (log,n)-''«...(log^n)-^r...,  (IJ 

worin 

logi  (n)  =  log  (log  w), . . . 

logr(n)  den  rmal  hintereinander  genommenen  Logarithmu 
bedeutet  und  die  Exponenten  /t  s'ammtlich  positiTe  Zahld 
sind.  Alle  Functionen  (3)  sind,  wenn  n  gehörig  grofs  gedaeb 
wird,  positiv,  monoton  und  haben  bei  lim  tt  «=  -f-  ^  ^ 
Grenzwerth  0.*®)  Ferner  existiren,  wie  sich  sogleich  ergebet 
wird,  die  Grenzwerthe 

l^ni  ^^(,)^^^(,+  ,)        0-  <  S)  (I 

und  sind  gleich  Null,  da 

lim  [^/-(«) :  V'-OOJ  =*  ®- 

Die  letzte  Formel  folgt  leicht  aus  der  Gleichung  (i)  in  IX.  11 
welche  wir  auch  so  schreiben  können 

lim  ^-  =  0, 

wobei  li  die  Hasirt  des  Logarithmensysiemes,  X  fi.  positive  Zahlen  be 
deuten.     Durch  die  Substitutiou  x  --^  log  t/  iindet  man  hieraus 

1-     (log  vT 

hm  ^    **:''-==  0 

und  weiter  durch  y  =  U>g,  .s"    (r  ^  1) 

,.      (log,  +  ,^)"       ^ 
hm    -     '  ^  -'      -  ^  0. 

.-  =  +  *     (log^.r)'^ 
Endlich  bemerke  man,  dafs  (r  <  ») 

(log,  w)"       (log,  «y      log,_,«         ^^^MiS»»     log^_j_j« 
{\og~nf^^öi~^\  n     log]_^n    '    log^^^  n  '   ( lo^^ «7 


AI 


t 
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Aus  der  soeben  aufgestellten  Definition  einer  geordneten 
Folge  von  Convergenzcriterien  ergiebt  sich  unmittelbar^  dafs 
man  sie  bei  einem  beliebigen  Gliede  beginnen  kann.  Es 
giebt  jedoch  convergente  Reihen  £an,  für  welche  sämmtliche 
mittelst  der  Functionen  (3)  gebildeten  Criterien  den  Grenz- 
werth  +  oo  liefern.*^) 

b)  Für  Divergenz.  Die  bezüglichen  Erwägungen  ver- 
laufen völlig  parallel.  Wir  setzen  in  (1)  eine  Folge  (2)  von 
Functionen,  deren  jede  mit  wachsendem  n  beständig  wächst 
und  den  Grenzwerth  +  oo  hat,  und  wählen  dieselben  so, 
dafs  die  Grenzwerthe  (4)  existiren  und  +  ^^  sind,  so  dafs 
auch 

;  lim  [itfr(n)  :  V*(w)]  =  +  oo         {r<s). 

> 

i  Eine  solche  Reihe  bilden  die  Functionen 

.      ...e^%    n^o,     (logn)''s     (log^  ny'« . . .  (log.  n/s  . . .      (5) 

wovon  die  fi  wieder  sämmtlich  positiv  sein  sollen. 

• 

16.  Bei  wirklicher  Bildung  der  Ausdrücke  (1)  mit  den 
Functionen  (4)  und  (5)  zeigt  sich,  dafs  sich  aus  denselben 
noch  Factoren  absondern  lassen,  deren  Grenzwerth  weder 
0  noch  4"  ^^  ist,  die  somit  stets  weggelassen  werden  können ; 
denn  hat  die  vereinfachte  Function  einen  Grenzwerth,  der 
nicht  +  oo  (0),  so  auch  die  ursprüngliche,  und  umgekehrt. 
Wir  können  die  Rechnung  für  beide  Functionsreihen  zusam- 
menfassen. Es  sei  also  a  eine  beliebige  von  0  verschiedene 
Zahl.     Dann  ist 

wo  e"^  —  1  nicht  0  ist.  In  den  folgenden  Entwickelungen 
mögen  m(w),  v(n)y  w{n)  und  gleichlautende  Buchstaben  Func- 
tionen bedeuten,  die  bei  lim  n  =  -|-  oo  den  Grenzwerth  1 
haben.     Nun  ist  nach  IX.  10  (c) 

(1  +  xy  —  l  =  ax  u{x)  (6) 

wo 

lim  u{x)  ==  1; 

also 
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(n  +  l)«-.n«  =  n«((l+i)"-l) 

=  an^'-^ui-j  =  aw"-'*fr(n), 

Feruer  hat  man  nach  IX.  12  (r) 

log  (1  +■  x)  =  Mx  vQc),  (i\ 

wo  , 

lim  v(x)  B=»  1 

x  =  0 

und  Jlf  den  Modulus   des   Logarithmensyatemea    bezeiebuci 
Somit  ergiebt  sich 

log  («  +  1)  =^  1  +  _J_  log  (l  +  1)  =  1  4_  _^.  ^(i) 
log  ti  '    log  w      o  \      '    n/  •    n  log »    Vh/ 

=  1  -L  -^^1  W 
•^  nlogn 

und 

{ log  («  +  1) } «  -  log  n«  =  (log  «)-  [C'^i^g  +  'y  -  l] 
=»  (log  n)"  .  --j^üJ  „  ^.  _.lij  _  _  (log  n,«-i «,,  („).     II! 
Ueberhaupt  ist 

ir(w)  =  n  log  n  log5j(n)  . . .  log,.(n). 

Denn  sieht  man  diese  Formel  als  richtig  an^  wie  sie  i 
der  That  für  r  ==»  1  gilt,  wobei  man  nur  Lq^h)  «»n  zu  settt 
hat;  so  folgt 

log.4.1  (n  +  1)  —  lügr+i  n  =  log  j  ""-'j-^-  } 

und  weiter  nach  (8) 

log.+  .  (n  +  1)  -  log,.+  ,  «  = j^^  -  V  [~£-J^\ 
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somit 

log^  +  iw  "f"      X^4.i(n) 

Es  gilt  also  die  Formel  (10)  auch  für  r  =  2,  somit  für 
r  =  3  u.  s.  f. 

Endlich  hat  man  nach  (6)  und  (10) 

{log.(«  +  1)}«  -  {log.n}«  =  (log.«)-([l^^^±^]"-l) 


somit 
\ogr(n  +  ly  -  log.n«  =  -x^-j^  Oogrny-Uvrin)       (11) 

(r  -=  1,  2  . . .). 

Hieraus  folgt  zunächst  die  Existenz  der  Grenzwerthe  (4), 
wie  man  unmittelbar  erkennen  wird. 

Nunmehr  erhalten  wir  folgende  Ausdrücke  für  die  beiden 
Reihen  der  Functionen  y^J^\  worin  jetzt  ft  >  0  zu  denken  ist: 


y(0 ''+Jl^-:^V^.^^11_^ (.;._1  2...) 


vir)      ^ 


«n  +  *  -^^r  -  1  (^)  (^<>fif  r  **^ 


l-A* 


fi3ft<7  (n) 


r 

Und  wir  werden  bemerken: 

Die  Reihe  £an  convergirt,  wenn  eine  positive 
Zahl  [i  gefunden  werden  kann,  so  dafs  bei  limn  =  +  ^» 
einer  der  Ausdrücke 

. . .  a„+iir-i(w)  (Iog.n)^  +  ^  . . .  (12) 

einen  endlichen  Grenzwerth  (positiv  oder  0)  hat. 

Stols,  Yorletangen.  17 
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Die  Reihe  27aff  divergirt,  wenn  eine  positive  Zi 
^  gefunden   werden   kann,   so  dafs  bei   lim  n  «= -f 

einer  der  Ausdrücke 

. . .  a„4.iZ,r-i(w)  {logrny-f*  .  • .  ( 

einen  positiven  Grenzwerth  hat.") 

Die  Divergenzcriterien  (13)  lauten,  wenn  fA  «=>  1  ge« 
wird :    Der  Grenzwerth  bei  lim  n  =  -}-  oo  der  Fiinctionei 

ist  positiv  und  nicht  Null.  —  Es  ist  leicht  einzusehen,  i 
diese  Folge  gerade  soviel    leistet,  wie  die   scheinbar   all 
meinere  (13). 
Beispiele. 

1)  Die  unendliche  Reihe  ^"x  convergirt,  wennil> 
sie  divergirt  wenn  A<  1.  —  Folgt  unmittelbar  ans  Onfi^^ 

2)  Die  unendliche  Reihe  ^  jm  ^^  divergent,  wie  i 
(14)  unmittelbar  folgt. 

3)  Die  unendliche  Reihe    /^ ~    converff 

wenn  A>1;  sie  divergirt,  wenn  A  <  1.  —    Denn    man  1 
hier 

UnLr-l  (n)  (logr  uf  =   1. 

17.     Convergenzcriteriura  zweiter  Art 
Setzt  man  in  (1) 

y„  =  1  :  kn,         ^(w)  =  rt„+t9>(n); 
so  folgt 

A,  =  9  (n)  -  -?^+i  g.  («  H-  1).  (1 

Nach  Nr.  15  haben  wir  nun  die  Regel: 

„Die  Reihe  Za^t  convergirt  sicher,  wenn  eine  posit: 
Zahl  (p(n)  gefunden  werden  kann,  so  dafa  a„  ^  jtg)(n)  ei 
monotone  Function  von  n  mit  endlichem  Grenzwertbe  1 
lim  n  «a  +  oo  und  aufserdem  A„  für  alle  Werthe  von  n  t 
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einem  bestimmten  an  Qber  einer  positiven  Zahl  liegt  (ins- 
1>68ondere  lim  A^  >  0)." 

Das  ist  im  Wesentlichen  Kummer's  Convergenzcrite- 
rium.^)  P.  du  Bois-Reymond  hat  aber  bemerkt,  dafs  aus 
der  zweiten  Bedingung  unmittelbar  die  erste  folge,  so  dafs 
wir  den  folgenden  Satz  erhalten: 

„Ist  9>(«)  positiv  und  bei  jedem  Werthe  von 
n  ^  m  Xn  grofser  als  eine  Zahl  a  >  0  (insbesondere 
limA»>0),  so  convergirt  -27a*." 

Beweis.     Nach  Voraussetzung  ist 

i  n>m     9)(n)-^^^±^"ti9?(n+ l)>a>0, 

daher 

Gn^kVin)  —  an+k+i(p(n  +  1)  >  ««»+*,  (16) 

;    woraus  erhellt  dafs 

I. 

a^-^kq>(n)>  an^k+i^p^n  -}-  1), 

somit 

an^k(p{n) 

mit  wachsendem  n  beständig  abnimmt,  also  bei  limn«»  -|-  cx> 
einen  endlichen  Greuzwerth  c  ^  0  hat  Daher  convergirt 
(Nr.  1)  die  Reihe  mit  den  positiven  Gliedern 


oo 


f  [an  +  kq>(n)  —  an  +  k-\-i  fp{n  +  1)] 


find  nach  Nr.  4  zufolge  (16)  auch  die  Reihen   ^«  g*  +  k  und 


m 

San. 


18.  Würde  man  auf  das  Divergenzcriterium  in  Nr.  15 
dieselbe  Transformation  anwenden,  wie  auf  das  Gonvergenz- 
criterium,  so  würde  sich  kein  so  einfaches  Resultat  ergeben. 
P.  du  Bois-Reymond  hat  jedoch  den  folgenden  Satz  ge- 
funden. 

Divergenzcriterium  zweiter   Art.     „Ist  q>{n)  eine 

positive  Zahl  und  so  gewählt,  dafs  die  Reihe   ^,  — ^ -^ 
divergirt,   ist   ferner  für  jeden  Wcrth  von  n>w  A« 

17* 
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negativ  (insbesondere  lim  A»  <  0);  so  divergirt  di 
Reihe  Sün." 

Der  Beweis  dos  Satzes  ist  sehr  einfach.     Aus 

n  >  m         (p(n)  —  **"  +itl  ^(^  -f.  l)<  0 

crgiebt  sicli 

1         ,    ^     ^      yW      ^"»i  +  *+i 

9  (n  +  1)  •  ip(n)        9(n  +1)  a,  ^  ^  "  ' 

woraus  nach  dem  2.  Satze  in  Nr.  4  unser  Satz  unmittelba 
folgt. 

Nimmt  man  in  beiden  Griterien  zweiter  Art  fQr  f(f 
dieselbe  Function,  so  erhält  man  ein  disjunctives  Grit« 
rium:  „Ist  lim  A«  >  0,  so  convergirt  £a^'^  ist  lim  iL«  <0,  s 
divergirt  diese  lleihe;  ist  lim  A»  =»  0;  so  bleibt  die  Fraj! 
unentschieden." 

Setzt  man  in  (If))  für  (p{n)  nacheinander  die  Functione 

so  erhält  man  eine  geordnete  Folge  von  disjunctiTe 
Criterien  zweiter  Art,  wenn  diese  Functionen  so  gewiU 
sind;  dafs  entsprechend 

lim  AW  ^  0         AW  =  q>r{n)  -  ^!^±i±i  ,,,  («  +  1) 

auch  lim  k^*^  ^  0  falls  5  >  /*:  wenn  aber  lim  A^'*)  =  0.  Tic 
leicht  irgend  ein  lim  A[^'^  von  Null  verschieden  ausfallt  Dift 
Forderungen  können  erfüllt  sein,  wenn   man   die  Function« 

(17)  aufser  den  Beschrilnkungen,  dafs  (pr{n)  >  O  und  J^.i":; 
divergirt,  noch  den  weiteren  unterwirft,  dafs 

lim       ,  :=  +00 
und 

,i^  ,,,.„  =  0,     /';•')  =  <pr{n)  -  -J,:?pT)  9>r(n  +  1). 

Setzt  man  namlicb  in  (15)  zunüchbt  eine  Function  tp*(n)    ebenb^ 
positiv  und  so  gfiwilhlt,  ilnfn  ^,  ;;'-/^  divergirt,  eo  findet  man  leic<^ 
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Daraus  folgt:  Wenn 

lim  L  =.  0 

and 

lim  {g)'(n):  «p(n)}  >  0, 

80  haben  lim  X'  und  lim  1.  dasselbe   Zeichen,  der  letztere   von  Null 
Terschieden  vorausgesetzt.    Ist  aber 

lim  A„  =»  0 

und  es  soll 

lim  l^  ^  0 

sein,  so  mufs 

lim  { (p{n)  :  (p{n) }  =  +  Qio 

sein,  womit  aber  nicht  gosagt  sein  soll,  dai's  jetzt  wirklich  lim  X^'  nicht 
Kuli  sein  wird.  —  Es  ist  nicht  unwesentlich  hinzuzufügen:  „Wenn  die 

Beihen     ^.     ,— r   und     ^.—r---  divergiren,  — 7-^^   mit    n    beständig 

w&chst  und  wenn  l^  bei  lim  n  =»  4~  ^   überhaupt  einen  Grenzwerth 
bat,  80  muls  er  Null  sein/*    Denn  ans 

qp(n  +  1)  \  (p(n)   ^  q?(n  +  1) 


7         ^'/^\l  yW        qp^(n+l)l 


<  In. 


9(«)  ^9(n+  1) 
folgt  lim  ^„  !>  0  oder  gleich  0.     Die  erstere  Annahme  ist  hier  unmög- 
lich, da  nach  Nr.  17  die  Reihe  ^^  —  7-7  convergiren  möfste. 

Den  nacheinander  eingeführten  Bedingungen  entsprechen 
die  Functionen 

9,(n)  =  L.-x(n).  (18) 

Namentlich  finden  wir  fQr 

log^(n+l)...log,_,(n+l)^ 
Nach  (10)  ergiebt  sich,  dafs 
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log^(n+J)    loKr+i_(« +_0  ^  j         M"-  y<.*>  (n) 

lim  K<.')(«)  =  1; 

■ 

uud  daraus  allgemein 

lop^ (n  +  1)    log^_j_  1  (n  +  1)  log,_  1  (n  +  1) 


—  -  •  —  ^— ^— ^ — — — —  •  •  •  •  • 


=  1  +  —TM^-^      ""^  F(-'-)(n)  =  1. 
Demnach  hat  man 


;('-. ')  = 


•  — - 


\og^  n  log^  (n  +  1)     log^^i  (n  +  1) 


log,H.i(n+l)' 

SO  dafs  in  der  That  dafür  bei  lim  n  «»  -{-  oo  ein  Grenzwer 
existirt.     Dafs  er  Null  ist,  weifs  man  schon  Yon  Yornehera 

Setzen  wir  nun  in  (15)  für  g>(n)  die  Fanciionen  (1 
ein,  so  erhalten  wir  die  logarithmischen  Griterien  zwe 
ter  Art.**) 

Zun  convergirt  oder  divergirt,  je  nachdem  b 
lim  n  ==  +  ^^ 

positiv  oder  negativ;  je  nachdem 

positiv  oder  negativ;  allgemein^  je  nachdem 

lim(i.(«)-    :^|--'-/.,(„+l)|.    •(rc»l,2...),(2 

positiv  oder  negativ. 

19.  Das  erste  der  vorstehenden  Criterien  ist  uns  8cb( 
aus  Nr.  4  bekannt.     2Jan  convergirt  oder  divergirt.  je  nicl 

dem  lim  -  ^--±i  <;  i    oder  >  1.      Die    folgenden    Griteiie 

"/•  +  * 
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werden  meistens  ausreichen^  wenn  der  soeben  erwähnte 
6renzwerth«=»l  ist.  In  diesem  Falle  lassen  sie  noch  eine 
Vereinfachung  zu.     Da 

«»  +  *       ^        *        ^  \  «n-l-A:    /  «»  +  *   ■' 

80  ist  der  Grenzwerth  (20)  positiv  oder  negativ,  je  nachdem 
der  des  ersten  Theiles  rechts  >  oder  <  1  ist.  So  erhalten 
wir  das  Raabe'sche  Criterium:**)    Wenn 

•  lim  {on^k+i :  öf»+*)  =  1, 
80  convergirt  oder  divergirt  -ZJa«,  je  nachdem 

lim  n(l  —  ^^^^--)  >  1  oder  <  1.  (22) 

Dabei   ist   lim  a«  =  0   oder  +  oo,   je   nachdem   dieser 
Grenzwerth  positiv  oder  negativ. 
Setzt  man  nämlich 

n(l-^l±*  +  ^)  =  9,(n),     !!L±£±^==:i^?W 
80  findet  man 

n— *— 1 


«.-a.+.H(l-^>|. 


P 

m 


80  dafs  q>{p)  :p  schliefslich  negativ  wird  und  ^  ^—^  diver- 


Ist  lim  9(n)  =  ^  und  ^  >  0,  so  wird  für  p>  v 

9(P)  >  ^  —  «  >  0 

sein,  so  dafs  ^  ^^^    divergirt   (Nr.  4,  3.  Satz)   und   nach 
Nr.  12  lim  a„  »=  0.     Ist  /t  <  0,  so  hat  man  iür  p>  v 

und>;^ 

girt  und  lim  a«  entweder  +  ^^  o^®^  —  ^^  ist. 

Für  den  allgemeinen  Ausdruck  (21)  erhält  man 

=  \Lr-x{n)  -  -"±-*±^  i.-i(n  +  1)1  log,.n 
-  ^-|logr(n  +  1)  -  log,(n))L._,(»  +  1). 
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Der  zweite  Tlieil  rechts  liefert  nach  (10) 


hat    also   iii   unserem   Falle  bei   lim  n  «=  +  oo    den  Greu- 
werth  ilf'*.     Wir  haben  somit  den  Satz: 

Wenn  lim  (an+i  +  i :  a,_j.*)  =  1,  so  convergirt  oder 
divergirt  -l'a«,  je  nachdem 

lim  JL._,00  -  -"f  *+'-  i._i(t«  +  l)llog.n  >  Jlf- 

oder  <  W  (r  =  1,  2  .  .  .)• 
Wenn  dieser  Grenzwerth  nicht  —  <x>  ist,   so   wird  a. 
sicher  schliefslich  monoton  und  es  ist  sicher  lima,BO. 
Der  zweite  Theil  des  Satzes  ergiebt  sich   aus    folgender 
Bemerkung.     ,,Setzt  man 

und 

(l  -  i>._ ,  (»)  -  ^+-^+  '■)  i,(n)  ~  *,(„), 

SO  hat  ^r(>0  bei  lim  m  =  +  cx>  denselben  Grenzwerth,  wie 

g,.(n)  =  (z,.-i(n)  -  -'''+-*-±i  i,_x(n  +  1)}  log.(n) 

und  umgekehrt.''     Man  hat  nämlich 

wo  wieder  lim  TT,  (n)  =1.  —  Zunächst  ist 


«„  +  *  ^,  _  1  (w  +  1)  log,,  (n)      I'^  _  1  (n  +  1) 

Ist  r  =  1,  so  findet  man  (23*)  unmittelbar  wegen 

_^_  =  1  -  A  4_  _.  i._  .  =  1  _  JL  j.  1*1(«)        /.w.r 
n  +  1  «  ^  w(/i  +  1)  n  ~       n"""  '      ^^^   ' 

Ist  r  >  2,  so  ist  zu  zeigen,  dafs  für  5  >  1 

L(n)  WifC\ 

i7;rn3=^-^'^")  +  -i-«-5  (23') 
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woraus  dann  Gl.  (23*)  unmittelbar  folgt.    Hierzu  gebraucht 
man  die  weitere  Eutwickelung  von  Vr{n)  in  (10).    Es  ist 

log, 
Nach  XL  5  findet  man  nämlich^  wofern  la?|  <  1, 

l  log  (1  +  a;)  =  Mx{  1  -  ^  o(,x)]     (lim  v'(x)  ==  l) , 

*  1  .         . 

f  somit  för  x  =  —  nach  Division  durch  log  n 

logjtH-i)_l       ^^1    _  VW) 
log(n)  ^  "•    AW^  2»    '* 

,  Vermittelst  ebenderselben  Formel  beweist  man  (23^)  durch 
den  Schlufs  von  r  auf  (r  +  1).  Aus  (23*')  leiten  wir  ab  die 
Gleichung 

10gr(*  +  1)  -^rW  l  2n      J        ^  ^   ^        ^ 

und   daraus,  indem  wir  r  =  l,  2  ....  5  setzen  und  die  be- 
züglichen Gleichungen  mit  einander  imd  mit  (23**)  multipli- 
ciren,  endlich  die  Formel  (23**). 
Setzt  man  jetzt 

%  +  k  ^  ^        ^rW  ^      ^ 

und  bemerkt,  dal's 


n—k—l 


a»  =  a,«+*fr{l  -^'— i(iO— i^)P 

II» 

so  sieht  man  sofort  ein,  dafs  lim  a»  =»  0  sein  mufs.   Denn  da 

P._.(J>)    +    ^-^^- 

i>  r  "^  log2>  "<  f"  i.^i  {!>)  "•"   L^ip)  l' 

worin  der  zweite  Factor,  wenn  lim  ^r(p)  nicht  —  oo,  einen 
positiven  Grenzwerth  (eventuell  +  oo)  haben  mufs,  so  diver- 
girt  die  Reihe,  deren  allgemeines  Glied  dieser  Ausdruck  ist. 
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Die  wichtigste  Anwendung  der  Yorstebenden  Satze  bi 
die  folgende  Regel. 

,^ Angenommen^  es  sei  für  alle  Wertlie  n'^  m  a^^^k  n 

Null  und  es  lasse  sieh     ""^^"^^  auf  die  Form   briniren 


wo  ^i,  X  Gonstante^  die  letztere  >  1,  o>(n)  eine  Function 
deutet,  die  bei  lim  n  =  -4-  cx>  einen  endlichen  Grenzwi 
hat;  so  kann  man  schlieüsen: 

1)  „Dafs  die  a„  von  einem  bestimmten  Werthe  to 
an  gleichbezeichnet  und  einsinnige  Functionen  yc 
sind.  Es  existirt  also  lim  a«,  und  zwar  ist  er  bei  ^ 
unendlich;  bei  ^  <  0  Null;  bei  ^  =  0  weder  0  noch  um 
lieh.  Doch  muTs,  wenn  im  letzten  Falle  lim  m(n)  ««  0,  i 
angenommen  werden,  dafs  0(9»)  schliefslich  ein  und  dass 
Zeichen  behält/' 

2)  „Dafs  die  Reihe  2Jan  divergirt,  wenn  fA>- 
convergirt,  wenn  ft  < —  1." 

Die  Behauptungen  im  Falle  /t  ^  —  1  ergeben  sich 
(22),  nur  dafs  bei  ft  =  0  lim  a«  weder  0  noch  unendlich 
ist  nach  Nr.  12  zu  zeigen  durch  Betrachtung  des  Proda 


«— *— 1 


«-  =  a,„+JJ"jl  +  ^?)     (A>1), 

worin  die  convergente  Reihe  "^  —^-  Yorkommt  (Nr.  4,  3) 

Wenn  ft  =  —  1,  gebraucht  man    das    erste   Criteriam  ( 
oder  setzt  in  (23'^  r  =  1 

^1  (w)  =  —  (o{n)  log  nin^  —  ^. 

Da  lim  ifi{n)  =  0,  so  divergirt  Zun- 

Die  vorstehende  Regel  wird  insbesondere  dann  gebraoc 
wenn  der  Quotient  a„4.;b+i  :  ^n+i  in  eine  endliche  oderc 
vergente  unendliche  Reihe  nach  fallenden  Poieusen  von 
entwickelt  werden  kann/^)  d.  h.  wenn  fQr  »  I>  m 


*n  +  »4-l 
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l  +  ?  +  5  +  5  + (25) 


Dann  ist  ft  »»  a^  A  =  2  und 

a>(n)  =  og  +  5  + , 

io  dafs  nach  Nr.  23  lim  (o{n)  =  o^.  Wenn  a^  <=  0,  hat  man 
doch  lim  ©(w)  =  +  0  oder  —  0. 

Beispiel.*^)    Ist 

^     — — -— SBS     XV  (W), 

wo  im  Zähler  nnd  Nenner  ganze  Functionen  r*^  Qrades  von  n  stehen ; 
BO  kann  man  die  rechte  Seite  leicht  auf  die  Form  (24)  bringen,  indem 

man  Zähler  und  Nenner  durch  n**  dividirt  Die  rationale  Function 
JB(n)  läfst  sich  auch  in  eine  Reihe  von  der  Form  (25)  entwickeln. 
Zmiächst  hat  man 

f         ^        ^  K^ 


W -^-c^n^    ^  '\- '  '  '  '  c^=^  nr\x  '\-  v^ 


«1    .    ^    .  ,    ^f 


*'.«_+_!+....+ 


n        n*  W 


Da  lim  y    s*  0,  so  ist 


1 


1  +  r 


«    1    _   y      +   V 


% 


n 


für  alle  n  gröfser  als  eine  gewisse  Zahl  f&  ^  0.  Nach  dem  Satze  in 
Nr.  25  kann  man  diesen  Ausdruck  fQr  alle  (1 :  n)  <[  x  in  eine  absolut 
convergirende  Reihe  nach  Potenzen  von  1  :  n  verwandeln.    Es  ist 


1-4-+^^^^  + 


1  + »'-  ^  w' 

also  nach  dem  7.  Satze  in  Nr.  10 

B(^n)  =  1  +  *LJ=3  +  ?^LZl*Lf t+_^lZL^  +.  .  .  . 

Somit  convergirt  Za^^  wenn  fc|  —  Cj  <  —  1;  die  Reihe  divergirt, 
wenn  b^  —  c,  ^  —  1. 

Weitere  Beispiele  b.  XI.  2,  4. 
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20.     Criterien  für  alternirende  Reihen.     Es  sei« 

%f  ^i)  ^2 positive  Zahlen    und  die    unendliche  Beil 

^0  —  ^1  +  ^ä • "  vorgelegt,  die  wir  kurz   mit  2r( — 1)V 

bezeichnen. 

Satz.  1)  „Die  Reihe  2.'( —  l)*a«  convergirt  [und  nra 
absolut]  oder  divergirt,  je  nachdem  lim  {an\~k-\-i  :  aii+i)< 
oder  >  1.  Im  letzteren  Falle  sind  die  Unbestimmtheii 
grenzen  von 

Afn  =  ö^o  —  «i  H h  (—  1)"«« 

bei  lim  w  =  +  ^^     '\-  oo  und  —  cx>." 

2)  „Liifst  sich  für  alle  Werthe  von  n  I>  w  der  Quotiei 
an^k-\-i'*a^-\-k  auf  die  Form  (24) 


bringen,  so  convergirt  27( —  l)"««,  wenn  /t  <  0;  und  ztri 
absolut,  wenn  ft  <  —  1 ;  nicht  absolut,  wenn  0  >  ft  >  —  l 
,,27( —  lyan  divergirt,  wenn  ft  >  0  und  wenn  ft  = 
und  c}(n)  schliefslich  ein  und  dasselbe  Zeichen  b( 
hält.  Fm  crsteren  Falle  sind  die  Unbestimmiheitsgreiue 
von  s„  bei  lim  n  =  +  oo  +  ^^  und  —  oo,  im  zweiten  Fall 
sind  sie  endlich  und  von  einauder  verschieden.^ 

Beispiele  s.  XI.  2,  4,  8. 

Beweis.     Die    absolute   Convergenz  27( —  l)"a,»   in  d« 

oben    erwähnten    Fällen   folgt   unmittelbar    aus    der   in  d( 

vorigen  Nr.  aufgestellten  Regel.  —  Die  nicht  absolute  Goi 

vergenz  unserer  Reihe,  wenn  0>ft>  —  1,   folgt   aus  Nr.  ( 

da  a^  von  einem   gewissen  Werthe  von  n   an  mit  wachsei 

den  n  beständig  abnimmt  und  lim  a»  =  0.  —  Wo  die  Difei 

genz  von  2^(—  1 )"««  angegeben  ist,  ergiebt  sich  dieselbe  stel 

daraus,  dafs  lim  an  von  Null  verschieden  ist  (Nr.  1). 

Umständlicher  gestaltet  sich  der  Nachweis  der  dort,  wo  2?(— l)'i 
divergirt,  angezeigten  Unbestimmtheitsgrenzen  von  8^  bei  lim  nwf  cc 
Wir  setzen,  unter  l  einen  beliebigen  Index  verstanden, 

«,+,,  =  «,  +  (-iy+^r,^, 

und   untersuchen    das   Verhalten    von    r^      bei   lim  j9  ■»  J.oo.    \A 
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lim  (a^^j^^j  :  a^_j_^)  >  1    oder   im   zweiten    Theile   unseres   Satzes 

fft  ^  0,   so   kann   man  behaupten,  dafa  positive  Zahlen   fi'  existiren, 
80  dafa 


>  /i'  >  0, 


wenn  nur  n^m.   Es  ist  nämlich  der  Grenzwertb  der  linken  Seite  bei 
lim  n  B»  -f"  ^  entweder  -|-  <x>  oder  fit.    Man  hat  somit 

Und  weiter  für  ?  =»  m  +  ä; 


r  7        i. 


Nun  wachsen  die  ^/^.p  mit  p  beständig,  so  dafs  sich  ergiebt 

woraus  vermöge  der  Divergenz  der  harmonischen  Beihen  geschlossen 
werden  kann 

^^™    %  2q °^'  ^^^    ^  »2  +  1  •=  +  «^• 

5  =  4-00  9SB4.Q0 

Wenn  fi  =»  0  im  zweiten  Theile  des  Satzes,  so  genügt  die  Be- 
trachtung eines  der  Ausdrflcke  »"/^ag»  ^/,  ao  +  i»  da  aus  der  Gleichung 

^hiq-h^  ^  '"'»»3  +  ^<+2g  +  l 

sich  ergiebt,  dafs  wenn  einer  derselben  bei  lim  q^sa  -{-  <x>  einen  end- 
lichen Grenzwerth  besitzt,  so  auch  der  andere.  Wir  haben  nun  zu 
unterscheiden,  ob  der  endliche  lim  a)(n)  negativ,  bez.  —  0,  oder  ob 
er  positiv,  bez.  -)-  0.  Im  ersteren  Falle  nehmen  die  a^  von  einem  ge- 
wissen Werthe  des  Index  an  mit  demselben  beständig  ab,  so  dafa  wir 
nach  Nr.  8  bemerken  können,  dafs  ^'z  1  >  ^^,3  >  ^/  5  •  •  •  •  Es  existirt 
mithin  bei  lim  g  =  -f  00  ein  Grenzwerth  für  r^  ^o  +  i'  ^^^  ^^^  nicht 
—  QO  sein  kann.  Da  lim  ©(n)  =»  —  y  {y  <^  0),  so  hat  man,  was  auch 
«  ^  0  sein  mag,  einen  Index  m ,  so  dafs 

n>  m         1 j—  <      "^  ^    <  1,    d.  1. 

i <  "«  +  *  f  1  -  ««  +  *  <  ^- 
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Setzt  man  m  -i-  k  s=^  1,  80  folgt  weiter 


+ 

also  auch 


{l-k  +  iqy 


Es  convergirt  aber  nach  Nr.  16  die  unendliche  Reihe   mit  dem  allge> 
meinen  Gliede r  ,  da  X>  1.  Beieichnet  man  ihre  Soiniie 

mit  #,  80  folgt 
und  weiter 

^'."^  ^29+1  >  -  (y  +  «)«<+««'- 

Ganz  ähnlich  wird  der  Beweis  im  zweiten  Falle  geltlhii,  wo  die« 
schlielslich  mit  dem  Index  beständig  wachsen. 

NB.  Wenn  der  Quotient  a^  i  ^  i  j  :  n^  i  ^  in  der  Form  (26)  g^ 
geben  ist,  so  lUfät  sich  der  vorstehende  Satz  anch  mittelst  der  in  du 
vorigen  Nr.  gegebenen  Regel  ableiten,  indem  nun   anoh   der  Quotioft 

— —  -^ z_..T —  nach  fallenden  Potenzen  von  n  entwickelt  1rc^ 

^n+k  +  l  ""  ^n  +  * 

den  kann. 

21.  Reihen,  deren  Glieder  Functionen  einer  Ter 
änderlichen  sind.  Für  einen  und  denselben  Bereich  der 
unabhängigen  Veränderlichen  x  seien  die  Functionen 

fo(^)y  /IW,  /iW fni^)  '  •  • 

in  unbegrenzter  Anzahl  erklärt  und  zugleich  die   nnendlicbe 
Reihe 

/"of^)  +ft{.x)  +  -■•■  +  fn{x)  H (1) 

convergent.     f{x)  bedeute  ihren  Grenzwerth.     Setzt  man 
A«(a;)  +  fiix)  +  » .  •  +  fn(x)  =  s,(x)- 

so  ist  demnacli 

Hm  Sn(x)  =  f(x). 
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Indem  s^(x)  von  zwei  unabhängigen  Veränderlichen  n,  x  ab- 
hängt,  so  treten  die  Bemerkungen  in  IX.  19  in  Kraft.  Man 
hat  somit  die  gleichmäfsige  und  ungleichmäfsige  Con- 
Yergenz  von  Sn{x)  bei  lim  m  =  -|-  <^  zum  Grenzwerthe 
f{x)  oder,  wie  man  sagt,  der  Reihe  (1)  in  dem  für  die 
unabhängige  Veränderliche  x  festgesetzten  Bereiche 
SU  unterscheiden.     Da 

fix)  -  Snix)  =  u{x)^Uj^x{x)  +  fn^tix)  -\ , 

80  fQhrt  die  a.  a.  0.  gegebene  Definition  zu  folgender  Aus- 
sage, wobei  wir  beispielsweise  annehmen,  dafs  für  x  das 
endliche  Intervall  (a,  V)  mit  Einschlufs  der  Grenzen  x  =  a 
und  x  =  h  vorgeschrieben  sei.  ,;Die  unendliche  Reihe  (1) 
convergirt  gleichmäfsig   für    alle  Werthe    von   x: 

a<^x<^bf 

wenn  zu  jeder  Zahl  £  >  0  eine  Zahl  ^  >  0  gehört,  so  dafs 
für  alle  Werthe  «  >  ft 

\rnix)\<s,  (2) 

welcher  der  soeben  erwähnten  Werthe  auch  der  Ver- 
Snderlichen  x  beigelegt  werden  mag."  Oder:  rn{x)  con- 
yei^irt  bei  lim  «s  -{-  cx>  zum  Grenzwerthe  0  gleichmäfsig  für 
die  genannten  Werthe  von  x.  Diese  Definitionen  setzen  in- 
dessen voraus,  dafs  man  von  der  Convergenz  der  Reihe  (1) 
schon  unterrichtet  sei.  Will  man  davon  absehen,  so  heifst 
es:  die  Reihe  (1)  convergirt  und  zwar  gleichmäfsig  für  alle 
a'^x  <by  wenn  zu  jeder  Zahl  a  >  0  eine  Zahl  ^  >  0  ge- 
hört, so  dafs  für  alle  Werthe  n  >  /t 

(l)=l,2...), 

welchen  der  erwähnten  Werthe  auch  die  Veränderliche  x  er- 
halten mag.     Daraus  folgt  wieder,  wenn  €  <  £, 

wenn  nur  w  >  fi'.  —  Umgekehrt  folgt  auch  aus  (2)  die  Re- 
lation (3),  da  hier  rn(x)  —  rn^p(x)  steht. 

Zunächst  ist  von  Interesse  der  Fall,  dafs  jede  Function 
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f^{x)  (n  =  0,  l,  2  . .)  für  die  Werthe  a^x^h  stetig  » 
Es  entsteht  die  Frage ^  ob  die  Reihensumrae  f{x)  ebenfklb 
eine  fQr  alle  diese  Werthe  von  x  stetige  Function  sei.  Cauehf 
behauptete  es,  Abel  bemerkte  jedoch,  dafs  Ansoahmen  tot- 
koramen.**^)     So  finden  wir  für  die  unendliche  Reihe 

(1  —  x)  +  (1  —  x)x  +  (1  —  x)x^  H h  (1  —  a:)x«+- 

f{x)  =  {l-x)>:^-  =  \     för     0<;ar<l; 
hingegen  f{\)  =i=  0.   —  Für  die  Reihe 

f{x)  =  (1  —  x)x  +  (1  —  x')x''  +  (1  —  sc^)3r'  H 

findet  man  f{\)  =  0,  dagegen  falls  \x\  <  l 


00 

V  ^       ^  • 

X 


fix)  =^-x-  -^'x"  =  i^s  -  r~F« 


so  dafs  bei  lim  a;  =  1  —  0  sogar  lim  f(x)  «=  -f-  ^X).  —  Ab«! 
gelangte  nicht  mehr  zur  vollständigen  Einsicht  über  da 
Grund  eines  solchen  Verhaltens;*')  erst  Seidel'*)  erkannte 
die  ungleichmäfsige  Convergenz  der  Reihe  als  die  Urstdv 
der  Unstetigkeit.  In  unseren  Beispielen  tritt  sie  uumittelbai 
hervor.    Denn  man  hat  für  0  <  a;  <  1  z.  B.  im  ersten  Falk 

r^(x)  =  (1  —  a)a;*'  +  *  +  (1  —  x)a^  +  ^  -] «=x-+\ 

welche  Function  nach  IX.  19  bei  lim  n  «=»  -|-  oo  ungleidi- 
miifsig  für  die  genannten  Werthe  von  x  zur  Null  convergirt 

Richtig  ist  der  folgende  Satz: 

„Ist  f'n{x)  —  n  =  0,  1,2..  —  für  alle  Werthe  a<:x<i 
eine  stetige  Function  von  x  und  convergirt  die  unendlich 
Reihe  (1)  gleichmäfsig  für  die  genannten  Werlk« 
von  a:;  so  ist  ihr  Grenzwerth  f(x)  eine  stetige  Fuuctioi 
für  alle  Werthe  von  x  im  Intervalle  {a,  6),  die  Greniei 
x  =  a  und  x^=h  eingeschlossen." 

Der  Satz  ist  enthalten  in  dem  analogen ,  allgemeiner« 
Satze  in  IX.  19;  sein  Beweis  wird  demnach  so  zu  fühfS 
sein.  Ist  m  eine  natürliche  Zahl  grofser  als  fc,  so  hat  otf 
|^m(^)|  <  £  für  alle  a  <  a:  <  &.  Bezeichnet  man  mit  x  iig^ 
einen  dieser  Werthe  und  bemerkt,  dafs 
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A^o  +  S)  —  A^o)  =  { 5m(^o  +  S)  —  Sm(Xo) } 

und  dafs  der  Zahl  £  >  0   eine  Zahl  d,n  >  0  zugeordnet  wer- 
den kann,  so  dafs  für 

SO  erkennt  man  sofort,  dafs  auch  für 

!5|<*m       l/'K  +  Sj-ZWIOa 

.    w.  z.  b.  w. 

•■  • 

,;  Wir  köuoen  noch  hinzufügen:  „Wenn  die  Reihe  (l)  für  alle 
:  Werthe  a  <^x  <C,b  gleichmäfsig  convergirt,  so  mtifs  sie  auch  für 
r  X  =  a  und  x  =  b  convergiren,  so  dafs  sie  selbstverständlich  gleich- 
er mäCsig  convergirt  für  alle  a  5>  a;  ''C  6.**  Denn  es  ist,  wenn  n  >  /i, 
1  nach  (3) 


1 


^ 


femer  hat  man 


12 


<« 


,     fllr  alle  0  <  S  <  d^  ^;  somit  für  n  >  f* 

welchen  der  Werthe  1,  2  .  .  .  auch  p  annehmen  mag.    D.  h.  die  Reihe 
■    (1)  convergirt  für  x  =  a. 

*  Es  ist  wichtig  hervorzuheben,  dafs  man  den  ersten  dieser 

Sätze  nicht  umkehren  darf.    Die  Reihensumme  f(x)  kann 

Vfür  alle  a  <.x  <ib  stetig  sein  und  die  Reihe  doch  un- 

ir, gleichmäfsig  convergiren.^^)  Ein  solches  Verhalten  zeigt 

t  |die  folgende  Reihe. 


I 


i'V 


£s  sei 

nx  (w  +  l)x       n{n  +  1)^  —  1 


1  +  n^x^       l  +  {n  +  l)*x«  (1  +  n*x«)[l  +  {n+  lyx^] 

^  (n«  0,1,2...), 

• 

,  «o  dals  nach  Nr.  1   die  Summe  f{x)  =  0  für  alle  0  '^  x  '^  1.     [Man 

wird  bemerken,  dafs  bei  jedem  Werthe  x  '^  0  die  Glieder  schlielBlich 

'*  .^sitiv  sind;  dafs  jedoch  keine  ganze  Zahl  m  existirt,  so  dafs  wenn 

Stols,  Vorlesungen.  18 
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n  >>  m  alle  Glieder  positiv  sind ,  gleichviel   welchen  Werth  im  In 

valle  (0,  1)    .r  annehmen  mag.]    Hier  findet  mau 

Mal? 

Die  Discussiou  der  Relation  —  8  >  0  — 

nx       < 

1  +  n'i*  >  ^ 
liefert  zunächst 

-   -  —  1  ^  (nx  —  ^    )  « 

Nimmt  «  "^^        an,  so  ergiebt  eich,  dafs  0  <  r^ ^  (x)  ^  c ,  wem 

»*^  >  L + Vi\-^  -  ^  °*'"  "*  ^  A  -  Va\'  -  '•' 

dafs  aber  r„  _  i  (a?)  >  e,  wenn 


Dabei  ist  die  Quadratwurzel  positiv  gedacht  Würde  eine  Zahl  ^^ 
exiHtiren,  so  dafs  bei  n>^  0  <  »'„^iW  <C  «  für  alle  Wer 
0  <C  .r  <  1 ;  80  mOfste 


X 


i + 1/,'.  -  ■  1 


sein;  was  über  unmöglich  ist,  da  der  Ausdruck  recht«  bei  lim  ^""H 
den  Grenzwert  h  +  oo  hat.  -  üni  sich  von  der  nngleichmafaigeo  G 
vergenz  der  in  Rede  stehenden  Reihe  zu  überseug^n,   würde  diel 

merkung  genügen  r,,  _j^^J  ==  ^- .  In  der  That,  betrachtet  mao  i 

die  Werthe  x  =^       (m  natürliche  Zahl),  so  hat  man  mindestens  « -I 

Glieder  zu  summircn,  damit  der  Rest  unter  -     sinkt. 

Anmerkung.  Die  vorstehenden  Sätze  sind  ein  besonderer  P* 
des  auf  ilhnliche  Art  zu  erweisenden  Satzes:  ^Angenommen  «i 
bei  einem  und  demselben  Grenzübergange  lim  x  s.  B.  ^  a  -f  0  i 
f^(x)  (n  =  0,  1,  2  .  .  .)  je  ein  endlicher  Grenzwerth  b  yorhaod»  i 
es  convergirc  die  Reihe  £f„{x)  gleichmilfsig  für  alle  x  gem&Is  M 
tion  beizulegenden  Werthe  a  <  .t  <^  a  +  d;  so   oonversiri  die  ^ 


2 


n  b^  und  man  hat 
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00  00 


In  Hnderen  Fällen  gilt  diese  Formel  nicht  immer,  wie  die  obigen  Bei- 
«pieU  zeigen. 

22.  Reihen  nach  ganzen  positiven  Potenzen  einer 
Veränderlichen.    Zunächst  ist  zu  untersuchen,  ob  und  für 
•   welchen   Bereich   der   Veränderlichen  x  eine   Reihe  von   der 
■   Form 

\  «0  +  «1^  +  <h^^  H 1-  «i.^**  H (0 

;  convergirt.     Hierzu  dient  der  folgende  Satz: 

*,  „Wenn  für  einen  bestimmten  Werth  x  =  x^  alle  Glieder 

einer  Potenzreihe  (1)  ihrem  absoluten  Betrage  nach  eine  end- 
»  liehe  Zahl  g  nicht   überschreiten,   so   convergirt  sie   und 

Ewar  absolut  für  alle  Werthe  von  x,  welche  dem  ab- 
""  soluten  Betrage  nach  kleiner  sind  als  o^q/' 
Beweis.     Setzt  man 


|a:|  =  X,       \xq\  =  X^,        \an\  =  Anj 
so  hat  man  zufolge  Voraussetzung 

'  also 

AX«<i/(^)",  (n  =  0,  1,2....). 

Es  convergirt  aber  die  geometrische  Reihe 

g  wenn  X<Xq,  somit  nach  Nr.  4  auch  die  Reihe 

^  A^  +  A,X  +  A,X'  +  ----  (2) 

Zugleich    erkennt   dann,    dafs    für  X  <  X^    die   Summe    der 
'ßeihe    (1)    dem    absoluten    Betrage    nicht     über    der    Zahl 

^  9  '  I  ^  —  xT  I    ''^^S®^  kann. 

^  Aus  dem  soeben  bewiesenen  Satze  folgt:  „Divergirt  die 

W  Reihe  (1)  für  x  =  Xq,  so  divergirt  sie  auch  für  jeden  Werth 

?^  von  Xj  welcher  dem   absoluten  Betrage   nach   gröfser 

^  ist  als  ^Cq."     Denn  würde  sie  convergiren  für  einen  solchen 

Werth  Xj  dafs  X  >  X^,  so  würden  die  Glieder  -4»X"  unter 

18* 
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einer  endlichen  Zahl  g  liegen-,  also  würde  (1)  auch  f&r  z 
convergiren. 

Nun  kann  nur  Folgendes  eintreten: 

1)  Es  convergirt  die  Reihe  (1)  fttr  gar  keinen  T 
aufser  x  =  0. 

2)  Die  Potenzreihe  ist  bestündig  convergent, 
sie  convergirt  für  jeden  endlichen  Werth  von  x. 

3)  Die  Reihe  (1)  convergirt  für  einen  von  Null 
schiedenen  Werth  x  =^  x^^  jedoch  nicht  für  jeden  ^ 
von  X.  Dann  giebt  es  eine  und  nur  eine  endl 
Zahl  lij  sodafs  die  Reihe  convergirt,  und  zwar 
solut,  für  alle  Werthe  von  Xy  absolut  genom 
kleiner  als  72;  dagegen  divergirt  fQr.  alle  We 
von  X,  deren  absoluter  Betrag  gröfser  ist  als  i 
Das  Intervall  {— li,  +  7i^j  heifst  das  Convergenzinter 
der  Potenzreihe.  Über  das  Verhalten  der  Reihe  an  se 
Grenzen  x  =  +  H  läfst  sie    im  Allgemeinen  nichts  sag« 

Definirt  man  nämlich  eine  positive  Veränderlichi 
durch  die  Bedingung,  dafs  die  Reihe  (1)  ponvergent  sei 
alle  Werthe  |a:l  <  X',  so  ist  X^  ein  Werth  derselben, 
mufs  ein<^  endliche  obere  Grenze  JB  >  Xq  haben.  Ist  X 
so  j^iebt  es  Wertlie  von  X'  so,  dafs  X  <  X'  <C  H,  also 
vergirt  die  Reihe  ( 1)  für  joden  Werth,  dessen  absoluter 
trag  <  IL  Und  ist  X  ein  Werth,  dessen  absoluter  Bi 
>  ü,  so  niufs  die  R(Mhe  dafür  divergiren;  denn  wäre  sie 
verjijent,  so  würde  sie  auch  convergiren  ftlr  jeden  W 
zwischen  7t  und  X,  also  könnte  H  unmöglich  obere  6i 
von  X'  sein. 

Die  genannten  drei  Classen  lassen  sich  schon  o 
weisen,  wenn  man  nur  solche  Potenzreihen  betrachtet,  w« 
lim  {A„^i  :  An)  bei  lim  «=  +  00  existirt.  „Je  nadi 
dieser  Grenzwerth  +  cx).  Null  oder  eine  positive  Zahl  i 
gehört  die  Reihe  zur  1.,  2.  oder  3.  Classe/*  —  Was  in 
auch  X  sein  mag,  wenn  es  nur  positiv  ist,  man  hat 
ersten  Falle 

lim         ■     =  -4-  cx>; 


'■  lim  -^-' =0, 
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somit  auch  lim  -4„X"  =  -|-  cx)  für  lim  n  =  +  c»;  die  Reihe 
•'    (1)  divergirt  demnach.     Im  zweiten  Falle  ist  dagegen 

-^n  H-  1  ^^ 
f  lim 

L.BO   dafs   die  Reihe  (2)   und   somit  auch   (1)   convergirt     Im 
-j  dritten  Falle  ist  R  =  y7  indem 

c  lim  -^-^-- —  =  AX, 


n  =  4-ao  -4    -X 


!"*:  80  dafs  (2)  und  (1)  convergiren,  wenn  X  <  .  ;  dagegen  di- 

t^  vergiren,  wenn  X>y     (Vgl.  Nr.  4.) 

S  Ein  Beispiel  der  ersten  Classe  bietet  mithin  die  Reihe 

"7  ein  solches  der  zweiten  Classe  die  Reihe 


00 

n 


i  +  SI^- 


.^^    n! 

1 

Potenzreihen,  wofür  R=-f'l;  sind  aufser  der  geometrischen 
4  Reihe  1  -j-  ^  +  ^*  +  •  *  •  ^^-  B«  ^^^  folgenden: 

^  1  1  0 

3l  Während  die  geometrische  Reihe  an  den  Grenzen  des  Con- 
vergenzintervalles  ( — 1,  +  1)>  ^'  ^'  für  äj  =  +  1  divergirt, 
g^i  convergirt  die  zweite  für  o;  =  +  1  ^^^^  divergirt  für  a:  =  —  1; 
:i^;die  dritte  und  vierte  convergiren  für  ^  =  +  1,  und  zwar  die 
Ji-eine  absolut,  die  andere  nicht. 

^^  23.  Satz  nach  Abel:'^)  Convergirt  die  Potenzreihe 

P  OD 

j  anX^  (1) 

0 

für  den  von  Null  verschiedenen  Werth  a?  =  r,  so  con- 
vergirt sie  gleichmäfsig  für  alle   Werthe  von  x  im 
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Intervalle  (r,  r)  mit  Einschlufs  der  Grenzen,  wori 
/  irgend  einen  Werth  von  entgegengesetzten  Zeichen  wie 
bedeutet,  jedoch  absolut  genommen  kleiner   aLs  r. 

Beweis.     Sftzt  man 

so  gehört  nach  Voraussetzung  zu  jeder  Zahl  £  >  0  eine  Zal 
|[i  >  0,  so  (lafs    p,,. /,|<f.  wenn  n^  ^,  —   Es   ist  nuD 


••     •  ^^ +;^^*'' "*"''  =  (>!.,/>  — Pm;.-i; 


somit  nach  Nr.  3,  4 


.T  \  'i  +  1 


X\«  + 


2  ^'"  -f  7'^"  "^ ''  =--■  ^«.  1  (  '^  )'         +2  ^^"' "  ~  ^'•-  ''-  ^^  (  r") 


-x 


.r  \   /x\^-^p 


=  2P'-"(^-   r)(v) 


Demnach  folgt,  wenn  —  1<  —  <— <1   und  n  >  fi, 


X 


QO 


1 


1 


r  I 


r 


^(i-:^i) 


Wenn        ^  ^^  so  ist  <las  letzte  Glied  <C  f ;    wenn   -     <0. 


a. 


X 

r 

r  ■—  r 
r  -\-  r 

Es  ergiebt   sicii   somit,  dal's  für  alle  .x',  welche    der  Relati 

y  <  "^'  <  1    genügen, 

wenn  nur  ;<  >  fx. 

Wir  schliefsen  aus  dem  vorstehenden  Satze  dafs  <i 
Summe  der  Potenzreilie  (1)  —fix)  —  eine  steti 
Function  von  x  ist  für  alle  Wertlie  von  x  im  Inte 
valle    (>',  r),    die    (irenzen    x  =  r     und     x  =  r    eing 
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schlössen.  —  Insbesondere  folgt  der  Satz:  ,Jst  die  Potenz- 
reihe * 

a,n^  +  a„.+ia;^  +  i  -\ (w  ^  1) 

in   einem  Intervalle  ( —  ü,  +  JB)  convergent,  so    hat 
,     man 

lim  (on.a:"'  +  a^+iaf«+*  -\ )  =  0." 

Dasselbe  ergiebt  sich  aus  der  Relation 

worin  X(,  einen  positiven   Werth  <  U   bedeutet   und  g  eine 
-   Zahl,  nicht  kleiner  als  -4«Xo  (n  =  m,  m  +  1  •  •  •)• 

Aus  dem  obigen  Satze  folgt  auch  der  in  der  Anmerkung  zu  Nr.  11 
erwähnte  Satz  von  Abel  über  die  Multiplication  zweier  Reihen.  Con- 
▼ergiren  2a^,  -^^fc^,  ^^n>  ®®  convergiren  die  Potenzreihen 

^a^x^  =  f[x) ,         ^  by  -  (/  (X) ,        ^d^x^  -  Ä  i^x) 

absolut  für  alle  Werthe  von  x^  deren  absoluter  Betrag  kleiner  als  l 
ist.     Dafür  ist  also  (Nr.  10) 

Ä(«)  —  f^^)  •  9(x\ 
Daraus  ergiebt  sich  aber,  da  bei  lim  o;  =»  i  —  o 

lim  fipS)  =>  a,  lim  g{pS)  «»  h  und  lim  A(a;)  »»  •^<^n>  '^^m  "°  ^^' 

Nehmen  wir  jetzt  an,  es  sei  die  Reihe  (1)  für  a;  =  r 
divergent,  dagegen  convergent  für  alle  Werthe  Xy 
deren  absoluter  Betrag  kleiner  ist  als  \r\  =  IL  Dann 
können  wir  sofort  bemerken,  dafs  diese  Convergenz  unmög- 
lich für  alle  Werthe  von  x  im  Intervalle  (r  r)  mit  Ausschlufs 
der  Grenze  x  ^=  r  gleichmäfsig  sein  kann.  Denn  wäre  das 
'    der  Fall,  so  müfste  (1)  auch  für  a:  =  r  convergiren  (Nr.  21). 

Weiter  wollen  wir  noch   die  folgenden  Sätze   beweisen: 

1)  „Es  sei 

und  r  >  0,  was  man  stets  annehmen  darf.     Ist 

lim  <y^  cs=  -|-  cx)     ( —  <x>), 
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so  hat  auch 

0 

bei  lim  x  =  r  —  0  den  Greiizwerth  +  oo  ( —  cx>).'' 

2)  jyliit  die  obere  (untere)  Unbustirauitheitsgrenze  von  i 
bei  lim  n  =  +  cx)  eine  endliche  Zahl  0{U\  so  ist  die  Yonf(i 
(wenn  nicht  -  oo  (-f  oü))  eine  Zahl,  welche  nicht  grofa 
(kleiner)  als  0  (U)  ist."'«) 

Die  ISiltze  beruhen  auf  der  folgenden  Formel.  £d  m 
a;  <  r  und 

]»i  n  gröfer   als   eine   feste   ganze   Zahl  m,    so    folgt  weg« 

(Inr"  =  6n  —   (fn-l 


n  — 1 


-L(,)  -  ..(:)-"']+(i  -  :)2«,  (^rn-  «.d 


i/«4-i 


VVcini  lim  <y,,  =  -|-  ^x)  bei  lim  ;*  =  +  °^?  »o  kann  m 
gewählt   werden,   dafs   inr   ;/  >  m   ö;,  >  6r,   wobei    G    irge 
eine  positive  Zahl  bedeutrt.     Demnach  ist  nach   (3) 


d.  h. 


und 


"-  IM  +  l  *     '     '      J 

.% (x)  >  [.s,„  (x)  —  0„.  (  ?  )  "      J  +  G  (*.)'" 


Da  bei  lim  a;  =  f  —  (.) 


lim  |^6*;„(x)  —  (Jm{'l)        J  =  0     lim  (y)  =  l, 
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80  gehört  zu  jeder  Zahl  £  >  0  eine  Zahl  d>  0,  so  dafs  wenn 
nur  r  —  d  <Cx  <Cr 

^)  >-«,  1>(-)  >l-f. 

Man  findet  also 

r  -  d<x<r         fix)  >G{1-  6)  -  B  =  G  —  e{G  +  l\ 

Wenn  nun  H  eine  gegebene  positive  Zahl  bedeutet,  so  nehme 
mau  G  >  H  an,  wodurch  m  bestimmt  ist  und  setze 

£  =  (G  -  fi)  :  (ö  +  1),      • 

worauf  d  sich  ergiebt.     Dann    folgt  für  alle  r  —  Ö  <ix  <r 

f{x)  >H  i.  l 

lim  f(x)  =  -|-  oo. 

Hat  bei  lim  n  =  +  cx)  ön  die  endliche  obere  ünbe- 
stimmtheitsgrenze  0,  so  kann  m  so  gewählt  werden,  dals 
für  w  >  w  6n  <  0  -{-  Sy  wo  €  irgend  eine  positive  Zahl  sein 
kann.    Demnach  folgt  aus  (3)  auf  die  soeben  gezeigte  Art 

n>m     s,(x)  <  [s„.(x)  -  <J„.  ( ^-)'"'^']  +  (0  +  e)  (-^)""^ ' 
und 

fix)  <  [s^ix)  -  «J„,  (•^J'""']  +  (0  +  .)  ("J"'"". 

üud  daraus  ergiebt  sich  für  r  —  d  <  a;  <  r,  wenn  0  >  0, 

Aa;)  <  f  +  (0  +  0  =  0  +  2«;  (4) 

wenn  0  <  0  (und  «  <  —  0) 

/•(a;)  <  £  +  (0  +  £)  (1  -  f)<  0  +  £  (2  -  0).         (5) 

Ist  jiun  die  obere  Unbestimmtheitsgrenze  von  /'(a;)  bei 

lim  j;  =  r  —  0 

eine  endliche  Zahl  0',  so  darf  man  behaupten,  dafs  im  Inter- 
valle (r  —  d,  r)  mindestens  ein  Werth  j;,  liegt,  so  dafs 

f{,x,)  >  0'  -  £. 
Also  hat  man 

0'  —  0<3£  bez.  a(3  —  0), 

und  da  diese  Zahlen  jeden  positiven  Werth  erhalten  können, 
so  ergiebt  sich  0'  ^0  (VII.  7). 
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3)  ,,Hät  ön  bei  liu)  n  =  '\'  oo  endliche  und  yerschied 
Unbestimmtheitsgrenzen  0,  Uy  so  convergirt  die  Reihe 


00 


^.a,x'  (1) 

0 

für  alle  Wertlie  von  x,  deren  absoluter  Betrag  kleiner  a 
ist.  Bezeichnet /(a:)  ihre  Summe,  so  hat  f'(x)  bei  lim  a;  =  r 
endliche  Unbestimmtheitsgrenzen  O'f/'  und   es  ist 

U<  U'<0'<0.''^) 

Beweis.  Da  nunmehr  alle  cy.  dem  absoluten  Betr 
nach  unter  einer  endlichen  Zahl  g  liegen,  so  convergirt 
\x:  <ir  die  Potenzreihe 

*o  +  *i  (*)  +  *,  (t)'  +  •  •  •  +  *.(t)"  +  •  • 

(Nr.  22);  somit  auch  die  Reihe 

..(l-f)  +  .,(T)(l-T)H-- 
+  •■(')"(•-')  +  ••• 

Also  da  lim  (?„  ( '  j  =0  bei  lim  n  =  +  oo,  convergirt  a 
die  Reihe 

^0  +  (^^1  —  ^())  '[  +  («^2  -  <^i)  (v)  H , 

welche  mit  (1)  übereinsiiiniiit.     (V^L  Nr.  3.) 

Nach  (4)  bez.  (5)  gehört  zu  jeder  Zahl  c'  >  0  eine  i 
d'  >  0,  so  dafs  wenn 

r-ö'  <x<  r  U  -  e  <  f(x)  <  O  +  e. 

Daraus  schliefst  man,  dafs  die  obere  UnbestimmUieitsgre 
von  fix)  bei  lim  x  =  r  —  0  nicht  —  cx>,  d.  Ii.  dafs  ni 
lim  f'{x)  =  —  oo  sein  kaim.  Ebensowenig  kann  die  unt 
Unbestimmtheitsgrenze  vou  f'{x)  bei  lim  a;  «=  r  —  0  + 
sein.  Also  sind  beide  endliche  Zahlen  0',  LT  und  mao  i 
nach   dem    zweiten  Satze-  0'  <i  0'^    U'  >_U,     Dafs   O'  = 
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sei,  ist  dabei  nicht  ausgeschlossen.  In  der  That  ist  für  die 
geometrische  Reihe  1  —  a;  +  a?*—  a;*  +  --- 

r=l,        0=1,         U=0,        a=ü'=l' 

2 

24.  Satz.  „Gehört  zu  jeder  positiven  Zahl  Ö  ein  von 
Null  verschiedener  Werth  von  x,  dem  absoluten  Betrage 
nach  kleiner  als  d,  durch  den  die  endliche  oder  unendliche 
Potenzreihe 

f(x)  =  ao  +  a^a:  H h  anX""  -\ ,  (1) 

welche  im  letzteren  Falle  in  einem  Intervalle  (—  Ry-^-R)  von  x 
convergirt,  zu  Null  gemacht  wird,  so  müssen  alle  ihre  Coef- 
ficienten  Null  sein: 

Oq  =»  a^  =  •  •  •  =  a«  =  0/' 

Beweis.  Zu  jeder  Zahl  £  >  0  gehört  eine  Zahl  d  >  0, 
so  dafs  für  alle  |a;|  <  d 

|a,a:  +  c^^^  -\ 1  <  « ; 

d.  i. 

\f(x)  ~  ao|<f. 

Nun  giebt  es  einen  Werth  Xi 

0<|a;J<*, 
so  dafs 

fix,)  =  0. 

Also  hat  man  'aQ\<is,  d.  i.  «0  =  0  (VII.  7). 
Nunmehr  ist 

fix)  =  a; (»1  +  a.^x  H )  =  ^/i (^). 

Da  für  alle  \x\  <  *, 

\fi{x)  -  a^\<€, 
und  ein  Werth  x^ 

0<\x,\<d\ 
existirt,  so  dafs 

fix,)  =  0 

also  auch  /[(x^)  =  0,  so  folgt    a^]  <  e,  d.  i.  a^  =  0. 
Weiter  ist 

f(x)  =  x\cL,  +  a.,x-\ )  =  x^f'^(x). 

Da  für  alle  \x\  <.  ö^  l/iC^)  —  a^\  <  £  und  ein  Werth  x^ 
existirt  —  0  <\Xq\  <  d^  —jSo  dafs  f{x^)  =  0,  also  /g  (x^)  =^  0, 
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so  fülgt  ttjj  <€  d.  i.  ttjj  =  0.  ü.  8.  f.  Auf  diese  Wei« 
gelangt  man  allmählich  zur  Gleichung  a«  =»  0,  wie  grob 
auch  n  sein  mag. 

CoroUar.     ,,  Haben  die  endlichen  oder   unendlichen  Po- 

tenzreihen 

fix)  =  fly  +  a^x  +  . . .  +  ö»^*  +  •  •  •> 

g(x)  =  fco  +  *i^'  +  •  •  •  +  f^nX*  -f-  . . ., 

welche  jedenfalls  in  einem  gemeinsamen  Intervalle  ( — R,  +B} 
convergireu,  die  Eigenschaft ,  daXs  zu  jeder  positiven  Zahl  i 
VAU  von  Null  verschiedener  Werth  von  x,  dem  absoluten 
B(»trage  nach  kleiner  als  d,  gehört,  wofür  die  Gleichung 
/'(x)  =  g(x)  besteht;  so  müssen  die  gleichstell  igen  Coeffi- 
cieuton  in  beiden  Reihen  übereinstimmen  d.  i. 

^0  =  ^ü;     «1  =  &!  . . .  rt„  =  6*  .  .  ." 
Denn  es  hat  die  Potenzreihe 

fix)  -fj{x)  =  {%  —  6o)  +  {(fi  -  W)^+  . . .  +  (a-  —  bn)j^+ ... 

die  im  vorstehenden  Satze  verlangte  Beschaffenheit ,  so  dafc 
man  schliefsen  mufs  a^^  —  />„  =  0,  «i  —  [^^  =  0  und  über 
haupt  «„  —  b,t  =^-  0. 

25.  lliiuii^  kommt  di«*  folgende  Frage  vor.  Es  seien 
g»»gel)en  eine  im  IiittrrvalU'  ( —  *S',  +  S)  eonvergente  Poteui- 
reihe  naeh  // 

<p[v)  =  K  +  ^>xii  +  h\r  +  . .  .  (1  • 

und  i^nn'  <*iidliehe  oder  uueiidlicht»  Poteiizreihe    nach  x 

/'(.i)  ^^  a„  -(-  (i^x  -\-  a,j^  +  .  .  .,  {i\ 

im  h'tzteren  Falle  converj^ent  innerhalb  des  lutervalle» 
( —  Hy  +  11).  Uiebt  es  zwischen  —  R  und  +  H  Wertbe 
von  X,  wofür  ,/'^H  kleiner  als  S  ist,  so  convergirt  die  un- 
i'ndliehe  Reihe 

«p  !/■(•'•))  =  K  +  ''./■(•*•)  +  M^f  +  . . . 

Nach   der   Multiplicatiuiisregel    in   Nr.   10    kann    man     wenn 
X  <  li,  die  Potenzen  f\x),  fixfy  .  .  .   entwickeln   und  zwar 
erhält    man    dafür    unmittelbar    nach    Potenzen    von   x  fort 
schreitende,  absolut  eonvergente  Reihen: 
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f{xY  =  a^,o  +  a^i,ix  +  a^^a?  +  .  , .  -^  (hn.nX""  +  •  •  •     (3) 

(m  =  2,  3  . . .). 

Zur  successiven  Bildung  der  Coefficienten  am,  n  kann  man 
sich  auch  des  binomischen  Satzes  (VIII.  3)  bedienen.  Nun 
entsteht  die  Frage^  ob  man  die  auf  diese  Art  erhaltene  zwei- 
fach unendliche  Reihe  nach  Potenzen  von  x  ordnen  darf. 
Darauf  hat  Cauchy  durch  den  folgenden  Satz  geantwortet.^'') 
,,Es  seien  gegeben  die  Reihe  (1)  nach  Potenzen  von  y, 
convergent  im  Intervalle  —  S  <  y  <  S  und  die  endliche  oder 
unendliche  Reihe  (2)  nach  Potenzen  von  x,  im  letzteren 
Falle  convergent  für  alle  — 7i  <  a;  <  +  Ä  —  Giebt  es 
positive  Werthe  von  X,  kleiner  als  K,  wofür  die 
Summe  der  unendlichen  Reihe 

<P(X)  =  A  +  AX  +  ^,X«  +  ..., 

worin  An  den  absoluten  Betrag  von  a«  bezeichnet, 
kleiner  als  S  ist;  so  conyergiren  absolut  sämmtliche  Reihen 

h^ün  +  b^a2,n  +  h^d,  »•  +  •••  +  Kam,n  +  •  •  •         (4) 

(w  =  0,  1,  2  . . .), 

deren  Summen  somit  die  Zahlen  Cq,  c^  . . .  c»  . . .  sein  mögeu. 
Und  es  läfst  sich  eine  positive  Zahl  K  <i  R  angeben ,  so 
dafs  für  alle  'X\  <C.  K  die  unendliche  Reihe 

(*o  +  O  +  CiX  +  c^x'*  +  ,  , .  +  CnX""  +  . .  .  (5) 

convergirt  und  ihre  Summe  gleich  ist  ^>\f{x)\^^         * 
„Die    vorstehende    Bedingung    verlangt,    dafs    A^  <  ä; 
dann  kann  man  für  TiC  jede  Zahl  nehmen,  wofür 

<D  (JK)  <  S." 

Beweis.  Nach  dem  3.  Satze  in  Nr.  11  hat  man  die 
Glieder  in  den  unendlichen  Reihen  hjix)^  ^tfip^T  •  •  •  durch 
ihre  absoluten  Beträge  zu  ersetzen  und  nachzusehen,  ob  die 
so  erhaltenen  Reihen  convergiren,  sowie  auch  die  aus  ihren 
Summen  gebildete  Reihe.  Das  erstere  ist  unmittelbar  er- 
sichtlich, da  für  alle  Werthe  |a:  <  ü  die  Reihe  (2),  somit 
auch    die    Reihen  (3)   absolut   convergiren.     Setzt   man  nun 

\x\  =  X,        |6,„|  =  Bv, 
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und 

,«/«.ü  +  «/«.  i|X-f-  n,„,t  X*  +  .../=<l>«(X)     (m=2,3...); 

so  handelt  es  sich  noch  um  das  Verhalten  der    Reihe 

B,  +  B.OxX)  +  B^^,{X)  +  . . .  +  5„0«(X)  +  ...    (6) 

»Sie  convergirt  in  der  That,  wenn  0(X)  <C  S,  wie  der  fol- 
gende Sehlufs  lehrt.     Bildet  man 

a>(Xr  =  t^«.o  +  6V  ,X  +  . . .  +  CV^X-  +  . . .: 
so  erkennt  man  sofort,  dafs 

I  '*7n,  n  I  ^  '  'm,  n  • 

a,n.n  ist  nämlich  eine  ganze,  ganzzahlige  Function  der  a^^o^- 
und  A,n,n  genau  derselbe  Ausdruck  in  den  A^A^  .  .  .  Somit 
hat  man 

und  da  die  Reihe  2^Bm0{X)"*  convergirt,  wenn  0(X)<S, 
so  gilt  dasselbe  von  (6).  —  Man  schliefst  nun  nach  dem 
erwähnten  Satze,  dafs  die  Reihen  (4)  absolut  convergiren  und 
dafs  für  die  Werthe  von  x,  wofür  0{X)  <  S 

(K  +  ^o)  +  c,x  +  c^x'  +  ...  =  9{f(^)  )  •  (^ 

Ist  A^^  <  Sy  80  kann  man  positive  Zahlen  X  <  B  be- 
stimmen, so  dafs  für  X<X  0{X)  <  S.  Während  X  die 
Werthe  0  <  X  <  7f  durchläuft,  wächst  ^(X)  bestandig  vom 
Werthe  A^^  an,  hat  also  eine  endliche  obere  Grenze  G> A 
oder  die  obere  Grenze  -f"  ^^-  ^^  letzteren  h^alle  und  wenn 
G  >  S,  so  bestimme  man  K  so,  dals  0(K)  =»  Ty  wo  T  eine  be- 
liebige Zahl  zwischen  A^^  und  S  sein  kann;  ist  aber  G<Ä 
80  lasse  man  T  eine  beliebige  Zahl  zwischen  Aq  und  G 
sehi. 

NB.  Es  ist  hervorzuheben,  dals  man  auf  dem  angegebenen  Wege 
in  der  Regel  das  wahre  Convergenzintervall  der  Potensreihe  (6)  nicht 
finden  wird  und  dafs,  selbst  wenn  dasselbe  auf  einem  anderen  W^ 
bekannt  geworden  wäre,  der  obige  Satz  durchaus  nicht  zum  Schluie 
berechtigt,  dafs  die  Gleichung  (7)  auch  für  Werthe  von  «,  deren  ib> 
Boluter  Betrag  gröfser  als  K  ist,  beatehe.  —  Durch  Heranziehung  com- 
plexer  Werthe  von  x  hat  Weicrstrafs  gezeigt,  dafs  wenn  es  EwiscltfS 
—  R  und   4-  -^^  Werthe  von  x  giebt,   wofür   >f(x)\  <  S  ist,   aoeh  i» 
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dem  Falle,  dafs  nicht  etwa  diejenigen  Coefficienten  von  f{x\  welche 
nicht  Null  sind,  das  nämliche  Zeichen  haben,  eine  positive  Zahl  A<^R 
ezistirt,  so  dafs  Gl.  (7)  besteht  für  alle  x,  deren  absoluter  Betrag  kleiner 
als  A  ist.  —  Also  darf  man  nicht  glauben,  dafs  wenn  A^  ^  S^  die  Ent- 
wicklung von  <p  { f{x) )  nach  Potenzen  von  x  unmöglich  sei.  Setzt  man 
z.  B.  in  die  im  Intervalle  ( —  1,  -|-  1)  convergente  geometrische  Reihe 

y  =>  (a  —  x)  :h^  worin  -4.  =»  la|  >  |  fc|;  so  läfst  sich  gleichwohl  die 
rationale  Function 

&»  6«  1 


6«  +  (a  —  xy       a«  +  6^»  ^ax  -  x^ 

'a*  +  6« 

sicher  nach  Potenzen  von  x  entwickeln,  wenn 

2AX+  X-<a«  +  6^ 
d.  i. 


Wir  werden  sehen,  dafs  das  sogar  angeht,  so  lange  X  kleiner  als 


l/a«  +  6*  verbleibt 

In  zwei  Fällen  ist  die  Forderung  A^<iS  unmittelbar 
erfüllt;  erstens  wenn  a^  =  0,  d.  i.  f{x)  mit  dem  Gliede 
Ä*^(*>1)  beginnt,  zweitens  wenn  die  Reihe  (1)  be- 
ständig convergirt.  Im  letzteren  Falle  convergirt  die 
Reihe  (5)  mindestens  für  alle  Werthe  \x\  <ili  und  für  jeden 
derselben  gilt  auch  die  öleichung  (7).*^)  —  Denn  ist 

\x\  =  X'  <R, 

so  nehme  man  eine  Zahl  K  zwischen  X'  und  R  an;  wegen 
der  beständigen  Convergenz  von  (1)  kann  man  sich  S>  ^{I^) 
denken. 

Beispiele.  Eines  ist  oben  Nr.  19  erwähnt,  wober 
0?  =  1  :  w  gesetzt  ist.  —  Ein  anderes  bietet  die  Aufgabe  dar, 
eine  Reihe  (2)  nach  Potenzen  von  x  mit  dem  Con- 
vergenzintervalle  (— -B,  +ü),  nachdem  darin  x=^XQ-\'h 
gesetzt  ist,  nach  Potenzen  von  h  zu  ordnen.  Das  ist 
jedenfalls  zulässig,  wenn 

x^\<R 


und 

\x,\  +  \h\<B, 
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also 

\h\<R-\x,\. 

Donn  iiunmt'hr  treten  an  Stelle  der  Functionen  f(x)j  ^( 
im  vorstehenden  Satze  bez.  Xq -{- h,  ia?ü'  H"  1^1-  Untere 
genannten  Bedingungen  hat  man  also 

f(x„  +  //.)  =  /•(:ro)  +  h  rK)  +  f,  r  (a:«)  +  •  •  • 

worin 

/'^"K^o)  =  2"  *''(*'*  -  1)  . . .  (w  -  w  +  1)  a^a:«  -  •    i 

(n  =  1,  2  . . .), 

d.  h.  die  Reihen  (8)  convergiren,  die  Reihe  (7)  sicher,  we 
\h\  <.  li  —  \x^^'   und  sie  hat  die  Summe   fX^Q -{- h).     Es 
jedoch  möglich^  dafs  sie    auch    für  Werthe    convergi 
die   gröfser   als   R —  Xq     sind.     Z.  B.:    Die  geometrisc 
Reihe 

X  so  "i"  SC     ~~~  Sv       I      •  •  . 

convergirt  im  Intervalle  ( —  1,  +  1).     Setzt  man   darin 

X  =  Xq  +  h         0  <  .To  <  1 , 

so  wird  man  dieselbe  Reihe  nach  Potenzen  von  h  erhalt 
wie  aus  der  Entwickelung  des  Bruches 

1  :  (1  +  rr,  +  h), 
d.  i. 

1         _         h 

1  +  .r„  +  /*         1  +  .«-0  '    \  _L ?L.  ^  +  ^^  (1  +  •«•(i)^ 


1 

1  +  ro 

1 

• 

h 

+ 

(1  +  ^oY 

. 

Sie  convergirt,  so  lange  ift,  <  1  -j-  ^oj  a'^<>  auch  för  Wer 
>  1  — a^o- 

Wie   erwähnt,   convergiren   die   nach    Potenzen   von 
fortschreitenden  Reihen  (8)  absolut  für  alle  Werthe  \xJ<C 
Man   kann   hinzufügen,    dafs   jede    dieser    Reihen    gen; 
dasselbe  Convergenzintervall  besitzt^  wie   die  Reii 
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(2).  —  Ist  die  Reihe  (2)  beständig  convergent,  so  folgt  der 
Satz  schon  aus  der  vorstehenden  Bemerkung.  Wenn  die 
Reihe  (2)  nur  in  dem  endlichen  Intervalle  ( —  ü,  -|-  -R)  con- 
▼ergirt,  so  hat  man  E<  R,  unter  ( —  ü',  +  K)  das  wahre 
Convergenzintervall  der  Reihe 


OD 


n^o)  =    >"ma,..Xo'"  - '  (9) 


1 


▼erstanden.     Nun   folgt  aber  aus   der  absoluten  Convergenz 
von  (9)  nach  Nr.  4  die  absolute  Convergenz  der  Reihe 


also  die  von 


r«ma:o"-,  (10) 


somit  ergiebt  sich  weiter  R>  R.  Aus  beiden  Relationen 
zusammen  wird  man  schliefsen  R  =^  R,  ~  Die  Reihe 

f  (««)  ^  2  ♦»  <'»   -    1)  Om  V  -  *  (11) 

steht  in  derselben  Beziehung  zu  (9),  wie  diese  selbst  zu  (10), 
d.  h.  setzt  man  in  (10)  statt  a„,  durchaus  (w  +  1)  «w-f  i,  so 
geht  /"(rr^)  in  /"(^o)  ober.  Also  convergirt  auch  (11)  genau  im 
Intervalle  (—  R,  +  R).     U.  s.  f. 

Die  Functionen  ^{xq),  f" {x^  ,  . .  heifsen  nach  Lagrange 
die  erste,  zweite  .  .  .  Ableitung  der  P'unctiou  f{x)j 
welche  als  Summe  der  Potenzreihe  (2)  definirt  ist,  und  wer- 
den auch  mit  Dxf{x),  D^fix) . .  .  bezeichnet. 

26.  Als  drittes  Beispiel  zum  Satze  der  vorigen  Nummer 
möge  die  Entwickelung  des  Quotienten  zweier  endlichen 
oder  unendlichen  Poteuzreihen  von  x 


f{^)  =  ^  «n^;"        g{x)  — ^  hnX 


in  eine  Reihe  nach  Potenzen  von  x  dienen.  Dabei  ist  an- 
zunehmen, dafs  der  Nenner  g{x)  für  a;  =  0  d.  i.  6^  nicht 
Null  ist     Demnach  kann  man 
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*    fc     * 

9{x)  =  60  (1  +  y),     y-2^ 

setzen,  woraus  sich  zunächst  ergiebt,  dafs  der  Brach 

für   hinlänglich    kleine  Werthe    von  x  in    eine    Reihe   nach 
Potenzen  von  x  entwickelt  werden  könne.     Man  findet 

mindestens  für  alle  Werthe  'x\  <,  K,  wo  K  aus  der  Relation 


ZU  entnehmen  ist.  Denkt  man  sich  K  auch  so  klein,  dals 
es  innerhalb  des  Convergenzintervalles  der  Reihe  f{x)  fallt> 
so  erhält  man  durch  Multiplication  dieser  Reihe  mit  (12) 
die  gesuchte  Entwicklung 

g|  =  do  +  d,a:  +  rf,a^  +  ...  (13) 

Die  Coefticieuten  dn  wird  man  leichter  recurrirend  aus 
den  folgenden  Formeln  berechnen.  Aus  (13)  ergiebt  sich, 
dafs  für  alle  |a;|  <  K 

f\x)=g{x)'  [  d,,  +  d,x  +  d.y +  .,.).     ^      (14) 

Daher  stimmen  nach  einem  Satze  in  Nr.  24  die  Goefficientoi 
derselben  Potenzen  von  x  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung 
überein.     Man  iindet  demnach 


an  =  hnd^  +  bn  -1^1  +  . .  .  +  b^dn 

d.  i.  ein  System  von  Gleichungen,  aus  welchen  man  nach- 
einander die  Zahlen  dQ,  (/,,...  J»  .. .  berechnen  kann,  in- 
dem 6q  von  Null  verschieden  ist. 

Die  GliUiglviM't  der  fili'ichung  (13)  ist  in  der  Regel  nicht 


CB'.Ddlkhe  Kfihrp.  291 

auf  das  Intervall  —  Ä'<a  <  -f-  A'  beschrankt,  sie  reicht 
Tielmehr  soweit,  als  beide  Keiheii  «;./)  und 

(/o  +  rfiJ   +  ^Ljc-  ... 

absolut  coDTergiren.  Das  folgt  uumittelbar  daraus,  dafs 
beide  Seiten  der  Gleichuuir  (14!  identi^ch  sind.  Es  kommt 
somit  darauf  an.  das  Convergenzintervall  der  Reihe 

zu  bestimmen ,  wa>  iliej»^niire!i  FäU",  wo  es  sich  aus  öen 
CoefBcienten  */,  ermitteln  läfst.  ausgr^m.inmen.  erst  die  Theo- 
rie der  Functionen  complexer  VeriindvTl'chen  zn  leisttMi  ver- 
mag. Man  ^drd  indefs  bemerken,  dafs  die  Reihe  </,^  +  ''i ' '+  •• 
för  einen  Werth  x  =  a:„  nicht  mehr  convergiren  kann,  wo- 
für g(2'Q)  =  0,  wahrend  f{u,\y;  von  Null  verschieden  ist.  Dfiin 
es  ist  nun 

lim  {fXx} :  g{x  1=4:^     ^^^     ^^^  ^  =  •''o  "il  f^- 

während,  wenn  die  genannte  Reihe  für  x  =  .r„  convergiren 
wQrde.  dieser  Grenzwerth  endlich  sein  müfste  (Nr.  2.-^). 

Wenn  f(x  ■  und  ff  ix  ganze  Functionen  von  .r  bedeu  - 
ten,  so  kann  die  Aufgabe  mit  Ilülfe  der  Partialbruchzerle- 
gung  der  rationalen  Function  f{x) :  (j{x)  auf  reellem  Wege 
za  Ende  geführt  werden.  Dabei  handelt  es  sich  hauptsäcli- 
lich  um  den  Nachweis,  dafs  der  Bruch  1  :  \(x  —  af  +  fc-J, 
worin  h  nicht  Null   ist,   eine   Reihe   liefert,   welche  für   alle 

Werthe  x  <  ]/a*  +  \r  convergirt.  Wir  winden  später  sehen, 
dafs  man  ihn  durch  eine  trigonometrische  Umformung  der 
Coefticienten  dieser  Reihe  erbringen  kann. 

Lassen  wir  /'(ä),  //(x)  in  x  bez.  vom  (Irade  ji,  q  sein, 
so  gehen  die  Gleichungen  (15),  wenn  n  >|>,  in  folgende  über 

0  =  6«rfo  +  i,-irfi  +  .  . .  +  M-  (16) 

Und  wenn  n  auch  >  //,  so  hat  man  fortan 

Aus  diesem  Grunde  nennt  man  jetzt  die  Reihe  £dnSC^ 
recnrrent. 

Ist  umgekehrt  eine  Potenzreihe  SdnX^  vorgelegt^  deren 

19* 
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Coefficienten  für  alle  Werthe  n>  m  den  Relationen  (17), 
bez.  falls  m  <  q^  für  die  Werthe  w  <  w  <  g  den  Relationen 
(IG)  genügen;  so  giebt  es  eine  rationale  Function  von  x, 
deren  Entwickelung  nach  Potenzen  von  x  die  vorge- 
legte Reihe  bildet.  Man  kann  daraus  entnehmen,  dab 
zu  jeder  recurrireuden  I'otenzreihe  ein  endliches,  nicht  ver- 
schwindendes Convergenzintei  vall  gehört. 

Die  genannte  rationale  Function  hat  den  Nenner 

g{x)  =  bf,  +  biX  +  .,,  +  b^X9 

und  als  Zähler  eine  ganze  Function  in  x  voni  Grade  i»  —  1 

f(x)  =  a^  +  «jo;  +  . .  .  +  a„,_irc^-*, 
deren  Coefficienten  aus  den  Gleichungen 

a,  =- b,d,  +  b,d,  (18) 


zu  bestimmen  sind.  —  In  der  That  genügen  die  Coeificieo- 
ten  der  Entwickelung  von  f{x)  :  g{x)  zunächst  den  Gleichun- 
gen (18),  so  dafs  für  d^,  d^y ,  .  .d,n^i  die  bereits  bekannten 
Werthe  sicli  ergeben.  Die  weiteren  Coot'ticienten  der  Q^eihe 
d,ny  d,n^i  .  .  .  folgcu  uus  dcu  Gleichungen  (17)  bez.  (16),  so 
dafs  auch  sie  mit  den  gleichstell  igen  Coefficienten  der  vor- 
gelegten Reihe  übereinstimmen. 

27«  Reihen  nach  ganzen  positiven  Potenzen  voo 
zwei  Veränderlichen  x,  y. 

Unter  einer  solchen  versteht  man  die  aus  Gliedern  von 
der  Form  a„,.  n^'"?/'*,  worin  die  Exponenten  m,  n  unabhängig 
von  einander  alle  gauzzahligeu  Werthe  0,  1,  2  . . .  erhalten 
können,  gebildete  unendliche  Reihe 

00.0  +  Oi.o^  +  Oo.iy  +  o^,ox^  +  Oi.i^y  +  «0.«^*  +  . . .     (1) 

Sie  hat  nur  dann  eine  Bedeutung,  wenn  sie  wenigstens  bei 
der  angegebenen  Ordnung  der  Glieder  convergirt.  Wenn 
die  Reihe  (l)*absolut  convergirt,  so  convergiren  absolut 
nach  Nr.  10  auch  die  Reihen 
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a;*'(a«.o  +  Oru^iy  +  a„^  »r  +  *  •  )  w  =  0,  1,  2  . . ., 

sowie  die  aus  ihren  Summen  x?''g,n{y)  gebildete  Reihe  und 
zwar  hat  diese  dieselbe  Summe  wie  (1),  welche  wir  mit 
f{Xj  y)  bezeichnen.     Man  hat  demnach 

X 

und  analog,  wenn  mau 

00,11  +  "l.  nX  +  02.  nX-  H =  fn{x) 

aetzty 

0 

Sat8.  „Liegen  silmmtliche  Glieder  a„,^  nX"'y'*  für  die 
Werthe  x  =  x^^,  y=  y^^y  deren  keiner  Null  ist,  diMU  absoluten 
Betrage  nach  nicht  über  endlichen  Zahl  r/,  su  convergirt  und 
zwar  absolut  die  Potenzreihe  2J  a„,^  n  x'" y"  für  alle  Wertli- 
systeme  x,  y,  welche  der  Bedingung  genügen: 

x\<\x,,\     \y\  <i2/o!-" 

Beweis.  Bezeichnet  man  die  absoluten  Betrüge  von 
<*«,«,  X  u.  s.  w.  mit  grofsen  Buchstaben  ^„,,  „,  X  u  s.  w.,  so 
findet  man 

Setzt  man 

X:X„  =  «,     Y:Y„  =  ß, 

SU  ergiebt  sich,  dafs  die  absoluten  Betrüge  der  Glieder  in 
(1)  kleiner  sind  als  die  gleichstelligen  in  der  Ileihe 

y  +  y^  +  9ß  +  9^''  +  yctß  +  f/ß'  -] 

Diese  Reihe  convergirt  nach  Nr.  7,  wenn  a  <  1  imd  /3<  1; 
und  zwar  ist  ihre  Summe  das  Product  der  beiden  geometrischen 
Reihen 

y  +  ff^  +  ycc^  +  '-'y    i  +  ß  +  ß'  +  '" 

Somit  convergirt,  wenn  X  <  X^,,  y<  1'^,,  die  Reihe  (1)  ab- 
solut. 

Zugleich  ergiebt  sich;  dafs  nun 
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Aus  (lpm  vorHtehendeii  Satze  folgt,  dafs  wenn  eine  Po- 
teuzreihe  nach  x  und  y  für  ein  System  v;in  Werthen  a?  «=  a^ 
y  =  f/^j^  von  denen  keiner  Null  ist,  convergirt,  sie  in  dem 
durch  «lie  Relationen  X  <  X^,  y  <  Y^,  definirten  Gebiete  von 
Xf  y  ab  sohlt  convergirt. 

28.  Satz.  ,,Es  seien  zwei  unendliche  Reihen  von  Werthen 


• . 


*^<) >  x^, . . .  Xrf  * '  -'f  y^j  y^  • . ,  yg 

gegeben,  deren  Glieder  siunmtlicli  von  Null  verschieden  und 
dabei  den  Bedingungen  genügen 

lim  \Xr\  =  0,         lim  |y,|  =  0. 

Wenn  nun  eine  endliche  oder  eine  für  alle  Werthsysteme 
Xj  y,  wofür 

\x\<R,       \y  <S, 

absolut  convergircnde  unendliche  Poteuzreihe  (1)  für  jedes 
Wer th System  Xr,  //<  den  Werth  0  hat,  so  mufs  sie  identisch 
verschwinden,  d.  h. 

«„,.„  =  0,      *M  =0,  1,  2.,.« 

n  I 

Beweis.     Setzt  man   in   (2)  y  =*=  y^  und  daneben   nach- 
einander X  =  Xq,  ./;,  .  .  . ,  M)  folgt  nach  Nr.  24 

.(/'«O/O  =  ^       (m  =  0,  1,  2  .  . .). 

Und  läfst  man  hier  6^  die  Werthe  0,  1,2...  annehmen,  so 
findet  man  nach  eben  demselben  Satze 

Corollar.     ,,Htiben   die   endlichen    oder  unendlichen  Po- 
tenzreihen 

welche  jedenfalls  in  einem  Gebiete 

x\<R,       |!/i</S 

absolut  convergiren,  für  jedes  der  soeben  beschriebenen  Werth- 
systeme Xry»  denselben  VVerth,  so  müssen  die  mit  den  näm- 
lichen Indices  versehenen  Coeflicienten  einander  gleich  sein, 
d.  i. 
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a«,.-v-,  ;;;)  =0,1,2..." 

Beweis  wie  beim  analogeu  Satze  in  Nr.  24. 

29.  Analog  dem  Satze  in  Nr.  25  Iäi»t  sich  die  folgeude 
Behauptung  rechtfertigen:  ,J&s  seien  gegeben  die  lleihe  nach 
Potenzen  von  y,  z 

9(»,  ^)  =S  *-.  »r ^%  r  1  =  ^' ''  •  •  • 

convei^ent  für  jedes  Werthsystem  yz,  wofiir 

•y\<S,  \z  <T 
und  die  endlichen  oder  unt»ndlichen  Poteuzreiben 

welche  für  die  Werthe 

—  li<x<+  R 

conyergiren.  Giebt  es  positive  Werthe  von  X,  kleiner 
als  Rj  wofür  die  Summen  der  Reihen 

worin 

A^  =  \an\,         B«  =  \bn\, 

kleiner  sind  als  S,  bez.  T;  so  kann  man 

nach  Potenzen  von  x  ordnen,  d.  h.  es  werden  die  Coetficienten 
von  jfi,  x^j  x^...  convergente  Reihen  mit  dm  Summen  c„,c, ,  c^... 
sein  und  eine  positive  Zahl  K<Cli  sich  angeben  lassen ,  so 
dafs  für  alle  ^x\<CK  die  Reihe  Cj,  +  ^i^  +  *''  convergirt 
und  die  Gleichung  besteht 

^CnX^  =  q>[f\x)y  g{x)]. 
Die  vorstehende  Bedingung  verlaugt,  dafs 

dann  kann  man  für  K  jede  Zahl  nehmen,  wofür 
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Als  eine  Anweiidung  dieses   Satzes    erscheint   die   Auf- 
gabe, die  Poteuzreihe  (1),  nachdem  darin 

X  =  x^  +  h,     y  =  y^,  +  k 

gesetzt  sind,  nach  Potenzen   von  h,  k  zu  entwickeln. 
Convergirt  (1)  absolut  für  alle  Systeme  x  y,  wofOr 


\x\<R,        \y-<8, 

so  ist  das  jedenfalls  zulässig,  wenn 
und 

\x,+lh<R,    ''yo\  +  \k\<S. 

Unter  diesen  Bedingungen  hat  man 


r.  s 


fr,s(x^,  ?/o>  =  ^  w.(m  -   1) .  .  .  (w  -  r  +  1)  n{n  —  1)  . .  . 


wobei 

/i).  o(Xo,  2/o)  =  /(>oyo)  0!  =  1 

und 

VI,  n 

zu  setzen  sind. 

30.  Auflösung  der  Gleichungen  durch  Reihen. 
Satz.     „Wird  vorgelegt  die?  Gleieliung 

y  =  a^,  ,x'  +  02.  0^-  +  «1.  iXy  +  ÖD,  2»^  H 

+  a,n,nx"'y''  H , 

deren  rechte  Seite  eine  endliche  oder  unendliche  Reihe  nach 
ganzen  positiven  Potenzen  von  xy  bildet  mit  Coefficien- 
ten,  welche,  absolut  genommen,  sämmtlich  eine  ge- 
gebene Zahl  y  nicht  tiberschreiten:  so  giebt  es  eine  und 
nur  eine  innerhalb  eines  gewissen  Intervalles  von  x 
convergente  Potenzreihe  ohne  constantes  Glied: 


C|  3/    "j^    C^t  üb       "T* 


•    ■ 
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welche  ttir  y  in  die  Gleichung  (4)  gesetzt^  sie  identisch  er- 
fflllty  so  dafsy  weDU  man  beide  Seiten  nach  Potenzen  von  x 
ordnet,  jede  Potenz  den  nämlichen  Coefficienten  bekommt." 

Beweis.  Zunächst  bemerke  man,  dafs,  wenn  in  (4)  eine 
unendliche  Reihe  steht,  sie  nach  Nr.  27  absolut  convergirt 
für  jedes  Werthsystem  x  y,  wofür 

|a;|<l,     |y|  <  1. 
Setzt  man  in  (4) 

y  =  CiX  +  c^x^  H (5) 

in  der  Voraussetzung,  dafs  die  Reihe  für  alle  Werthe 

--  R<x<  +  R 

convergire,  so  kann  man  nach  Nr.  29  die  rechte  Seite  nach 
Potenzen  von  x  ordnen.  Soll  nun  die  Reihe  (5)  die  Gleichung 
(4)  identisch  befriedigen,  so  müssen  die  Coefficienten  der 
nämlichen  Potenzen  von  x  auf  beiden  Seiten  derselben  über- 
einstimmen, also  die  Gleichungen  bestehen: 

Ci  =  Oo,  1 

Cj  =  öa,  0  +  «1, 1  Ci  +  öo,  2  Ci^  (6) 

In  der  n*^  steht  links  Cn,  rechts  eine  lineare  homogene  Func- 
tion einiger  unter  den  a„i^»,  deren  Coefficienten  ganze  ganz- 
zahlige Functionen  der  Coefficienten  q,  C2..c„_i.  Somit 
liefern  die  Gleichungen  ein  Werthsystem  c^,  Cjj...c„...,  so 
dafs  es  nur  eine  Reihe  (5)  geben  kann.  Sind  aber  die  für  die 
c»  ermittelten  Werthe  derart,  dafs  die  Keihe  (5)  nicht  etwa 
blofs  für  x  =  0  convergirt?  Cauchy  hat  ein  Verfahren 
gefunden,^)  wonach  man  sich  überzeugen  kann,  dafs  dem  in 
der  That  so  ist.  Wir  sind  nämlich  im  Stande,  ein  System 
positiver  Zahlen  D^,  D.^ , .  Dn  -  -  >  nachzuweisen,  die  nicht 
kleiner  sind  als  bez.  \c^\  !rjj|...|f;,  ...  und  dabei  so  beschafifen, 
dafs  die  Reihe  D^x  +  D.^x^  +  -  -  (Oj  für  alle  Werthe 
—  JSr<  X  <  + -BT  convergirt.  —  Es  springt  in  die  Augen, 
dafs,  wenn  in  den  Gleichungen  [ß)  alle  a,n,n  durch  die  posi- 
tive Zahl  y^  Wm,n\  ersetzt  werden,  so  dafs  sie  übergehen  in 

A^i/Ci  +  A  +  A'O  (') 
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jedes  Dn  positiv  und  nicht  kleiner  als  \Cn\  ausfallt.  Wir  be- 
merken ferner,  dafs  die  Reihe  (6)  unter  der  Voraussetzung 
ihrer  Convergenz  in  einem  Intervalle  ( —  JST,  -j-  K\  für  y  io 
die  Gleichung 

y  =  9^  +  9^  +  9^y  +  9y^  -\ h  9^tr  H » 

d.  i.  nach  Nr.  27 

(!/  + 1) /  -  y  =  -  iL-,-  m 

gesetzt,  sie  identisch  erfüllt.  Diese  Gleichung  wird  wirklich 
nach  y  durch  eine  convergente  Potenzreihe  von  der  Form  (4j 
aufgelöst,  welche,  da  es  nur  eine  solche  geben  kann,  mit  (6) 
übereinstimmen  mufs.     Denn  aus  (8)  ergiebt  sich 

2(i,+  l)y=l+]/l-i^-f+-^, 
und  hieraus  nach  Nr.  25,  da  nach  XI.  2  für  |tt|  <  1 


V 


1  1  1  1        2 

1  —  w  =  1  -  Y  ^^  —  Y  «   — 


und  fiir    xj  <  1 

X  :{\  —  X)  =:  X  -\-  x^  -\- , 

beim  unteren  Zeichen  der  Quadratwurzel 

y  =  (fx  +  (j  (\  +  9  +  9^)^  -^ 

Und  zwar  convergirt  die  IN'ihe  rechts,  wenn 

4//(//+  1)X;(1  -X)<1-, 
(1.  .i. 

\x''  =  X<  1  :(2y+  1)^ 

Soweit  convergirt  sicher  auch  die  Reihe  (5). 

Was  seit  Newton  ein  Grundgedanke  der  Analysis  ge- 
wesen, nämlich,  dafs  eine  Gleichung  von  der  Form  (4)  nach 
y  durch  eine  (convergente)  Potenzreihe  von  x  aufgelöst  wer- 
den könne,  ist  jetzt  endgiltig  festgestellt  worden.  Wir  wollen 
noch  einige  besondere  Fälle  diese«  weittragenden  Satzes  auf- 
führen. 
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1)  Wenn  G{Xf  y)  eine  ganze  Function  von  xy  bedeutet 
und  x^y^  ein  Werthsystem,  so  dafs  G{xQy  yj  =  0,  und  man 
entwickelt  G  {Xq  +  '*>  2/.»  H"  ^')  =^  ^  in  die  Forui  (3),  so  läfst 
sich  diese  Uleicliung  nach  h  durch  eine  couvergente  Potenz- 
reihe von  h  auflösen,  wenn  der  CoelTicient  Go, i(^o>  ^o) 
nicht  Null  ist. 

2)  Sollten  die  (ilieder  der  rechten  Seite  von  (4)  bei  der 
Substitution  der  Werthe  x  =  x^,  y  =  y^,  von  denen  keiner 
Null  ist^  endlich  bleiben,  so  braucht  man  nur  statt  x  y  die 
neuen  Veränderlichen  x  =  x^x!,  y  =  y^y    einzuführen. 

*S)  Die  Ümkehrung  der  Reihen.     Die  Gleichung 

^  =  «ly  +  ö^y*  '\ h  ««y"  H =  f(y\       f-0 

worin  rechts  eine  im  Intervalle  ( —  S,  S)  convergente  Potenz- 
reihe von  y  steht,  läfst  sieh,  wenn  a^  nicht  Null  ist,  auf 
die  Form  (4)  zurückführen.  Wir  erhalten  dann  daraus  für  y 
eine  convergente  Reihe 

Setzt  man,  unter  x  einen  Werth  innerhalb  des  Convergenz- 
intervalles  derselben  und  unter  y  das  zugehörige  ff(x)  ver- 
standen, in  (9)  statt  xy  bez.  x  -^  h,  y  -j-  k  und  entwickelt 
auch  die  rechte  Seite  nach  Potenzen  von  h,  so  findet  man 
sofort 

i  =  r  (.y)  ■  ff  (^)-  (10) 

31.    Ober  die  nnmerische  Berochnunff  des  Grenzwerthcs 
einer    convergeiiten    Reihe.     Dabei    wird    verlangt,    einen    mit 

Eioheiteo  von  der  Ordnung  10"  *  ubschliefHonden  Deciraal- 
bruch  a  zu  finden,  dessen  Unterschied  vom  Grenzwerthe  a 
der  convergenten  Reihe  £a^  dem  iibsoluten  Botrage  nach 
unter  ein«'r  halben  Einheit  der  1etzt<'n  Ordnung  liegt: 

Ea  sei 

und  \r^\  ^  R  ,  worin  B^  als  eine  gegebene  Function   von  n  zu  be- 

trachten  iat.  Die  GHeder  a^^,  a^  .  .  der  Reihe  werden  im  Allgemeinen 
selbst  unendliche  Decimalbrüche  sein,  so  dafs  zunächst  die  folgende 
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Aufgabe  zu  lösen  ist:  wieviel  Glieder  von  £a^  sind  sa  berücksichtigen 
und  auf  wieviel  Stellen  ist  jedes  derselben  zu  berechnen,  damit 

|«-^«|<V 


2      10*  ' 

unter  a„  die  Summe  der  auf  die  noch  aufeufindende  Anzahl  (i  +  /) 
von  Stellen  abgerundeten  Näherungswerthe  «„  . . .  «^  der  Glieder  o^  ...fl, 
verstanden.'^)     Es  soU^iuu  sein 

\a  -  a^\  =  |a  -  .,|  +  |s„  -  aj,  <  Ä,  +  ^  ^^*+i  ^  2   '  i^' 


d.  h. 


Ä„<-.-;v:y(l0'-    n-l). 
2      10*  +  ' 


Hieraus  hat  mau  durch  Versuche  die  ganzen  Zahlen  n,  I  zu  bestimmen, 
löt  das  geschehen  und  a^  auf  k  -\-  l  Stellen  berechnet,  so  wird  ff, 
unter  Berücksichtigung  der  Correctur  auf  k  Strllen  abgerundet,  wo- 
durch mau  erhält 

2      10*  2      10* 

Man  kann  aber  aus  der  Relation  a  --  ß  =  a  —  <'a4~9  ^^'^  echliefsen 
\a  —  (3|<10'~*,  d.  h.  der  Decimiilbruch  ß  bildet  entweder  den  An- 
fang der  Zahl  a  bis  zu  den  Kiiiheiti  n  der  Ordnung  10~~*  einschließ- 
lich oder  Heine  letzte  Ziffer  ist  um  eine  Einheit  höher  als 
die  gleichstellige  in  a. 

Um  den  gesuchten  Näherungswert h  a  zu  erhalten,  mufs  man  die 
soeben  angezeigte  Rechnung  zum  mindeäten  um  eine  Stelle  weiter 
führen.     Wenn  man  von  der  ersten,  auf  diese  Weise  gefundenen  Zahl 

ß\  welchem  also  der  Relation  a  —  ß'  <C  10"~*~^  genügt,  die  letzte 
Deciuiale  wegläfat,  so  bleibe  ß  übrig.     Da  nun 


«-(?+.^.)=<"-'''^- 


10  -  «*  +  l 
10* +  1 


feo  wird  man,  j»*  nuchdeui  Cf,,^   eini.'n  der  Werthe  0  bis  4  oder  einen 

der  Werthe  6  bis  9  annimmt,  a  =  ^  oder  a  ==  J3  +  10"~*  setzen.    Im 
Kalle    c^  ij  ==  5  mufs  die  Rechnung  so  lange  fortgesetzt  werden,  bis 

die  letzte  Ziffer  des  bezüglicheu  Werthes  ß  von  5  verschieden  aasHillt. 
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82.    Im   Falle    einer  Potenzreihe  kann  man  in    folgender  Art 
Fanctionen  R^  zur  Schätzung  dcH  Restes 

»•.  =  «.+1^"+' +  «.+.*"+'  + 

aufstelleD.     WeifB  man,  daH«  die  Glieder  di'r  Potenzreihe  von 

an  für  einen  Werth  a;  ^  i  i^  nnter  einer  Zahl  g^  verbleiben  —  was 
stets  der  Fall  ist,  wenn  die  Reihe  für  j:  =  +  i^  convergirt  —  so  tindet 
man  nach  Nr.  22-,  wenn  \x\  '=^  X  <^  J{, 


^n 


Nehmen  die  Glieder  A^W*  mit  wachsendem  n  beständig  ab,  so  kann 
gesetzt  werden,  wodurch  sich  crgiebt  für  X  <Ci  H 


Wenn  anfserdem  der  Quotient  -^^  i  |  :  A^   mit   wachsendem  n    be- 
st&ndig  abnimmt,  so  hat  man 


-^«4-*  -^n+t      -^«+*— 1  ^»4- 


•    •    • 


(3) 


and  damit,  venn  X  <^By 

-a.^.^-+'.(.-2:^;a-). 

Denn  es  ist  wegen  ^1,  .  ,Jf"  +  *  <  il,Ä" 

also 

-^»-n  X 

Wenn  die  Coefficienten  der  Potenzreihe  sämmtlich  gleichbe- 
zeichnet, z  B.  positiv  und  die  Reihe  für  den  positiven  Werth  X  ==  Ji 
convergirt,  so  dafs  
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80  findet  man,  falls  X<^B, 


i<(-jr'i;--+-^"-"' 


1 


d.  i. 


(4r'{'-j».-i- 


0 

Wenn  die  Zeichen  der  geltenden  Glieder  von 

altemiren  und  dabei  die  Glieder  dem  absolnten  Betrage  nach   bestän- 
dig und  unter  jede  Zahl  sinken,  so  wendet  man  den  Satz  von  Nr.  8  an. 


XI.  Abschnitt. 

Die  Potenzreihen  fOr  die  Expontialfanction,  die  Potenz 

und  den  Logarithmus. 

1«  Mit  Benutzung  des  im  IX.  Abschuitte  entwickelten 
Begriffes  einer  stetigen  Function  können  wir  die  Erörterungen 
in  Vin.  6 — 8  auch  als  Lösung  der  von  Cauchy')  formu- 
lirten  Aufgabe  hinstellen:  ,,Eine  eindeutige^  zwischen  belie- 
bigen Grenzen  der  Veränderlichen  x  stetige  Function  der- 
selben zu  finden^  welche  fQr  alle  Werthe  von  x  y  die  Gleichung 

fix  +  y)  =  fix)  .  m  (1) 

befriedigt.  AuTserdem  soll  /*(!)  eine  gegebene  positive  Zahl 
a  sein/'  Die  gesuchte  Function  kann  nämlich  keine  andere 
sein  als  die  Potenz 

fix)  =  [/•(!)]'  =  o«. 

Versuchen  wir  nun,  ob  sich  die  Exponentialfunction  f{x) 
nicht  durch  eine  innerhalb  eines  endlichen  von  Null  ver- 
schiedenen Intervalles  convergente  Potenzreihe  darstellen 
lasse.^)     Unter  Voraussetzung,  dafs 

f{x)  =  %  +  a,x  +  a^x^  H , 

folgern  wir  aus  (1)  nach  X.  28,  dafs  die  Coefficienten  von 
so^y^  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung  übereinstimmen 
müssen,  d.  i. 

«"'^  =  ("*«**)«-+-'  «1=^'  1'2...  (2) 

Aus  Oq^  «b  a^  mufs  man  schliefsen  a^^  =  1-,  du  die  Annahme 
Oq  =  0  auch  On,  a=  0  d.  i.  /\x)  =  0  nach  sich  ziehen  würde. 
Man  findet  ferner  für  m  «=  1,  ;<  =  i ,  2  . .  . 
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«i   =  2a^y    ^i^g  =  Sag,  .  • . .  flrja«_i  «=  na 


ny 


somit  durch  Multiplicatiou  dieser  Gleichungen,  da  keine  der 
Zahlen  a^ ,  a^  . . .  Null  sein  kann, 


"         m! 


Dieser  Ausdruck  genügt  in  der  That  der  Relation  (2)  wegen 

(m  +  «\  (m  +  ♦*)• 
m     I  m\  n! 

Wir  sehen  demnach,  dal's 

/■(a;)  =  1  +  a,a.  +  ^«^^1'  + (3) 

sein  mufs.  Das  ist  in  der  That  eine  Potenzreihe,  welche 
nicht  etwa  blofs  für  x  =  0  convergirt,  ja  sogar  eine  be- 
ständig couvergente  (X.  22).  Man  überzeugt  sich  auch  so- 
fort, dafs  sie  wirklich  die  Gleichung  (1)  befriedigt. 

Die  Summe  der  unendlichen  Reihe  (3),  welche  die  will- 
kürliche Constante  a^  enthält,  ist  eine  eindeutige  und  stetige 
Function  von  x  für  jeden  endlichen  Werth  von  x.  Sie  mufs 
daher  mit  a'  übereinstimmen,  wenn 


a« 


/"(i)  =  a  =  1  +  «,  +  ^y  + 

ist.    Setzt  man  zunächst  aj  =  1,  so  ergiebt  sich  nach  VII.  5 

/•(l)  =1  +  14-1+3»,  + .e 

(Basis  der  natürlichen  Logarithmen)  und  somit 

e-  =  1  +  X  +  f-;  +  ■ .  •  +  ^,"  +  •  •  ■  ■  (4) 

Unter  „Exponentialfunction"  versteht  man  häutig  die  specielle 
Function  e*,  die  auch  die  „natürliche  i'otenz"  heifst. 
Für  die  allgemeinere  Function  a'  ist 

a  -  /•(!)  =  ««., 
d.  i. 

also 
a'  =  (f>-'=.\-\-xla+\^>  H h  ^-~l-  H (5) 
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Die  Gleichungen  (4)  und  (ö)  gelten  für  jeden  endlichen 
Werih  Yon  x,  so  dafs  eine  vollständige  analytische  Dar- 
stellung der  Functionen  6^,  a'  erlangt  worden  ist. 

2.  Die  Binomial reihe.  Der  Eingangs  der  vorigen  Nr. 
erwähnte  Satz  führt  auch  zur  Lösung  der  Aufgabe:  „den 
Grenzwerth  der  Potenzreihe 

/*o  +  /*i^  +  ^2^^  H H  l^niv""  + ,  (G) 

worin 

fio  =  i,         ^1.—         r~27.  :"n        ' 

zu  bestimmen  im  Falle,  dafs  sie  convergirt.'^ 

Wenn  fi  eine  natürliche  Zahl  oder  0  ist,  so  rediicirt  sich 
die  Reihe  (6)  auf  eine  endliche,  deren  Summe  nach  VIII.  3 
(1  +  xy  ist. 

Ist  aber  die  Reihe  (6)  unendlich,  so  hat  man  zunächst 
zu  untersuchen,  unter  welchen  Bedingungen  sie  convergirt. 

1)  Zur  Binomialreihe  gehört  das  Convergenzin- 
t ervall  ( —  1,  +  1).  —  Unmittelbar  nach  X.  22,  indem 

1*,     _  ^  —  ^^  +  ^ 

(7) 


<n  —  l 


(-ir">»-i     i»«.-!' 


;  =  i---     («>^  +  l); 


also  bei  lim  n  =  -|-  oo 


lim 


=  +1 


ist.  —  Nach  X.  19  folgt  daraus  femer,  dafs  falls  n>  ^  -{-  1, 
( — l)"/*«  stets  dasselbe  Zeichen  hat,  somit  die  Binomial- 
coefficienten  fi«  abwechselnd  positiv  und  negativ  sind,  und 
dals  bei  lim  n  =  +  6o  lim  !^„|  =  0  oder  +  ^^?  j^  nach- 
dem f»  >  oder  <  —  1.    ("^  )  ist  (—  1)". 

2)  Für  a;=  —  1  werden  die  Glieder  von  (G),  wenn  n 
die  Zahl  ft+l  übersteigt,  gleichbezeichnet  Die  Reihe 
convergirt  dann  und  nur  dann,  wenn  ft  >  0.  —  Nach 
X.  19  zufolge  (7). 

3)  Für  sc  =  -f-  1   sind,  wenn  n  die  Zahl   ^  +  1   über- 

Stols,  VorletuDgcn.  20 


steigt,  die  Glieder  abwecliaelnd  positiv  und  negativ.  Die  Ueihe 
convergirt   dann    und    nur   dann,   wenn    (*  >■  —  1   DQd 
zwar  absolut  nur,  wenn  ^  >  0.  —  Nach  X,20  zufolge  (7). 
Im  Falle  der  Convergenz  sei 


^'ß^x-^q>(li,  x). 


Bedeutet  i»  eine   natOrliche  Zahl   oder  0, 
erwähnt, 


hat  ! 


Da  somit 


(T) 


fp{m,  x)  ip(n,  x)  =  9i(m  +  n,  x), 

80  liegt  es  nahe,  das  Produet  fp{^,x)-tp{y,x)  im  Allgemeinen 

zu  untersuchen.   Hierbei  ergiebt  sich  leicht  der  Satz:  ,,Sb  ist 

qofft,  X)  ip{v,  x)  =  >p(ji-\-  V,  x),  («) 

wenn  nur  die  drei  hier  vorkommendeu  Reihen  convergiren." 
Mit  Rücksicht  auf  X.  23  genügt  ea,  den  Satz  unter  der 
Voraussetzung,  dafs  \x]  <  1  sei,  zu  beweisen,  in  welchem 
Falle  die  Reihen  ip(ii,x)  g}{v,x)  absolut  convergiren.  Mao 
findet  daher  nach  X  10 

ip(lt,  x)  <p(v,  x)  =2  ^^> 
wo 


und  allgem 


.-2---.  =  (' 


+•1 


(9) 


Wir  könnten  diese  Gleichung  durch  den  SchluTs  von  r  auf  r  +  1 
beweisen.  Tiefer  in  das  Wesen  der  Sache  dringt  aber  die 
folgende  Überlegung.  Durch  Ausrechnung  des  Prodactfs 
<p{m,  x)  ■  ifin,  x)  in  (7*)  erkennt  man,  dafa  die  Gleichung  (9) 
besteht,  falls  ft,  v  beide  natürliche  Zahlen  m,  n  sind. 


stimmen  die  ganzen  Functionen  von  [i  -. 


fr  + 


tlS:.'-. 
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flberein  ffir  alle  Werthsysteme  (i  ^=  m  v  =  n^  somit  die 
ganzen  Ftmctionen  von  1 :  fi,  \  iv 

für  jedes  aus  den  Reihen 

entnommene  Werthsystem  1  :  fi,  1  :  i/.  Da  die  Glieder  in 
jeder  der  Reihen  zur  Null  convergiren,  so  sind  nach  X.  28 
die  beiden  letzteren  Ausdrücke  identisch^  daher  auch  die  bei- 
den ersteren. 

Die  Gleichung  (9)^  welche  das  Additionstheorem  der 
Binomialcoefficicnten  genannt  wird,  enthält  als  specielle 
Falle  die  Relationen 

r 
0 

Letztere  kann  wie  in  YIII.  3  unmittelbar  verificirt  werden. 
Nachdem  gezeigt  ist,  dafs  die  Function  (p(ii,x)  der  Re- 
lation (8),  d.  i.  (1)  Genüge  leistet,  haben  wir  zu  beweisen, 
dals  sie  bei  constantem  dem  absoluten  Betrage  nach 
unter  1  liegendem  x  eine  stetige  Function  von  (i  ist 
und  zwar  für  jeden  endlichen  Werth  von  fi.  Da 
nach  (8) 

q>(li  +  v,x)  —  (p((i,  x)  =  q>{(i,  x)[(p(v,  x)—l], 

so  ist  das  der  Fall,  wenn 

lim  q>(y,  a;)  =  1         {\x\  <  1) 

ist.  Und  diese  Relation  besteht  sicher,  falls  die  Reihe  (6) 
gleichmäfsig  für  alle  Werthe  von  [i  =  v  im  Intervalle 
( —  M,  +  M)  convergirt.     Indem  — -  |i;|  =  A"  gesetzt,  — 

20* 
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so  fol^,  (lafs  für 

Man  findet  somit 


QC 


2(;)'<2(-i)-(-.'')N-. 

fl-fl  w-fl 

wodurch  die  oben  erwähnte  gleichmäfsige  Convergenz  aufser 
Zweifel  gesetzt  ist.  —  Die  Stetigkeit  von  (p(jij  x)  nach  p 
folgt  auch  daraus ;  dafs  9>(f*,  x)  in  eine  Potenzreihe  nach  fi 
verwandelt  werden  kann.     (Vgl.  Nr.  5.) 

Nach  dem  Vorstehenden  können  wir  schliefsen,  daCs, 
wenn 

—  I<a;<+1,      9{i^,x)  =  ip{\,xy  =  {\+xy.    (10) 

Was  die  Fälle  x  =  —  \  und  +  1  betriflft,  so  gilt  auch  för  sie 
diese  Gleichung^  wenn  überhaupt  die  Reihe  (6)  convergiri 
Denn  es  ist  dann  sowohl  (1  +  ^)''  bei  x=^  +\  eine  stetige 
Function  von  Xy  als  auch  nach  X.  23  die  Summe  der  Reihe 
9)(ft,a;). 

Wir  sind  somit  zu  dem  Satze  gelangt:  ,,In  allen  Fällen, 
wo  die  Binomialreihe  convergirt^  ist  ihre  Summe 
(1  -f*  ^Y'^  ^)  —  Wenn  sie  nicht  absolut  convergirt  (d.  i.  für 
X  ===-{'  \y  0<^<  —  1),  sind  die  Glieder  in  der  durch  (6) 
angegebenen  Ordnung  zu  summiren. 

3.  Näherungswerthe  für  die  absoluten  Wurzeln. 
Ist  \^x>0  und  0  <  ft  <  1 ,  so  wechseln  die  Glieder  der 
Binomialreihe  vom  zweiten  angefangen  das  Zeichen.  Dabei 
ist  bei  lim  n  =  +  c»  lim  ft«  =  0.    Mau  hat  somit  nach  X.  8 

\  +  lix  +  iL.,x^  <  (1  +  ^>"  <l+iix, 
oder 

0  <  1  +  f*^  —  (1  +  ^y  <  *^^'*^  x\  (11) 

Der  zweite  Theil  der  llelation  (11)  setzt  nach  dieser  Ableitung 
x'^X  voraus;  er  gilt  jedoch,  sowie  der  erste  schon  in  VIII.  8  be- 
wiesene,  wenn  x   irgend   einen  positiven    Werth    erhält.     Setzt   man 

nämlich 

1       _  X 

Y+x  ""  ^  ■"  14^ ' 
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■o  ist  der  Snbtrahend  kleiner  als  1.    ( 1  —  t-  .—   )     liefert  nun  eine 

\         1  -\-x/ 

Binomialreihe,  in  der  alle  Glieder  vom  zweiten  an  negativ  sind.    Man 

findet  also 

und 

(i+,r<i:(i-,^+^(^-;-Jl. 

Sabtrahirt  man  von  der  rechten  Seite  den  Ausdruck 

so  ergiebt  sich  ein  i)08itiver  Unterschied;  somit  ist  auch  jetzt 

(l  +  xr>l  +  fix  +  iL,x\ 

Mittelst  der  Ilelation  (11)  kann  man  einen,  etwa  auf 
die  gewöhnliche  Art  gefundenen  Näherungswerth  a  für 

die  yä  verbessern.  Kennt  man  von  ya  n+  1  Stellen 
(von  der  ersten  geltenden  an  gerechnet)  genau,  welche  den 
Näherungswerth  a  bilden,  so  findet  man  weitere  Stellen  der 
Wurzel,  indem  man  a  —  «"*  durch  ma^~^  dividirt.  Man 
kann^  ohne  die  Allgemeinheit  zu  beschränken,  annehmen, 
dab  die  Ziffern  a  bis  zu  den  Einem  einschliefslich  reichen, 
so  dafs 

a  <  K  «  <  a  +  1. 

Ware  in  der  That  die  letzte  Ordnung  in  a  10'',  so  ersetzt 
man  a,  «  bezüglich  durch  a .  10""*^,  a  .  lO"''.  —  Es  sei 


m  t  —  m 


O  =  O"  +  ft,       j/fl  =  «  j/l  +  ■'',;  =  t(-\-Z,        0<Z<1. 


Setzt  man  in  (11) 

fi  =  1  :  /w,         X  =  h  :  «"*, 
so  folgt 


m 


'><^+----^-v^K<"7' {:...)'• 


mcc'" 


d.  i. 


Wenn  nun 
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«  =  Co  .  10»  +  t?^  .  lO*-^  H h  c»     (Co  ^1,  n>  1), 

und 

6:ma"»-^  <  1, 
so  ergiebt  sich 

0<«  +  -^T-?«<^~-  (12) 

Daraus  kann  man  Folgendes  ableiten. 

1)  Ist  m  =  2  und  Cq  <  5^  so  kann  man  das  letzte  Glied 
in  (12)  durch  10~»  ersetzen.  Demgemäfs  berechne  man  auch 
6:wa"*~^  auf  n  Stellen,  so  dafs 


Sodann  findet  man  aus  (12) 

Ist  aber  Cq  ^  5,  so  kann  man  hier  10»  durch  10*  +  *  ersetzen, 
wenn  man  auch  ß  auf  n  -f-  I  Stellen  berechnet  hat.  Das  liefert 

den  folgenden  Satz:  „Wenn  man  von  ^a  n  -|-  1  Stellen  genau 
kennt,  und  man  berechnet  den  eine  Einheit  der  letzten  Stelle 
in  u  nicht  erreichenden  Quotienten  (a  —  a^) :  2a  auf  n  oder 
n  '\-  \  Stellen  /3,  je  nachdem  die  höchste  Stelle  in  a  kleiner 
als  5  ist  oder  nicht;  so  hat  man  n  bez.  n  -f*  1  weitere  Stellen 

von  ya  gefunden.  Doch  kann  der  Decimalbruch  a  -{~  /)  um 
eine  Einheit  der  letzten  Stelle  zu  grofs  sein.^^^) 

2)  Ist  w>3,  so  rechne  man  irwa"*""*  auf  n  Stellen, 
so  dafs 


Dann  ergiebt  sich  aus  (12) 

„Kennt  man  ^n  )/ä  n  -{'  1  Stelleu  a  und  man  be- 
rechnet  den  eine  Einheit  der  letzten  Stelle  von  a  nicht  er- 
reichenden Quotienten  (a  —  a^)  :  3a^  auf  n  Stellen  /J;  so  hat 

man  n  weitere  Stellen  von  y^   gefunden.    Doch   kann    der 
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Dedmalbrucli  €C  -{-  ß  um  eine  Einheit  der  letzten  Stelle  zu 
grofs  sein.^    U.  s.  £ 

Indem  5<6 :«•«*" ~\  ao  kann  6  :  ifia"*~*  ^  1  sein.  In  einem 
BOlehen  Iklle  kann  man  sich  die  Auafdhrung  obiger  Division  ersparen. 
Man  erfaftlt  ans 

6  —  («  +  ^)«  —  «"»  —  ma"'-'^g  +  m^a'^-^z*  -] f-  -»"*       . 

h  m—1       «*        m  —  1     w  —  2     z' 

m  —  1     m  —  2     m  —  S     z^ 

2  3  4  a»  ' 

■omit 


m  —  1     1        m  —  1     w— 2     \_ 
~"2         «  2  3         «• 


m—1     m  — 2     m  —  8     1 


•  ■     • 


2  3  4         a* 

1)  Ffir  m  ■■  2  ergiebt  sich  hieraus 


+  l--i-.J^<|/a<a  +  l. 
2Ca      in»        ^ 


0      10 

D.  h.  ^i  (a  —  a*)  :2a  gleich  oder  gröfser  als  eine  Einheit  der  letzten 

Stelle  in  a,  so  folgen  in  Ya  auf  a  mindestens  n  oder  n  -)-  1  Nenner, 
je  nachdem  die  höchste  Stelle  in  a  kleiner  als  5  ist  oder  nicht." 

2)  Ffir  m  »  3  hat  man 

a  +  l-J: ^-<^^<a  +  l, 

a  3a. 10"         ^ 

woraiu  man  den  Satz  folgert:    „Ist  (a  —  a^)  :  3  a'  gleich  oder  gröfser 

al«  eine  Emheit  der  letzten  Stelle  in  a,  so  folgen  in  ya  auf  a  min- 
destens n  Neuner/' 

3)  Wenn  m  >-  3,  und  a  so  grofs  ist,  dafs 

^»-3     1 

—AT  •  TT  <  ^» 

so  hat  man,  da  die  Brüche  (m  — Ä;-f  I)-'^   ^^^   wachsendem  k   ab- 
nehmen, 

^^         m  —  1  1         m—1     m  —  2     If^.m  —  3 

^  2  a  2  3  a*  l      *^      4a 

d.  i 

^,         m—1      1         m  —  1     m  —  2     1      /         m  —  3\ 

*>^ — 2--^--2 s-'ä^'V — 4ir;- 
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Daraus  folgt 

a+1- 

w»— 1 
2 

1 
a 

(m—  l)(m  — 2) 
Ca- 10** 

\           4. 11 

woraus  man  ähnliche  Schlüsse  wie  oben  ziehen  kann.   Die  Sanune  der 
beiden  letzten  Glieder  links  liegt  unter  — - —  10""",  wenn 

4.    Wenn    man    zur    Verbesserung    eines    Näherungs- 

\fertlies  a  der  y^  ^^^^  noch  das  Glied  mit  der  zweiten 
Potenz  in  der  Binomialreihe  (6)  heranziehen  will,  so  be- 
dient man  sich  mit  Vortheil  der  Lambert'schen  Formeln.^) 
Multiplicirt  man  die  Binomialreihe  mit  einer  linearen 
Function  1  -f*  y^j  »o  findet  man,  sicher  so  lange  |a?|  <  1, 

+  (f*«  +  f*«  -1  y)  ^  H — 

Hier  bestimmt  man  y  so,  dafs  das  Glied  mit  x^  ausfallt,  d.  i. 
man  setzt 

Nunmehr  erhält  man 

^3  =  ^3  +  f*2y  =  '*^\7^^^ 

{n  —  2  —  fi)  {n  —  2):2'  n!    (n  >  3). 

Unter  der  Voraussetzung,  dafs  0  <  ft  <  1  und  a;  >  0  sei, 
wechseln  die  Glieder  der  Reihe  (13)  von  n  =  3  an  ihr 
Zeichen.     Da 


K 
*,-. 

n  - 

-2—  fi    n  —  2  /. 

n            n  —  S         \ 

2  +  ^\           n 
n    /           3 

n 

—  1  - 

so  ergiebt  sich  nach  X.  19,  dais  {A„|  bei  wachsendem  n  be- 
ständig abnimmt  (und  zwar  von  u=3  an)  und  bei  limnn>4'<^ 
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den  Grenzwerth  0  hat.    Es  convergirt  somit  die  Reihe  (13) 
auch  für  a;  — +  1  und  ihre  Summe  ist  (3  —  f*)2''-^ 
Nach  X.  8  findet  man  nun 


Q<(i^^y(i  +  '-''^)-[i  +  't"^] 


^  u(l  —  a'"')     .. 


(1-i) 


oder 


12 


0  <  (1  +  «>'  — 


1  + 


fix 


1  + 


l-li. 


o 


X 


<^^--'"^x-(l  +  l^-^.). 


Hier  setze  man,  wie  oben  ft  =  1  :  m  x  =^b  :  a"*,  welclie  Zahl 
wir  jetzt  <C  1  annehmen;  dadurch  ergiebt  sieh  durch  Multi- 
plication  mit  a 

b 


m, — 


0<  i/o  — 


«  + 


w  — 1    ,    w  —  1   b 
^      2       a 


w«-^    / b_  y 


L=b:  (wa"*-^  + 


m  — 1  6 
2       a 


ist  die  Lambert'sche  Ergänzung  des  Näherungswerthes 
a.    Der  Fehler  liegt,  wenn  bima"*—^  <  1  ist,  unter 


12.CoMO^" 


Daraus   ergeben   sich    ähnliche   Sätze    wie    in    der    vorigen 
Nummer.    Ist  z.  B. 

1  >  »'••  - 1  > .  L 


12.  c. 


10 


SO  berechne  man  L  auf  2n  Stellen,  so  dafs 

L  =  k  +  r,        0<r<10-*»; 
worauf  man  finden  wird: 

a  +  A  <  >^a  <  «  +  A  + -^^r 

D.h.  man  hat  2n  weitere  Stellen  von  ya  erhalten;  doch 
kann  die  leiste  Stelle  um  eine  Einheit  zu  klein  sein. 
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5.    Reihenentwickelung    fOr    dea    Logarithmua.1 
Nacii  (b)  und  (ß)  bestehen  die  Gleichungen 


lat  63  gestattet,  die  untere  Reihe  nach  Potenzen  von  fi  at 
ordnen,  so  erhalten  irir  zufolge  des  Satzes  in  X.  24,  indem 
wir  die  Coefficienteu  der  gleichen  Foteazeu  von  (i  io  beiden 
Zeilen  einander  gleichsetzen,  Potenzreihen  für  1(1+  xj, 
r/{l  +  a:)1''  u.  a.  f.')  Da  ;*,  nach  Potenzen  von  (i  entwickelt 
den  Ausdruck 

C.--f +  "...C'+--  +  ^  (16) 

liefert,  so  ergiebt  sich  auf  diese  Weise  die  Entwickelung 


i(i  +  «)- 


'*  — T  +  T- 


(16) 


Dafs  sich  die  Biuoniial reihe,  wenn  x  numerisch  kleiner 
als  1  ist,  iu  eine  Potenzreihe  von  y,  verwandeln  läfst,  folgt 
aus  dem  3,  Satze  in  X.  11.  Nach  detuselben  hat  man 
nächst  die  absoluten  Beträge  der  (.ilieder  iu  (lö)  zu  sam- 
miren,  wodurch  man  —  \n\'=M  gesetzt 
ilf(M  +  l)  •  ■  ■(« +  n—  1) 


'  =  (-')■(-„") 


erhält.  Denn  dieser  Ausdruck  liefert,  nach  Potenzen  von  Jtf  ent- 
wickelt, Coefficienteu  von  demselben  numerischen  Werthe  wi* 
die  in  (15).  Weiter  ist  zu  bemerken,  dafs  die  aus  den  eben 
genannten  mit  X'  multiplicirten  Auadrückeu  gebildete  Reihe 


l  +  MK+{ 


.u\ 


(-xr+- 


)(-X)-  +  . 


in  der  That  convergirt,  so  lange  X  <  1. 

Die  Gleichung  (16)  besteht  somit  für  alle  Werthfl 
von  X,   welche   dem   absoluten  Betrage   nach   unter 
liegen.   Sie  gilt  auch  noch  für  x  ^  1,  da  die  recht«  Seite 
convergirt  und  sowohl  die  Function  l(\  -\-  x)  als  auch  die  Summs 


Die  Ezponential-  und  andere  Reihen.  315 

der  Potenzreihe  für  o;  »»  1  wenigstens  nach  rückwärts  stetig 
sich  ändern  (X.  23).    Wir  haben  somit  für  die  nicht  absolut 

convergirende,  schon  in  X.  8  erwähnte  Reihe  1  —  o  +  t 

den  Grenzwerth  12.  In  allen'anderen  Fällen  ist  die  loga- 
rithmische Reihe  divergent. 

Man  erhält  die  Reihe  fflr  j/  =  {(i  -f-  j:)  auch  aus  der  Gleichung 
«^  ■—  1  +  Ä,  d.  i. 

^-^-y  +  rr2  + ""^ 

durch  Umkohrung  der  links  stehenden  Reihe.    Nach  X.  SO  genügt  ihr 
eine  and  nur  eine  convorgcnte  Potenzreihe 

Die   Bestimmang   der   Coefficienten   kann    vermittelst   der   Gleichung 
(10)  a.  a.  Q.  erfolgen.    Wegen 

folgt 

somit 

1—  e^gix), 
oder 

j-p^«l  +  2c,  «  +  3030;«  +  ..., 
woraus  sofort  sich  ergiebt  nc^  =  ( —  l)»— 1. 

Vertauscht  man  in  (16)  x  mit  —  x,  so  erhält  man 

somit  durch  Addition  dieser  und  der  Formel  (16) 

'l4|  =  2{*  +  T  +  y  +  '--)       -!<«<+!.    (17) 
Nach  X.  32  hat  man  als  Fehlergrenze  —  wenn  {:i;|  =  X  — 

Wenn  irgend  eine  positive  Zahl  N  vorgelegt  wird;  so  liefert 
die  Gleichung 

1  +x        ^  N—  1 
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also  für  X  einen  Werth,  der  seinem  absoluten  Betrage  naeh 
unter  der  Einheit  liegt.  Somit  kann  2^  durch  die  Reihe  (17)  e^ 
halten  werden,  jedoch  zur  numerischen  Berechnung  ist  sie  in 
der  Regel  nicht  geeignet  Auf  diese  Weise  ist  berechnet 
worden 

Setzt  man 

N=(a  +  h):a, 

unter  a  eine  positive,  unter  h  eine  Zahl  >  —  a  verstanden; 

so  wird 

x  =  h:{2a  +  h) 
und  man  findet 

lia  +  h)-la  =  2  1^^-  +  i  .  (^^.^y  +  ...).  (19) 

• 

Der  Unterschied  der  Logarithmen  zweier  Zahlen  läCst  sich  in 
eine  nach  den  ungeraden  Potenzen  des  Quotienten:  Unter- 
schied der  Zahlen  dividirt  durch  ihre  Summe,  fortschreitende 
Reihe  entwickeln.     Für  a  =  4,  Ä  =  1  folgt  aus  (19) 

Mau  hat  nun  auch 

110  =  12  +  15 

und  damit  den  Modulus  M  des  Briggischen  Sjstemes 

M'=  1:110  =  0,  43429  44819  . . . 

6.  Nach  Ermittelung  des  Modulus  lassen  sich  die  Reihen 
(17),  (19)  auch  zur  Berechnung  der  gemeinen  Loga- 
rithmen verwenden.  So  findet  man  aus  (19)  durch  Multi- 
plication  mit  M  (VIII.  9) 

log  (a  +  Ä)  =  log  a  +  2M  |^-,^  +  J  (^f 

(20) 

^   5   VZa  +  h/    ^         r 

Das  erste  Glied  dieser  Reihe  reicht,  wie  Koralek  bemerkt 
hat,^  hin,  um  die  Logarithmen  aller  Zahlen  N  von  10®  bis 
10^  auf  sieben  Decimalen  zu  berechnen,  wenn  die  Logarithmen 
von  2,  3,  7,  11,  13  bekanut  sind.     Setzt  man  7«  «a  au,  so 
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nach  (18)  und  X.  31  log  (a  -|-  h)  bis  auf  eine  halbe 
Einheit  der  7^  Decimale  bestimmt  sein,  weim 

Hier  setzen  wir  Z  =  1  und  beachten,  daCs  u  seinem  absoluten 
Betrage  nach  —  nicht  zu  übersteigen  braucht.  Unter  dieser 
Voraussetzung  ist  in  der  That 

i:  3  .  4  (2  "+'u)  (i  +  w)  ■      10»  * 

Die  linke  Seite  ist  nämlich,  da  23i  <  1,  numerisch  kleiner  als 

1_     _1_  _   2,18 
3   '  260^  ""     10**  ' 

Die  EinsohränkuDg   |u|  <  1  :  126  erzielt  Eoralek   auf  folgende 

Art.    Znn&chst  dWidiren  wir  die  gegebene  Zahl  N  durch   10  000  und 

mnltipliciren  den  Qnotienten  v  mit  einer  solchen  Zahl  jp,  deren  Loga- 

rithmiiB  aas  den  gegebenen  sich  unmittelbar  ergiebt,  so  dafs 

800<p»<  1000. 
Derartige  Factoren  sind: 

p  —  9   fOr  die  Zahl  v  zwischen  100  und  111 


8 

*} 

»1 

»» 

»» 

111 

11 

125 

7 

n 

»» 

1» 

t» 

125 

»1 

142 

6 

n 

II 

»1 

»1 

142 

11 

166 

6 

»1 

1* 

»» 

11 

166 

11 

200 

4 

11 

»1 

11 

11 

200 

11 

250 

i 

1» 

»1 

if 

n 

250 

11 

285 

3 

»1 

11 

II 

11 

285 

fi 

333 

5 

1» 

11 

11 

n 

333 

11 

400 

2 

ti 

1» 

11 

»1 

400 

11 

500 

1 

11 

11 

11 

11 

500 

11 

600 

i 

1» 

1» 

11 

11 

600 

11 

666 

m 

1» 

•  • 

»» 

>i 

1» 

666 

11 

800. 

(log  5  =  1  —  log  l>) 


Somit  ist  die  Aufgabe  zurückgeführt  auf  die  Berechnung  der  Loga- 
rithmen der  ganzen  Zahlen  zwischen  800  und  1000.  25  von  diesen 
Zahlen  enthalten  nur  die  Primfactoren  2,  3,  5,  7,  11,  13;  ihre  Loga- 
rithmen sind  somit  bekannt.  Diese  Zahlen  sind  800,  810,  819,  825, 
832,  840,  846,  868,  864,  875,  880,  891,  896,  900,  910,  924,  936,  945, 
960,  968,  972,  975,  980,  990,  1000.  Bilden  wir  den  Unterschied  je 
zweier  benachbarten  und  diyidiren  ihn  durch  die  doppelte  kleinere 
Zahl,  80  erhalten  wir  höchstens 

960  —  945  ^    1 
2.945      ""l26* 

Das  ist  das  Maximum  von    m|. 


Die  Logarithmen  Jer  Zahlen  2,  3,  7,  11,  13  müssen  mit 
Hilfe  der  Heihe  (20)  auf  mehr  als  7  Stellen  bereclinet  nvt- 
den.     Man  hat 

lOlog  2-logl024-loglOOO+2Jlf(^,  +  -i  (i^'  +  -|, 
41og3  =  lng     81=logS0     +2Jlf|-^  +  i  (^)'  +  -|, 
41og  7-log2401_log2400+2ilfj-,;,+  J  (.-4;)"  +  -l, 
Iogl3  +  logll+log7=logl001=logl000 

+2»1(ä)  +  I(ä)"+---)- 

7.  Ein  sehr  bequemes  Yerfahreii,  natürliche  oder  ge- 
meine Logarithmen  auf  jede  beliebige  Anzahl  von  Decimalen 
zu  berechnen,  beruht  auf  dem  folgenden  Satze,  wonach  jeda 
positive  Zahl  in  ein  unendliches  Product  verwandelt  werden 
kann. 

SatB.  „Es  sei  N  eine  beliebige  positive  Zahl,  a  ihrs 
erste  geltende  Ziffer  und  zwar  von  der  Ordnung  lO",  so  dals 

a  A(y"  <  N  <{a  +  1}  W. 
Dann  lassen  sich  n  einzi£ferige  Zahlen 

c,,  c,  ...c  (0<c.<9) 

finden  (und  zwar  kann  es  anch  mehr  als  ein  solches  Sjatei 
Cr  geben),  so  dafs  das  Product 

(«+1)10"*   /  i   \     ^  10'/  ^' 

zwischen  den  Grenzen   1  — und  1  liegt: 


0  <  1  —  P,  <  - 


(b) 


Da  d  5  1,  so  ist  der  echte  Bruch  i"=  TV :  (a  -f-  1)  10* 
gröfser  als  \,  wobei  wir  den  Fall  N  ^^  10'"  nicht  berücksich- 
tigen. Ist  V  >  0,9,  so  setze  man  c^  ^  0;  ist  v  ^  0,9,  so  kÖDi 
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wir  eine  Ziffer  c^  bestimmcDy  so  dafs 

0,9<^(l+^)<l; 


denn  es  liegt 


i+S 


zwischen  den  Grenzen  1  und  2.  c^  kann  höchstens  zwei 
Werthe  haben;  denn  es  ist  bereits 

V  (l  +  ^^)  >  0,9  +  2  . 0,05  =  1 . 

Zwei  Werthe  von  c^  kommen  in  der  That  manchmal  vor, 
wie  wir  sogleich  sehen  werden.  —  Wenn  Pj  >  0,99,  so  nimmt 
man  c^  =  0;  ist  aber  P^  <.  0,99,  so  liefert  die  Relation 

P^  =  v(l  +  ^),        0,99<P,(l  +  jJ.-)<l, 

SO  dafs  die  Werthe  c^  =»  10,  11  nicht  ausgeschlossen  er- 
scheinen.   Kommt  man  auf  den  Werth  ^2  "^^  ^^9  ^^  ^^^  ^^^^'^ 

68  kann  somit  q  durch  c^  -|-  1  ersetzt  werden,  was  auch  im 
Falle  Cj  =  1 1  möglich  ist.     Gebraucht  man  nun  anstatt  P^ 

so  ist 

^  T^  10»  ^  P/  ^  0,9  +  0,06  ^  ^'^' 

somit  mufs  die  ganze  Zahl  c^'  <  9  sein.  U.  s.  f.  Angenommen, 
man  hätte  n  —  1  Ziffern  c^  C2 . . .  o^  —  1  gefunden,  so  dafs  die 
Relationen  bestehen 

(«>3),  l__i-^<p._,<l  (r=l,2...n-l), 
SO  kann  man  stets  einen  Multiplicator 
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«» 


10,' 

WO  Cn  eine  einzifferige  ganze  Zahl  bedeutet,  finden,  wodurch 

1-    ^-<P„-i(l+-^Wl  (c) 

lO**  \  10"/ 

wird.     Ist  Pn  —  i  schon 

>i-  ' 


10"' 

so  setzt  man  c^  =  0.     Ist  aber 

10" 

so  erhält  man  freilich  für 


^« 


1+     - 
^  10" 

zunächst  die  Grenzen  1  und 

wodurch  der  Werth  c»  =  10  nicht  ausgeschlossen  wird.  Sollte 
in  der  That  Cn  =  10  sich  ergeben,  so  läfst  sich  an  SteUe 

von  Pn-l 

p;-.  -  p.-.  (i+  "=-■  ±i)  -  p.-.  +  ^ 

setzen,  worauf  in  der  Relation  (c)  Cn  <C  9  genommen  werden 
kann.     Man  hat  nämlich  einerseits 


p;-i<-  - 


'  + 10- -> 


L  10"     ^  J 


andererseits 


^"-'>'^        10» -  '  "•"  10" - '  V       10- -V 


1_.  i   >     1 


somit  10"  ~* 

Die  Berechnung  der  Zahlen  c^  c^ . . .  wird  durch  die  fol- 
genden Bemerkungen  wesentlich  erleichtert.    Setzt  man 
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V  —  1  —  f  und 

SO  ist 

*  10  '  10*  T  '  '  ' 

Daraos  folgt^  dafs  c^^^a^  sein  miifs.    Setzt  man  ferner 

Ä.  =  1  —  p.  =  — !i±i  4.  _  _" + *  j —    fw  >  n 

*»         ^  *  10"+^  ^  10"  +  ^  ^  ^       -  ^' 

80  kann  man  leicht  zeigen,  dafs 

aO»-!)  +  2  >  c^  >  aj;-  ^)        (w  >  2) 

sein  mufs.     Es  ist  nämlich 

-  H     1^      n    '    * 

10"  10' 


^-  =  -— n—  +;  +  \  + 


und  nach  (c) 

^  10-  ^i-r»_i 


c« 


1  ,.    .  «i'-^  +  a 


i-««_i^     "^  "     10- 
Letztere  Ungleichung  erhellt  unmittelbar,  wenn  man 

10" 

setzt  und  die  linke  Seite  derselben  von  der  rechten  subtrahirt. 
Man  hat  somit  bezüglich  c»  die  Wahl  zwischen  den  Wertlien 
f^n  —  1)  imj  ßO«  —  1)  _j_  1  j  es  vvird  jedocli,  wie  aus  der  Be- 
trachtung der  Differenz 

1+  " 


10-       i-««-i 

^  Ö^^TÖto"  L'  -     10-  ■  -  ^'"  -  "  ('  +    10--  )J 

unmittelbar  folgt ,  die  letztere  Annahme  mit  wachsendem  n 
immer  seltener.     Sie  setzt  nämlich  voraus 

Stola,  VorlMungm.  21 
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,.-„>(,_-r;!-):(,+^^)^(,_^).(,+i,). 

Bei  der  Berechnung  der  0^0^ . . .  en  benutzt   man  nach 
R.  Hoppe^)  mit  Yortheil  die  Relationen 


^.  =  l-Ml  +  iil  =  «»  +  Tj-ä 


«,=  1-P» 


=  ^n  -  1  +  ^«  -  1  7-r  7 --  • 

10"  10" 


(d) 


Die  Anordnung  der  Rechnung  wird  sich  am  besten  aus  einem 
Beispiele  ergeben.  ,^Es  sei  N  =^  131  und  es  seien  die  Zahlen 
Cj ,  Cj  . . .  c^o  2^  ermitteln."   Dabei  bedienen  wir  uns  der  Ab- 


kürzung 1  .  0»  -  V„  statt  1  + 


10' 


Man  findet 

131 


V 


200 


=  0,655       9  =  1  -  1;  =  0,345. 


Für  Cj  kann  4  genommen  werden.  Bei  Berechnung  der  xTi,  jb, ... 
werden,  damit  c^q  noch  sicher  angegeben  werden  kann,  12 
Decimalen  angesetzt.  Unter  Anwendung  der  vorstehendeD 
Sätze,  insbesondere  der  Relation  (d)  gestaltet  sich  die  Rech- 
nung folgendermafsen: 


Q 
0.49 

0,346 
1380 

83 
664 

1.* 

-1 
0,08  z^ 

1,08 

^2 
0,0  «9  z. 

ff 

0,0^7  z. 

964 
8 

72 

676 

676 
6087 

32 

1,0*9 
1,0*7 

^4 

0,0*2  z^ 

2 

72687 
6 

32 
46 

77 
61 

28 

1,0*2 

0,0*7  e. 

72692 

1,0*7 

^6 

2693 

1,0*2 

^7 

693 

28 

1,0^6 

(e) 
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Dabei  sind  die  anfanglichen  Nullen  in  ^s^  =  0,083  u.  s.  w. 
weggelassen.  Man  setzt  c^  =»  8  d.  i.  der  Anzahl  der  Hun- 
dertel in  g^j  was  sich  bewährt,  da  0^  ^^^  ^^^  That  positiv  und 
kleiner  als  0,01  ausföllt.  Für  c^  nimmt  man  die  Anzahl  der 

Taosendtel  in  g^  u.  s.  f.     Für  n  >  7   verlieren  die  Producte 

c 
sSn  —  i—^-  jeden  Einflufs,  von  da  an  ist  einfach 
10"  "^  ' 

zu  setzen.     Demnach  findet  man 

lll .  1,4  . 1,08  .  1,0^9  .  1,0^7  .  1,0*2  •  1,0^7  •  1,0«2  •  1,0'6  •  1,0«9 

.1,0^3=  l-;^,o, 
wo 

0  <  ^10  <  101"  • 

Man  hätte  auch  c^  =  ö  setzen  können,  wonach  sich  er- 
geben würde 

Cj  =»  1     c^  =  7     C4  =  7     Cr,  =  2     ^ß  ==  9     C7  =  2     c„  =  3 

^  =  5    ^10  =  7    .-,0  =  0,0^^75. 

Nun  ist  noch  za  untersuchen,  ob  alle  c^  auch  die  richtigen  Werthe 
erhalten  haben,  d.  h.  man  hat  den  in  Folge  der  vernachlässigten  Stellen 
entitandenen  Fehler  von  s^^  zu  schätzen.  Es  sei  9^  eine  obere  Grenze 
für  den  absoluten  Betrag  des  Fehlers  z^.   Dann  ist,  so  lange  die  Pro- 

dacte  z^  _  j  —  noch  angeschrieben  werden  können,  zufolge  (d) 

n  <  <»>,_,  ^[f„-,  +  ~  10-"+—  ]  V  +  \.  lo-" 

worin  q  den  Index  der  letzten  noch  berücksichtigten  Decimale  bedeutet. 

c^  , 

Denn  bei  der  Mnltiplication  mit  —  kommt  erst  die  Ordnung  10    ^^^ 

10" 

vollständig  in  Betracht;  man  corrigirt  nun  die  darauf  folgende  Ziffer, 
so  dafs  absolut  genommen  aufsor  9„_i  höchstens  i-lO"*"^""'  ver- 
nachliUsigt  wird,  und  schreibt  von  dem  Product  derselben  mit  c^  so- 
viel an,  dals  der  Fehler  weniger  als  \  •  10~  ^  beträgt.    Wird  aber  vom 

21* 
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Productc  z„     , —  nichts  mehr  angesch riehen,  so  hat  man 


10"  10"""*  ~  10*""* 

Unter  BerückBichtigong  dieser  Regeln  findet  man   für  den  Fehler 

1  67 
von  Zy^  in  (e),  ahsolut  genommen,  die  obere  Grenze  ^70!*   Somit  ist  in 

z^  =.  o,0«328  die  ZiflFer  3  völlig  aicher. 
Aus  der  Gleichung 

(a  +  1)  10»     -*, J   V    ^  lOV  "10" 

folgt  für  jeden  Logarithmus  von  N 

\ogN=m  log  10  +  log  («  +  !)  +  log  (1  —  e,) 

(0 


wenn 


log  (1  -  ;^.)  =  -  J(f  { ;ef«  +  1  ^.^  +  . . . ) 


Läfst  man  log  (1  —  jer»)  hier  weg,  so  begeht  man  einen  Fehler 

zwischen  den  Grenzen  —  f^  "     und   0.     Sind    die    übrigen 

Logarithmen  auf  je  n  -|~  '  Stellen    bekannt^  so  tritt  hierzu 
noch  ein  Fehler  zwischen 

M  +  2         1  ,      n  +  2         1 


2  10"  +  '  2  10'+' 

Hat  man  auch  js„  auf  n  -{~  ^  Stellen  gerechnet^  so  ist  es  vor- 
theilhaft  log  (1  —  s!n)  in  (f)  durch  —  Mün  zu  ersetzen,  wo- 
durch der  davon  herrührende  Fehler  von  log  N  innerhalb 
die  Grenzen 

»  (±  »■  -  .  (,'iT7)) 

gebracht  wird. 

Die   Berechnung   von   log  N  ist   hiermit   zurückgeführt 
auf  die  Logarithmen  der  Zahlen 

2  —  10    und     1  +  -^       (c,  =  1,  2  ...  9) 
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und  zwar  om  einige  Stellen  weiter,  als  für  log  N  verlangt 
aind.    Die  log  f  1  -{ — ^  j  können  nach  den  Reihen  in  Nr.  5 

und  6  berechnet  werden.  Man  findet  die  gemeinen  Loga- 
rithmen solcher  Zahlen  auf  15  Stellen  in  den  Tafeln  von 
Gernerthy  die  natürlichen  Logarithmen  auf  33  Stellen  bei 
Hoppe. 

Vermittelst  der  erstereu   ergiebt   sich  in  unserem  Bei- 
spiele aus  (e) 

log  131  =  2,11727  12956  57 
mit  den  Fehlergrenzen  +  ^  "  ^  •  ^0"-    ^^^  ^^^^  somit  setzen 

log  131  =  2,11727  12957. 

8.     Reihen   für  einige  zusammengesetzte  Func- 
tionen. 

a)  Wenn 

OD 
0 

eine  endliche  oder  eine  im  Intervalle  —  ü  <  :c  <  +  Ä  con- 
▼ergente  unendliche  Potenzreihe  bedeutet,  so  läist  sich  nach 
dem  Satze  in  X.  25  die  Function  e^^*^  für  eben  dieselben 
Werthe  von  x  in  eine  Potenzreihe  nach  x  verwandeln. 


+  b^x^  +  ,..  =  g{x).        (1) 

Das  folgt  aus  der  bestandigen  Convergenz  der  c^''- Reihe. 

Wir  wollen  nun  zeigen,  dafs  die  Coefficienten  fcj,  b^... 
recnrrirend  aus  6^  =  c"^  sich  bestimmen  lassen.  Es 
sei  X  ein  Werth  innerhalb  des  Intervalles  ( —  ii,  +  -K).  Dann 
hat  man 

f{x  +  K)  =  f{x)  +  hr{x)  +  ,.. 

ij{x  +  A)  =  y{x)  +  Ar/»  +  . .  . 
e/w +*/•(')  +  ...  =  y{x)  +  Uffix)  +  . . . 

Verwandelt  man   auch  die  linke  Seite   in  eine  Reihe  nach 
\ 
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Potenzen  von  h,  so  folgt  nach  X.  24  —  indem  diese  Glei- 
chung für  alle  Werte  \h\<R  —  \x\  besteht  —  die  Identi- 
tät der  Coefficienten  derselben  Potenzen  von  A.     Somit  ist 

g{x)f{x)=^g\x) 
d.  i. 

woraus  nach  dem  soeben  erwähnten  Satze  die  gesuchten 
Recursiousformeln  sich  ergeben: 

36o«3  +  26103  +  b^a^  =  863 


nh^an  +  (w  —  1)  bjan-i  +  . . .  +  K-ia^  -=  n6«. 

Beispiel.    Aus  der  Gleichung 


1         'Ji±^         i-_£_L*' 


folgt 


(1 


+  x)'  =  «(1  -  "2-  +  [1  *" -:^*''  +  •  •  •)     -  K « <  + 1- 


Dabei  wird  der  Function  für  x  ^=  0,  wofür  sie  nicht  definirt  ist, 
der  Werth  e  beigelegt.  Und  zwar  ist  das  Intervall  ( —  1 ,  -4-1)  der 
vollständige  Convergenzbereich.  Denn  würde  derselbe  über  dieses  In- 
tervall hinausragen,  so  müfste  die  Reihe  rechts  für  x  «»  —  1   conver- 

gireu  und  es  müssto 

i_ 

lim  (1  +  xy 

endlich  sein  (X.  *23).  Der  Grenzwerth  ist  aber  -{•  oo,  folglich  conver- 
girt  die  vorstehende  Reibe  für  x  =  —  1  nicht. 

b)  Ist  rtjj  >  0,  so  hat  man 
,  /■(.)  -la„  +  l"^-  K+ ÖS>--*  -  i  fW^-f  +  . . . , 

somit  läfst  sich  nach  X.  25  eine  positive  Zahl  K  angeben 
so,  dafs  lf{x)  für  alle  Werthe  von  x:  \x\<CK  ia  eine  Potenz- 
reihe von  X  entwickelt  werden  kann.  Das  vollständige 
Convergenzintervall  derselben  erfährt  man  jedoch 
auf  diesem  Wege  nicht.     Setzt  man  nun 
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lf{x)  -  K  +  h^  +  h^^  +  . . .  = !/ W,  (3) 

so  ist 

woraus  man  wegen  der  beständigen  Convergenz  der  e!^-Ueihe 
scbliefst,  dafs  die  Gleichung  (3)  genau  soweit  gilt,  als  die 
Reihe  g{x)  couvergiri  Es  besteht  ferner  für  alle  Werthe 
von  Xj  die  innerhalb  der  Convergenzbereiche  der  beiden  Po- 
tenzreihen f{x\  g{x)  liegen^  die  der  Gleichung  (2)  entspre- 
chende 

f{x)'g{x)  =  t"{x), 

woraus  die  CueiBcienten  &j ,  b^  •  •  •  recurrircnd  bestimmt  wer- 
den können: 

na^bn  +  (n  —  l)aibn^i  +•  ..  +  «n-i&i  =  wan    (n  =  l,2...). 

BeiBpiel.  log  (x  4*  ^^  +  ^')i  che  Wurzel  positiv  gedacht. 
Hier  ist 

yi  +  x^     fw  j/i  +  X* 

Seist  man  die  binomische  Reihe  für  (1  -{-  ^')~~  ^  i  bo  folgt  2»^^  »  0 
und 

(*  =  0,  1,  2  .  .  .), 

— fi+- 

Das  Gonvergenzinteryall  der  Reihe  g(cc)  ist  somit  ( —  1,  -|-  1)  und  man 
hat  für  alle  Werthe  —  1  <  a;  <  +  1 

log(a;  +  yr+'x')  ^x-^x'  +  ^  -^  --^  x*^  . . . 

c)  Der  allgemeine  polynomische  Satz.^)  Es  soll 
unter  Voraussetzung;  dafs  a^  >  0,  /'{x}**  nach  Potenzen  von 
X  entwickelt  werden.     Da 
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so  erhellt  sofort,  dafs  die  Etitwickeluug  möglich  ist  fQr  die 
Werthe  |a;|<-K     Ist  demnach 


f(xY  =  a/(l  +  \x  H-  hx^  +  ...)  =  <9{^), 
so  hat  man  wie  in  a) 

{fix)  +  hf{x)  +  ...}"  =  a.'^igix)  +  hg\x)  +  ...), 
also 

Hierbei  ist  aber  auch  vorausgesetzt,  dafs  /'(a;)  >  0  sei,  was 
für  die  Werthe  —  Z  <  a;  <  iC  in  der  That  der  FaU  isi  Aus 
der  Gleichung 

|itflf(a;).r(^)  =  (/'(x)/'(a:) 

folgen  Ilecursionsformeln  für  die  \^  &2  •  •  •; 

fi(wa«  +  (n—  l)a,_i5,  +  ...  +  2a^h^^^  +  a^K^x) 

=  fln-ifc^  +  2a«-2t2  +  . . .  +  (w  ~  l)ai6^_i  +  »a^ft. 

(n  =1,2...) 
oder 

w«o^«  +  («  —  1  —  ft)ai&n-i  +  (n  —  2  —  2fi)aj6«_2  +... 

+  {1  —  (w  —  \)\i\  ttn-ibi  =  niian. 

Auch  indopendente  Formeln  für  die  b^  lassen  sich  leicht  ab- 
leiten.    Aus  der  Formel  (4) 


wonn 


folgt,  dafs  o;**  nur  aus  solchen  Gliedern  kommen  kann,  wofür  r  ^  n. 
Und  auch  in  diesen  Gliedern  stammt  j;"  nur  aus  der  Potenz 

Man  findet  demnach  nach  dem  polynomischen  Satse  ffir  ganse  positive 
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^! 


Exponenten  (VIII.  3),  wenn  Pi  .  .  •  p,.  ganze  Zahlen  bedeuten,  jede  dt 
Werthe  0  big  n  f&hig, 

'■-^(;)^,7if'..*(:tr(jr-(r 


oder 


Pl   +P:t+  "  •+Pn 
+  •  •  •  +  WP, 


IPI  +  Pi  - 

\Pi  +  2/>, 
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Zum  L  Absohnitte. 

')  Vgl.  Hankel,  Zur  Gesch.  d.  Math.  1S74,  p.  :«U. 
*)  H.  Grafsmaiin,  Lehrbuch  d.  Arithin.  1861,  p.  1. 
*)  R.  Grafsmann,  Die  Formenlehre  od.  Math.  1872,  p. : 
*)  F.  C.  Hauber,    Scholae    logico-mathematicae    182; 
§  291. 

Zum  n.  Abschnitte. 

*)  Die  Vergleichung  der  Vielheiten  oder  Anzahlen  ij 
hervorgehoben  von  Weierstrafs  (vgl.  E.  Kossak,  d.  Eleu 
d.  Arithm.  1872,  p.  16)  und  von  E.  Schröder^  der  insb< 
sondere  die  i.  T.  angegebene  Frage  aufwart'  (vgl.  sein  in  di 
sem  Abschnitte  mehrmals  benutztes  Lehrbuch  der  Arithmeti 
und  Algebra  L  B.  1873,  p.  8,  14). 

')  Schröder,  L  c.  p.  219.  Die  zur  Deutung  von  Aui 
drücken,  in  denen  keine  Klammern  vorkommen,  aufgestellte 
Grundsätze,  welche  Schröder  die  erste  und  zweite  Convei 
tion  nennt,  sind  früher  zu  wenig  beachtet  worden.  Beic 
sind  bereits  richtig  angegeben  in  den  Resultaten  zur  Au 
gabensammlung  von  Bardey  1871,  p.  2. 

^  Nach  Dirichlet's  Vorlesungen  üb. Zahlentheorie  hrsj 
Y.  Dedekind  §  3—8. 


ÄDmerhangea  und  Ziisätio. 

Znm  DI.  Abaohnitte. 

')  Die  Nr.  1^9  durchgeführte  Untersucbuug  rfihrt  mit 
Aiisuahoie  iler  darin  vorkommenden  Vergleichungen 
im  Wesentlichen  von  Hankel  her,  welcher  den  formalen 
Gebrauch  der  Begriffe  „gröfser,  kleiner"  nicht  zuHelä  (vgL 
Theorie  d.  complexen  Zahlensysteme  1867  §  4,  5  und  p.  46). 
Ha  nkel  benutzt  für  die  allgemeine  Theais  und  Lysia  die 
fremdartigen  und  schleppenden  Bezeichnungen  S  (a,  *), 
A  {a,  b),  woför  Hoüel  (Mein.  d.  I.  soc.  d.  Bordeaux  2.  s.  I,  p.  5) 
o'^,  a-'b  setzt.  Die  letztere  habe  ich  beibehalten.  —  Eigene 
Bezeichnungen  sind  dem  Gebrauche  von  -|-  ^  oder  .  :  im 
allgemeinen  Sinne  vorzuziehen. 

*}  Daa  arithmetische  Mittel  zweier  ratioaalen 
Zahlen  i^  [A -{■  S)  ist  eine  cummutativc,  aber  nicht  asso- 
ciative  Thesie.     Denn  ea  sind  die  Zahlen 

(.4o/))or=.iji|-^  +  r| 

nur  dann  gleich,  wenn  A  ■=  T.     (Haukel  1.  c  p.  21,) 

^)  Der  Beweis  nach  Dirichlet  (1.  c.  §  2).  Die  dabei 
angewandte  Methode  ist  die  Inductiün,  zu  einer  Beweiaart 
erhoben  durch  ein  „dem  Schlüsse  von  n  auf  n  +  1"  (vgL- 
z.  B.  Vlll.  3)  ähnliches  Verfahren. 

^")  Wenn  die  Verknüpfung  o  associativ  ist,  ao  ist  d» 
durch  Verknüpfung  von  n  gleichen  Gröfsen  a  erzeugte  GroCM' 
a  o  a  o  . .  .  a  durch  die  Gröfae  a  und  den  Wiederhol angs* 
index  n  vollständig  bestimmt.  Sonst  wäre  es  ungewiTs,  ob 
die  Grüfsen  (ao  a)o  a  a  o  (ao  a)  gleich  sind  und  wenn  das 
auch  der  Fall  wäre,  ob  (ao  ao  a)  o  a  und  (n  o  o)  o  (a  o  o) 
gleich  sind  u.  a.  f.  Die  Begriffe  des  Vielfachen  na  (II.  6) 
und  der  Potenz  a'  (II.  9)  setzen  voriius,  dafs  die  Additio^' 
bezw.  Multiplication  associativ  sind. 

*")  Denkt  man  sich  (aom)xj(bom)  gegeben,  ao  gilt 
die  Gleichung 

(aom)<j{bom)'^  a^h 
sicher  nur  dann,  wenn  aufser  der  Möglichkeit  dieser  beiden 
lytischen    Symbole    noch    die    des    Ausdrucken    (n  o  m) 
feststeht. 
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*)  Hankel  1.  c.  p.  32. 

^)  Hankel  I.  c.  p.  26.  Wir  heben  noch  ausdrücklich 
herror^  dafs  Gleichungen  wie  z.  B. 

1_2  =  3~4         1:2  =  2:4 

auf  dem  formalen  Standpunkte  sich  nicht  beweisen  lassen. 

•)  Der  anderen  Anordnung  ist  Hankel  gefolgt  (1.  c. 
§  10, 11).  Um  diese  Darstellung  zu  erhalten,  hat  man  eigent- 
lich nichts  weiter  zu  thuu,  als  die  Theile  I  III  einer-  und 
II  IV  andererseits  unter  einander  zu  vertauschen.  —  Der  Ge- 
danke, die  rationalen  Zahlen  auf  rein  formale  Weise  zu  de- 
finiren,  wurde  in  Deutschland  wohl  zuerst  von  M.  Ohm 
durchgeführt  (vgl.  Versuch  e.  vollk.  conseq.  Systems  .d.  Math. 
1822  I.  p.  37  fiF.). 

^  Nach  H.  Graf 8 mann,  Lehrbuch  d.  Arithm.  Nr.  53 
und  Hankel  1.  c.  §  9. 

«)  Zum  Theil  nach  Hankel  1.  c.  §  12. 

Zum  IV.  Absohnitte. 

*)  Vgl.  P.  du  Bois  Reymond,  allgemeine  Functionen- 
theorie  I.  1882,  p.  52. 

*)  Man  erhält  die  Kegel  über  das  Zeichen  der  Producte, 
nachdem  man  den  positiven  Drehungssinn  für  die  Winkel  und 
Flächen  in  der  Ebene  festgesetzt  hat.  Dem  Rechtecke  AB  CD 
(liier  mit  rationalen  Seiten)  entspreche  eine  positive  oder 
negative  Zahl,  je  nachdem  der  Umlauf  längs  des  Umfanges 
in  der  vorgeschriebenen  Richtung  AB  CD  einem  im  Innern 
des  Rechteckes  befindlichen  Beobachter  positiv  oder  negativ 
erscheint.  Bezeichnet  man  nun  eine  der  Richtungen  (a)  in 
der  Geraden  AB  als  positiv  und  bestimmt  in  BC  die  posi- 
tive Richtung  6  so,  dafs  der  Winkel  W^b  =  +  00^,  so  braucht 
man  nur  als  Product  AB .  BC  das  Rechteck  AB  CD  mit 
seinem  Zeichen  aufzustellen. 

Zum  V.  Abschnitte. 

^)  Dafs  III.  aus  I.  und  II.  nicht  folgen  kann,  lehrt  die 
folgende  Bemerkung.  Läfst  man  aus  der  endlosen  Reihe  der 
natfirlichen  Zahlen  den  Anfang  (1  bis  zu  einer  beliebigen 
Zahl)  weg,  so  entsteht  ein  Gröfsensystem,  das  den  Forde- 


riingi'n  !.  uikI  II.  iiocli  genügt,  tüeichwobi  wird  die  Gleichung 
b  -\-  X  =^  a  uicht  immer  durch   eine  Gröfae   dieses  Syst«! 
befriedigt. 

*)  Vgl.  Ärchimedes  de  sphaera  et  cylindro  I.  postul.§ 
und  die  Vorrede  zur  Suhrift  de  qiiadratura  parabol&e. 

■')  Euclid  Elem.  X.  prop.  1—3. 

')  Die  Darstellung  in  Euclid'»  Elementen  ist  nicht  gtor 
gleichartig.  So  findet  man  neben  dem  1.  Grundsätze:  „Wu 
einem  und  demselben  gleich  ist,  ist  einander  gleich"  im  ä 
Buche  bewiesen  den  Satz  (prop.  11):  „Verhältnisse,  die  einem 
und  demselben  Verhältnisse  gleich  sind,  sind  einander  gleich." 
Allerdings  bezeichnet  Euclid  die  Verhältnisse  in  einer  Pro- 
portion niemals  als  i6ot,  sundern  immer  als  oC  avtoi.  Jedoch 
schon  im  Alterthume  wurde  neben  ravtözTig  auch  {a6n}s  rerv 
Xöyav  gebraucht  (vgl.  Hankel,  z.  Guach.  d.  Math.  p.  395). 
—  C'onsequenter  verfuhr  Apollonius,  welcher  mittelst  des  7. 
Grundsatzes  den  1.  bewies.  Näheres  darüber  in  zwei  Auf- 
sätzen TOD  P.  Tannerj  (Darbous  Bulletin  XVI.  t,  p.  134 
und  XIX.  1,  p.  H)2). 

*)  Die  Annahmen  13)  und  14)  können  hier  dadurch  Te^ 
mieden  werden,  dafs  man  die  Winkel  durch  cuuceutrischs 
Kreiabügeu  ersetzt. 

Statt  die  Winkel,  wie  i.  T.  angenommen  ist,  als  abstracte 
Gröfsen  aufzufassen  (d.  h.  lediglich  die  Aus  drucks  weise  fest- 
zusetzen, dafs,  wenn  die  Punkte  A,  B,  C  nicht  in  einer  (Je- 
rüden  liegen,  die  Halbstrahlen  SA  und  BC  einen  Winkel 
bilden),  kann  mau  auch  die  unbegrenzten  Winkel- 
ftächeu  ABC  der  als  nicht  geschlossen  vorausgesetstoa 
Ebene  als  Grufseu  einführen.  Die  Vergleichung  je  zwmer 
ABC,  A'B'C  wird  vollzogen,  indem  man  die  Scheitel  BB 
und  irgend  zwei  Schenkel  BA,  B'A'  aufeinanderlegt.  Fallen 
dann  auch  die  anderen  Schenkel  BC,  B' C'  in  eine  Gerade, 
so  heifsen  die  WiukelflU(;hen  ABC,  A'B'C  einander  gleich; 
fällt  B'O'  innerhalb  ABC,  so  heifst  ABC  die  gröbere 
Winkelfläche.  Man  hat  geglaubt,  mit  Hilfe  dieses  Groben- 
systemes  das  Parallelenasiom  beweisen  zu  können,  d.  i 
den  Satz:  „Nimmt  man  auf  derselben  Seite  der  Geraden 
ABB'   die  Punkte  CC  so  au,  dafs  LABC-^AB'C  unJ 


zieht  innerhalb  der  Wiiikelfläche  BB'C"  eine  Gerade  B' D, 
Bo  mufa  sie  BC  schneiden."  Dann  wäre  das  nicht  der  Fall, 
so  miifste  die  Winkelfläehe  BB'D  kleiner  als  die  Winkel- 
fiäcbe  AB' C  und  vermöge  des  8.  GrundRatzee  grÖlser  ala 
die  der  letzteren  gleiche  ABC  sein.  Ea  entspricht  jedoch 
nur  die  erste  Behauptung  der  obigen  Festsetzung,  die  sweite 
widerspricht  ihr  geradezu;  so  dafa  kein  Beweis  ku  Stande  ge- 
bracht ist.  Gegen  die  ältere  Darstellung  von  Bertrand, 
welche  auf  die  Vergleichung  von  Wiukelflachen  ABC  und 
Streifen  CBB'C  gegründet  ist,  läfst  sich  Folgendes  ein- 
wenden. Um  die  Vergleichung  überhaupt  zu  bewerkstelligen, 
miifste  man  Ton  vorneherein  die  Annahme  der  Gaufs'achen 
Geometrie  machen,  dafs  es  innerhalb  des  iAB'C  Halb- 
strahlen gebe,  die  BC  nicht  schneiden. 

')  Der  Beweis  dieses  Hilfssatzea  beruht  auf  folgenden, 
aus  dem  Vorhergehenden  abzuleitenden  Sätzen,  1)  „Dreiecke 
von  gleichen  Grundlinien  und  Hohen  sind  gleich.  2)  Das 
Trapez  ist  gleich  einem  Dreiecke ,  dessen  Grundlinie  gleich 
der  Summe  der  beiden  [laralleleu  Seiten  des  Trapezes  und 
dessen  Höhe  gleich  der  Höhe  desselben.  3)  Das  auf  einer 
Parallelen  zur  Grundlinie  AB  des  Dreieckes  ABC  durch  die 
beiden  anderen  Seiten  bestimmte  Stück  BQ  wird  durch  die 
Verbindungslinie  des  Scheitels  C  mit  dem  Mittelpunkte  D  der 
Grundlinie  halbirt."  —  Der  letzte  -Satz  wird  indirect  gezeigt. 
Ist  S  der  Mittelpunkt  von  PQ,  so  müssen  nach  \)  und  2) 
die  ABSCA  und  DBCSD  einander  gleich  sein.  Würde  nun 
iS  nicht  in  CD  liege»,  sondern  z.  B.  auf  derselben  Seite  da- 
von wie  P,  ao  wäre  die  erste  der  soeben  genannten  Figuren 
kleiner,  die  zweite  gröfser  als  das  Dreieck  ABC,  was  sich 
mit  ihrer  Gleichheit  nicht  verträgt. 

Dieses  vorauageaetzt,  denke  man  sich  in  der  i.  T.  be- 
findlichen Figur  durch  0  die  Gerade  (^R  \\  BC  gL>zogeti,  die 
HK  in  S  schneidet.  Wegen  BR  =  BC  ist  MS=SE  und 
HM=EK,  also  wegen  EK=FB,  HM=FB,  somit 
FH\BB.  Ebenso  folgt  aus  MK=HE  HE  ==  J)G, 
MK=DG  und  KGIBD. 

")  Handelt  es  sich  um  die  Vergleichung  zweier  gleich- 
artigen GröfHen  AB,  deren  Beziehung  uiclit  mehr  nach  Nr.  5 
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oder  einem  damit  üquivalcnten  Vorfahren  herauszubriogen  ist, 
so  sucht  mau  fQr  jede  derselben  zwei  Ueihen  von  solches 
mit  ihnen  gleichartigen  Grofscn,  die  sich  auf  die  genannte 
Art  vergleichen  lassen  und  zwar  die  eine  bestehend  am 
GröfaeD,  welche  kleiner,  die  andere  aus  Gröfaen,  welche  grüfaer 
sind  als  A  bezw.  H.     Ea  sei  also 


C„<A<  D„ 


E„<B<F., 


=  1,; 


Die  GrÖfsenreihen  C,,  C^  . . .  n.  s.  w,  sind  ferner  so  zu  wShleo, 
dafa  zu  jeder  mit  Ä  B  gleichartigen  Gröfse  E  WertUe  m  it 
gehören  derart,  dafs  sowohl  I)„~C^<.E aXs  aucbi^,  — £i,<£, 
Wenn  nun  fUr  zwei  bestimmte  Werthe  von  mn  D^^Em 
bezw.  F„<.C,nt  so  wejl's  man,  dafa  A<£  bezw.  j4>ä. 
Ist  aber,  wie  auch  »»  n  gewühlt  werden,  stets  D,  >  E„  uml 
Ff  >  Cm ,  so  ist  A^  B.  Angenommen  nämlich,  es  sei  A>3. 
Man  hat  dann 

A~B<D^'-  E„,. 
Da  bei  passender  Wahl  von  m  n 

D^<C,„-\-E    und     E^>F,  —  E>C„  —  E, 
so  folgt  A  —  B<2E,   mithin    wegen   der  Willkür! icbkst 
von  E,  A<B.     Auf  ähnliche   Weise  ergiebt   sich   B<^A, 
somit  mui's  A  ^  B  sein. 

Solche  Gröfsen  Cm  -D»  findet  man  mittelst  des  8.  Grund- 
satzes von  Euclid  oder  der  Annahmen  des  Archimedes  im 
1.  Buch  der  Schrift  de  spbaera  et  cylindro  (die  von  obi  in 
Nr.  1  erwähnte  fünfte  abgerechnet)  d.  i,  der  Sätze:  „Unter 
allen  Linien,  welche  dieselben  Endpunkte  haben,  ist  die  Ge- 
rade die  kürzeste"  u.  s.  w.  Sind  AB  z.  B.  ebene  Fläehea, 
von  denen  eine  krummlinig  begrenzt  ist,  so  müssen  die  0» 
u.  s.  w.  Polygone  sein. 

")  Ein  solches  Beispiel  habe  ich  angegeben  Maili.  Än- 
nalen  XVIll,  p.  276.  —  Die  Methode  der  Alten  kann  in  der 
Anwendung  niemals  zu  Wideraprttchen  fiiliren,  während, 
wie  H.  Schwarz  bemerkt  hat  (vgl.  Hermite,  Cours  2.  61it. 
1883,  p.  35),  die  Methode  der  Grenzwerthe  nicht  ohne  Ein- 
schränkung benutzt  werden  darf. 

'*)  Vgl.  Bolzano,  die  drey  Probleme  u.  a.  w.  (1817) 
§  11-25. 
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'*)  G.  Cautor  hat  in  den  Math.  Annalen  XXI,  p.  576 
*  stetige  Gr^rsenmeuge  durch  „zusammeuhängend  und  per- 
fect"  erklärt.  Mit  dem  ersteren  Priidicate  stimmt  mein  spä- 
terea  (a.  a.  0.  XXII,  p.  Ö09j  „alleathalben  überall- dicht"  über- 
ein,  mit  dem  letzteren  das  von  H.  Dedckiiid  (vgl.  Stetigkeit 
und  irrationale  Zahlen  1872)  zuerst  hervorgehobene,  in  die 
i.  T.  gegebene  Definition  eines  utetigen  (irüfaensystemea  an 
zweiter  Stelle  aiifgenomniene  Merkmal. 


Znm  VI.  Absobnitte. 

'}  Eine  Verwechslung  des  Verhältnisses  AiB  mit  einem 
Quotienten  ist  nicht  zu  befOrchteu,  da  von  der  Division  der 
allgemeinen  absoluten  Gröfsen  nicht  die  Rede  sein  wird. 

*)  Wenn  mau  sich  auf  die  Verhältnisse  der  Strecken 
beschränkt,  so  kann  man  mit  R.  Hoppe  (Archiv  d.  Math. 
62.  Bd.,  p.  162)  X:ß  und  A' :  B'  als  einander  gleich  erklären, 
wenn  das  Rechteck  aus  den  Seiten  A  B'  (nach  V.  5)  gleich 
iat  dem  aus  den  Seiten  A'  B.  Eleganter  setzte  H.  Grafs- 
mann  (.^usdehuungslehre  1844,  2.  Aufl.,  p.  111)  als  Bedin- 
gung der  Gleichheit  dieser  Verhältnisse  fest,  dafs,  wenn  man 
von  zwei  Punkten  die  Strecken  A  B  einer-  und  die  Strecken 
Ä'  B'  andererseits  nach  derselben  Seite  parallel  legt,  die  Ver- 
bindungslinie der  Endpunkte  von  ÄA  parallel  sein  soll  der 
von  Bir. 

Bei  Vergleichung  von  Verhältnissen  wird  manchmal  das 
Zeichen  :  ;  anstatt  =  gebraucht. 

Man  bemerke  noch  die  Sätze  (Euel.  El.  X.  prop.  5,  6): 
„Commensnrabele  Gröfsen  A  B  verhalten  sich  wie  natürliche 
Zahlen  ab,  und  umgekehrt:  verhalten  sich  natürliche  Zahlen 
ab  wie  GrÖfsen  AB,  so  sind  die  letzteren  commensurahel." 
Denn  wenn  A  ^  aM,  B  ^  bM,  so  hat  man,  falls  m  n  nur 
so  gewählt  sind,  dafa  niA^nB,  entsprechend  tna^nb, 
d.  i.  A  :  B  ^  a:b.  Und  aus  den  entsprechenden  Relationen 
tna^nb,  mA^nB  folgt  nach  dem  Satze  i.  T.  wegen 
ba  =  ab  auch  hA  ^^  aB.  Wird  A  ^  aM  gesetzt,  so  ist 
mithin  B  ^  bM.  —  Somit  können  sich  iucommensurabele 
Grol'sen  nicht  verhalten  wie  Zahlen. 

')  Die  eingeklammerten  Verweise  beziehen  sich  auf  die 
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Sätze  des  5.  Buches  der  Euclid'eclieD  Elemoote.  Hinsicbtlidi 
der  Ungleichungeu  unter  den  Verliältniasen  vgl.  die  Disser- 
tation von  C.  F.  Hauber:  PropOBitionum  de  rationibus  iuter 
ae  diversis  demonstrationes  etc.  Tubmgae  1793.  —  Die  Sät« 
in  Nr.4,  5  sind  nach  Euclid's  Vorgang  begründet,  ohne  tom 
Satze  in  Nr.  f>  Gebrauch  zu  machen.  Fügt  man  zu  den 
in  Nr.  4  noch  den  folgenden:    „Aus 


folgt 


A:M=Ä'  -.2 


B:M>B-  :  M' 


U  +  B) :  M>  (A'  +  B-)  :  M' " 


der  mit  dem  7.  und  11.  Satze  so  zusammenhängt,  wie  der 
17.  mit  dem  6.  und  10.,  und  läfst  die  Sätze  H,  14,  15  weg; 
so  hat  man  von  den  Sätzen,  welche  bei  Begründung  dei 
Rechnens  mit  den  Verhältniaaen  nothwendig  sind,  diejenigen 
beisammen,  welche  auf  dem  soeben  bezeichneten  Wege  tu 
erlangen  sind. 

*)  Darf  man  von  der  hier  benutzten  Definition  des  ste- 
tigen Gröfsensystemes  keinen  Gebrauch  machen,  ao  wird  der 
Satz  von  Nr.  6  manchmal  als  Grundsatz  aufzustellen  sein.  Als 
solcher  kommt  er  vor  in  Euclid's  Elem.  z.  B.  XTI,  prop.  2 
und  liegt  seinem  Begriffe  des  zusammen  gesetzten  Verhält- 
nisses zu  Grunde.  An  der  ersteren  Stelle  hätte  die  Geometrie 
der  Alten  davon  absehen  können,  wie  C.  F.  Pfleiderer  (de 
dimensione  circuli  Pars  II.  (1790)  §  48)  und  auf  eine  an<len 
Art  der  Verfasser  (Math.  Annalen  XXII,  p  517)  gezeigt  hat 

^)  Euclid.  Elem.  VI.  Def.  5.  Der  1.  und  3.  der  folgen- 
den Sätze  bei  K.  Simson,  The  Elements  of  Euclid  1767, 
p.  143.  —  Bei  Zusammensetzung  der  redueirten  Verhält 
nisee  von  ganzen  Zahlen  a:b,  c-.il  mufs  das  vermittelnilv 
Glied  m  ein  gemeinschaftliches  Vielfache  von  h  c  sein. 

^)  Die  Zusammensetzung  der  Vcrhtiltnisse  scheint  manch- 
mal  als   eine   Addition   aufgefafst   worden   zu    sein.    Dann 
würden  aber  nicht  durchweg  dieselben  Sätze  gelten,  wie  für 
die  natürlichen  Zahlen.     Man  hat  nämlich 
{A:B){B:C)<A:B, 
wenn   B  <  C. 

')  Vgl.  Beiträge  zur  Geometrie  der  Lage.    2.  Heft,   1Ö57. 


Zum  Vn.  Abeohnitte. 
')  Über  Weierstrafa'a  Theorie  geben  ÄufscbluTa  E, 
KosEak  (Jie  Elemente  der  Arithmetik  1872)  und  S.  Pinchor  le 
(Saggio  di  una  iotroduzioae  alla  teoria  delle  funzioui  anali- 
tiche  äecondo  i  principii  del  Prof.  W.  in  Battaglini  G. 
XVIIl).  —  G.  Cautor,  Math.  Annalen  V,  p.  123,  XXI,  p.  564. 
Heine,  Borchardt  J.  LXXIV,  p.  172.  —  Dedekind  s.  V. 
Note  "). 

*)  Die  Formalirung  des  Satzes  setzt  voraus,  dafs  auch 
der  Null  ein  absoluter  Betrag,  nämlich  0,  beigelegt  sei  («gl. 
HI.  13).  Es  kann  also  für  gewisse  Werthe  von  n  y«  auch 
^  et  sein. 

**)  Man  kann  sich,  wie  P.  du  Boia-Keymond  bemerkt 
hat  (Allg.  t'unctionentheorie  I,  p.  Tiö)  darauf  beschränken,  die 
systematischen  Zahlen  (.S',)  zu  poatuliren.  Die  Existenz 
einer  solchen  Zahl  mufs  auf  die  Kenntnifs  jeder  beliebigen 
Anzahl  von  Stellen  c,-  gegründet  werden.  So  sind  Summe  und 
Differenz  zweier  irrationalen  Zahlen  dadurch  zu  definiren,  daTs 
man  jede  einzelne  Stelle  derselben  aus  den  bekannten  Stellen 
dieser  Zahlen  herleitet.  Beim  Producte  wird  das  unbequem, 
BO  dafa  man  es  wohl  vorziehen  wird,  sofort  die  Existenz  des 
allgemeinen  ip^  (nach  1.  c.  p.  260  oder  Nr.  12  i.  T.)  zu  er- 
weisen und  dann  zu  der  i.  T.  vorgetragenen  Theorie  über- 
zugehen. 

^)  Auch  die  Formulirung  dieses,  sowie  des  1.  Curollares 
in  Nr,  7  beruht  auf  der  in  Note  2  erwähnten  Voraussetzung. 
Ohne  dieselbe  mOfste  das  letztere  ähnlich  lauten  wie  der 
Fundamentalsatz  der  Exbaustiousmethode  in  V.  4. 

*)  Da  gezeigt  ist,  dafa  {ip„)  ^  lim  y,  bei  lim  k  =  -|-  co, 
BO  können  wir  die  Ilesultate  der  vier  HpecJes  auch  so 
achreiben : 

lim  fn  +  lim  ^„  =  lim  {<p„  +  4''), 
lim  y,  .  hm  il<a  ^  lim  9)„tf',i 

u.  s.  f.  Hieraus  erbellt,  dafs  der  jf.  Satz  in  Nr,  4  auch  Gel- 
tung bat,  wenn  die  dariu  vorkommenden  Grenzwerthe 
irrational    sind.     Dabei    denken   wir    uns  tp^,  tl>„   wie  bis- 
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her  als  rationale  Zahleu.  Die  Ausdelmung  dieses,  sowie 
metrerer  unter  den  folgenden  Sätzen  auf  den  Fall,  dafj 
die  (p„,  ^„  u.  8.  w.  irrationale  Zahlen  bedeuten,  wird  im  IX.  9 
erfolgen. 

'')  Wie  Gaufs  (W.  III,  \i.  242)  berichtet,  liefs  v.  PraBsa 
in  seinen  lo^arithmiecheu  Tul'eln  (1810)  die  letzte  Ziffer  einea 
jeden  Logarithmen,  wenn  sie  vergröfsert  worden  war,  mit 
einer  anderen  Schrift  setzen.  Gaufs  bemerkt  auch,  dafa  dieae 
Einrichtung  dazu  dienen  kann,  die  Genauigkeit  der  Rechnung 
zu  verdoppeln;  empäehlt  sie  und  auch  die  von  Babbage  ge- 
trogene Einrichtung  jedoch  nicht,  wenn  man  Logarithmen- 
tafeln Yon  mehr  Stellen  zur  Hand  hat.  Wie  man  die  i.  T. 
angefahrte  Verbesserung  der  Nilheruugswerthe  bei  logarith- 
mischen  Rechnungen  verwerthen  kann,  zeigt  Gernerth  in 
seinen  fttnfstelligen  g.  Logarithmen  (1866).  Hinsichtlich 
der  Theorie  der  „uumerischeu  Annüherungen"  verweisen  wir 
auf  Baltzer's  Elemente  der  Math.  I.  Gem.  Arith.  §.  18  und 
die  auafahrlichcn  Darstellungen  von  Vieille  (Theorie  geii. 
des  approximations  num.  2.  ed.  1854),  Kuchonnet  (El^meos 
de  caicut  approximativ  3.  ed.   1880)  «.  A. 

^)  „Sind   die   Verhältnisse  A  :  S  und  A' :  li'   im   Sinne 
von  Euclid  einander  gleich ,  so  sind  es  auch  die   ihnen  enW 
sprechenden   Zahlen    p  \)'."     Denn    wenn    «,  «^  ii^^d   zi 
rationale  Zahlen  bedeuten  derart,  dafs 

tt,B'  <Ä'  <uji', 

«.  <  V  <  «. 

«,  <P'<«,, 
so  dafa  p  ^  p'  sein  mufs. 


80  hat  man  auch 

d.  h.  neben 
ist  stets 


Zum  vm.  AbBObnittfl. 

')  Im  ersten  Tbeile  wird  unter  dem  Symbol  ya  stets  die  absolut«  1 
Wurzel  verstanden. 

*)  In  Wahrheit  sind    freilich  die  Logarithmen  von  Nap 
den  natürlichen  verschieden,  vgl.  S.  Oilnther,  Verm.  Untera.  %,  G«aok.fl 

d.  malh.  Wiae.   IBT'i,  p.  27S. 
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*)  Vgl.  Klage  1,  Math.  Wörterbuch  lU,  p.  550. 
*)  Eine  T^fel  solcher  Potenzen  von  10  berechnete  Kramp  durch 
Aatriehen  von  Quadrat-  und  fünften  Wurzeln.  Correctcr  ist  nach 
Gernerth  (1.  c.  p.  V)  die  Tafel  im  Handbnche  der  allgemeinen  Arith- 
metik Ton  Egen,  welche  G.  in  seine  Sammlung  aufnahm.  Zur  Be- 
rechnang  solcher  Tafeln  würde  sich  die  unendliche  Ucihe  (5)  in  XI.  1 
eignen,  die  nur  die  Keuntnifs  von  1 10  vorausäoizt. 

» 
Zum  IX.  Abschnitte. 

')  Nach  Weierstrafs,  vgl.  Pincherle  I.  c.  p.  242.  Im  Wescut- 
lichen  schon  bei  Bolsauo  (Rein  analytischer  Beweis  des  Lelir- 
saiies  a.  s.  w.  [d.  i.  des  Satzes  in  Nr.  13]  1817,  p.  41). 

*)  Die  Vorschrift  mufs  von  der  Art  sein ,  dufs  man  für  einen  ge- 
gebenen Werth  von  x  jede  arithmische  Darstellung  setzen  ktinn,  ohne 
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dtSs  der  ihm  zugeordnete  von  y  sich  ündprt,  z.  B.  a^  wird  mit  IJiifo 
der  beiden  ganzen  Zahlen  m  n  definirt-,  jedoch  so,  dafs,  wenn  sie  durch 
M&,  nk  ersettt  werden,  eine  Änderung  nicht  eintritt. 

")  G.  Cantor  (Math.  Annalen  XXI,  p.  546)  unterscheidet  das 
Unendliche  in  Nr.  4  als  Eigentlich- Unendliches  von  dem  iu  Nr.  1,  dem 
Uneigentlich-  Unendlichen. 

*)  Was  unter  dem  Grenzwerthe  einer  (d.  i.  der  unabhängigen) 
Ver&nderlichen  zu  verstehen  sei,  ist  längst  ausgemacht.  Wenig  be- 
kannt erscheint  dagegen  in  der  älteren  Literatur  die  genaue  arith- 
metische Erklärung  des  Grenzwerthcs  einer  Function,  welche  der 
Yeifaeser  nach  Weierstrafs  gegeben  hat.  Sie  findet  sich  auch  bei 
Dini  (Fondamenti  per  la  tcorica  dellc  funzioni  di  vurlabili  reali  1878, 
p.  22). 

•)  Es  ist 

für 

Im  Intervalle  (a,  x^)  giebt  es  einen  Wertli  j:^\  wofür 

Demnach  ist 

9M>  g{xj)  -  f, 
also  nach  VII.  7 

*)  Vgl.  Neue  Lehrsätze  über  die  Summen  unendlicher  Reihen  (An- 
trittsprogramm) ;  Allg.  Functionentheorio  p.  266. 

'}  Dieser  Sats,  von  P.  du  Bois-Keymond  in  der  „allgemeinen 
Fimctionentheorie"  das  „Convergenzprincip^'  genannt,  iiudet  sich  schon 
bei  Bolsano  (1.  o.  §  7). 

")  Der  Satz  folgt  daraus,  dai's  man  jede  algebraibche  Function  von 
X  nach  steigenden,  ganzen  oder  gebrochenen  Potenzen  von  x  —  a  ent- 
wickeln kann. 

22* 
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°)   Die    Satio    wavdett    toh    mir  liorol»    Verallgemcinuruiig 
Caucbj'scbtn  äaticB  gefimdeu,  vgl.  Math.  Annalen  KIV,  p.  83t.   Sie 
laaseD  eich  wieder  dabin  verallgemeineni,  dafs,  wenn  dio  oltere  (unteip) 
Unbo»tiinnitheitagren«e  von 

/-(n  +  0  -  /■(«) 
(p(«  +  1)  -  v(") 

bei  lim  H  =  +  00  eine  ecdUcfae  Zahl  0((7)  ist,  die  entaprechflada 
UnbestimmfheitsgrenM  0\U')  von  A«) :  (PW  bei  lim  n  ■=  +  00,  M4 
»ia  fiberhanpt  endlith  ist,  nicht  giörsor  (kleiner)  als  0(17)  sein  fc 

'")  Boliaoo  1.  0,  p.  11. 

")  Ist  eine  Function  f{j:)  für  iillu  Werthe  vou  j;  im  InterraU« 
{a  —  d,  (i  -f  d),  j:  — .  a  eingöflchloaBen,  Jeflnirt,  «o  gelangt  man  durch 
Übertragung  der  Betracbtnngen  in  Nr.  7  auf  dio  InleiTaUe  (o  —  S ,  «  +  t) 
von  a:  m  Unbeetintmtbeitsgi eiuen  /\x)  bei  lim  x  =•  a  [wobei  freilicb 
auch  der  Werth  f{a)  berücksichtigt  ist].  Mittelst  derselben  kann  die 
Unntetigkeit  von  f{j:)  für  den  Werth  x  =•  a  auch  so  charakteriaitt 
werden:  von  diesen  Unbü stimm theitsgrenven  ist  entweder  mindestens 
eine  unendlich  oder,  wenn  beide  endliche  Zahlen  0,  U  sind,  t 
sie  ungleich  sein,  im  letzteren  Falle  heilst  0  —  U  der  Sprnng  *ou 
ax)  für  :c  =  o. 

")  Beweis  nach  Bolzano  I.  c.    Einen  anderen  Beweta  dea  S 
findet  man  bei  Cauchy  (CoucB  d'Änalyse  p.  649). 

")  Die  Sat«e  von  Nr.  1&  rühren  »on  Weierstrafs  her.    Dia  B^ 
weiM  sind  zu  Hnden  bei  Fincherle  L  c.  p.  219  nnd  Dini  I.  c.  p.  fil. 

")  Der  auch  ans  deji  Vorlesungen  von  Weierstrafs  bekannt* 
Salz  findet  sich  bei  Dini  1.  c.  p.  49;  Beweis  nach  Lüroth  (H&th. 
Ann.  VI,  p.  319).  Einen  anderen  Beweis  giebt  Darboux  {Aoi 
l'Ec.  uorai.  2.  s<Sr.   IV,  p.  73). 

'")  Vgl.  Borebardt  J-,  84.  B.,  p.  246. 

'*)  Nach  Weienttrafs  (vgl.  Pincheric  1.  e.  p.  '246). 

")  Cauchy,  Conrs  d'Analyso  p.  41, 

")  Eine  auefühilichere  Darstellung  hat   der  Verfasser  iu  deu   Boc 
d.  naturw.-modic.  Vereines  in  Innsbruck  XIV.  Jgg.  p.  21 — 43    g^pebett.' 

'")  Die  iu  einem  Intervalle  (,,,  a  +  d)  —  d>  0  —  .  ' 
Functionen,  d.  b,  hier  diejenigen,  welche,  während  a  v 
wächst,  nicht  abnehmen,  bilden  kein  System  von  den  verlangten  Ei^a- 
Schäften.  Denn  es  gieht  darunter  eolcho,  deren  Quotient  keini-ti  tircni- 
wertb  hat.     Vgl.  Math.  Annalen  XIV,  p.  262. 

'")  Vgl.  Prinuip.  philoeoph.  nat.  math.  lib.  11.  lern.  H. 

'")  Die  2.  uud  3.  Detinition  eind  in  Ähnlichem  Sinne  von  P.  d  ii  Boii 
Kuymond  gebraucht  (Borchardt  J.  70.  B.  p,  27).  —  Die  Beseiobnntig; 
,, Ordnung  des  Unendlichklein  -  Werdens"  int  auf  die  u.(,f)  nicht  i 
wendbar. 

")  Vgl.  insbesondere  Math.  Annalen  XI,  p.  14G.     Daselbst  ünden 
sich  u.  A.  die  soeben  benutzten  Functionen  g^. 
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Zum  X.  AbBohnitte. 

')  Der  Fehlschlofs  über  die  unendliche  geometrische  Progression 
begegnet  noch  immer.    Man  sagt:    „Es  sei 

1  +  4;  +  u;*  +  •  •  *  =  *• 
Dann  ist 

X  -{-  X-   -{•   JC*  '\-   •   -   '   =^  XSy 

also 

1  «  (1  —  x)8,  «  =  1  :  (1  —  x). 

Somit  ergiebt  sich  für  o;  =  —  1    «  =»  ^,  so  dafd 

1  —  14-1  —  i  +  ...  =  o  +  oH =  4 

ist.'*   Durch  die  letzte  Formel  erklärte  Guido  Cirandi  die  Schöpfung 
der  Welt  aus  Nichts.  —  Der  Fehler  besteht  dariu,  dafs  der  Ausdruck 

1  +  a;  +  Ä-  +  •  •  • 

ohne  Weiteres  als  reelle  Zahl  betrachtet  wird. 

')  Stern,  Algebr.  Analysis  1860,  p.  63. 

*)  Vgl.  Abel,  Oeuvres  par  Sylow  et  Lie.  I,  p.  399. 

*)  Nach  Weierstrafs  (vgl.  Pincherle  l.  c.  p.  215). 

*)  Cauchy,  Cours  d*Analyse  p.  141. 

**)  Gauchy  1.  c.  p.  144.  Dafs  die  Glieder  abwechselnd  positiv 
und  negativ  sind  und  bei  lim  n  «=  -|-  oo  den  Grenzwerth  0  haben,  ist 
aur  Convergenz  der  Reihe  nicht  ausreichend.  So  divcrgirt  (10)  i.  T., 
wenn  man  setzt 

a_  a=  .   _  4-  ^    _y    . 
"       Vn  ^       u 

')  Dirichlet  in  den  Abh.  d.  Berliner  Actul.  v.  Jahre  1837. 

')  Es  ist  a  »  7  2.    Vgl.  XI.  6. 

^  Riemann,  Werke  p.  221.  Dini,  Fondamenti  p.  98.  Man 
kann  auch  zeigen,  daTs  sich  die  Glieder  a^  so  ordnen  lassen,  dafs  die 
Reihe  £a^  einen  unendlichen  Grenzwerth  hat  oder  zwischen 
gegebenen  Unbestimmtheitsgrenzen  bei  lim  n  = -|- 00  oscil- 
liri.    Genflgen  die  Zahlen  üTi  ^,  •  •  •  den  Bedingungen 

n.  8.  w.;  so  lassen  sich  die  Glieder  h^c^  so  aneinauder  reihen,  dal's  die 
i.  T.  aufgeführten  Partialsummen  der  Reihe  nach 

5^  ifo ,    >  iCi ;    r^  Ä'i ,    <  A'i  .  .  . 
sind,  nämlich 

B,,  -  h.  <  K  <  K 
u.  8.  w.    Nimmt  man 

JTo  =  -^1  ■■  -K^  "^  •  •    »    A'i  =  Äg  =•  •  •  •     "^^    K*  >  ^i » 
so  sind  ifo  Kl  die  Unbestimmtheitsgrenzen  der  neuen  Reihe.  Läfst  man 

aq  =^  £| ,    £l2  *^  -^s  •  *  •    und    ICq  A|  £4  .  .  . 
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Zahlen  aein,  die  bcatäudig  nnd  ins  Dncadliche  wadisen,  so  ist  da 
QrenEweiih  der  neuen  Reihe  4-  ^• 

Eine  nKhere  Üateraucbnng  übet-  die  Wei^bveräudenuigeii  bedingt 
couvergirender  Reihen  bei  Umatellung  ihrer  Glieder  git'bt  A.  Frings- 
beim,  Math.  Annalen  XXll,  p,  «5. 

")  Diese  Eintbeilucg  der  convergenten  UDeadlichen  Reihen  in  iwei 
CIiVBBeti  verdankt  man  Diricblet. 

"•)  Abel,  Oeuvres  I,  p.  222.    Diiichlet,  Zabl.-Th,  2.  A.  p.  371. 

")  Nach  Weierstrafs  (Tgl.  Pincherle  1.  e. -p.  231), 

")  Cauchy,  Conra  d'Anal.  p,   147. 

")  Cftoobj  1.  c.  p.  641. 

■')  F,  Arndt  in  Grunert  Areh.  XI,  p.  319. 

"')  Canch;  1,  c.  p.  539,  Genau  genommen,  ist  noch  die  Cmter- 
gcrix  einer  jeden  Horixontal-  und  einer  jeden  VerticaJreibe  vorauiiu- 
notzeu.  —  Auch  die  zweite  Cauchy 'sehe  Bedingung  wird  wohl  rar 
Ulciohheit  der  Orenzwerthe  (IT)  i.  T.  nicht  nothwendig  Beio. 

'°)  Den  Beweis  dieecB  Satzes  bat  der  Verfasser  nebrt  einem  Ab- 
riaee  über  die  Theorie  der  Doppelreihen  gegeben  Math.  AnnaL  XXIV, 
p.  16T. 

")  Abel,  Oeuvres  i,  p,  226. 

'■}  DaTa  unter  der  i.  T.  angegebenen  Bedingung  die  Keih6  (10) 
«um  Greniwerthe  ab  convergire,  hat  Mcrtene  geieigt  (Borchardt 
J.  79,  p.  182).  —  Der  Fall,  dafe  keine  der  beiden  Reiben  (IB)  »bsolnt 
convergirt,  iat  betrachtet  von  A.  Pringsheim  (Math.  Aunal.  XXI, 
p.  327)  und  A,  VoTs  (1.  c.  XSIV,  p.  42). 

'»)  Borcbardt  J,  76,  p,  61-91, 

'")  Da  log  X  nnr  delinirt  iat  für  .1;  >  0,  bo  log,  x  nur  fiir  ä  >  I, 
logj  X  nur  rar  x  >  B,  log,  x  nur  für  a;  >  i"  u.  s.  f. 

"]  Eine  solche  Reihe  bat  P.  du  Bois-Reymond  (1.  c.  p.  88)  ui- 
gcgeben. 

")  0.  Bonnet  in  Liouvillo  J.  VIU,  p.  78. 

'=)  Crellö  J.  Xni,  [1,  172.  Man  erhält  die  dort  gegebene  Form  det 
ConvcrgcnECritoriume,  wenn  man  in  (11 


"^M  =  ",+  »_ 

'*)  Die   Folgen  von  logarithmiBcfae 
zurück  auf  Bortrand  (Lionville  J.  VII, 

")  Ettinghausen,  Zeitsebr.  X,  p.  63 

")  Weierstrafs  in  ürello  J.  51,  p 

")  Ganfs,  Werke  IM,  p.  139. 
•    '")  Cauchj,  Cours  d'Anal.  p.  131. 
Erxt  1863  räumte  Canchj  ein,  daSa  se: 
lUBchrünken  sei  (vgl.  Compt,  rend.  T.  36,  p.  466). 

")  Der  8U1D  Theorem  V.  von  Abel  1.  c-  gegebene  Seweii  wird 
vollatändig,  wenn  die  gleicbmiU'sige  Convergenz  der  Reih« 


, -pC«) 


1  Criterien  iweitoi'  Art  gehen 
p.  36)  und  U.  Bonnet  t.  c. 


Abel, -Oeuvres  l,  p,  384,  — 
in  in  Rede  stehender  Sab  ein- 
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wo  «ot  V, ,  o,  .  .  .  Functionen  Ton  x  aind,  für  die  Werihe  a  "^  x  '^ 
▼oraasg^seiit  wird. 

"0  Abh.  d.  Mfinchener  Acad.  IL  Cl.  V.  2.  A.,  p.  380. 

*'}  P.  du  Boifl-Reymond  1.  c.  XII.  1.  A.,  p.  120.  Das  folgen 
Beispiel  nach  6.  Gantor  Math.  Annalen  XVI,  p.  269. 

*■)  Oeuvres  I,  p.  228. 

"»)  W.  Veitmann,  Schlömilch  Z.  XXVII,  p.  196. 

**)  0.  Holder,  Math.  Annalen  XX,  p.  636. 

'^  Baumes  analjtiquea  1833,  p.  66.  Weierstrafs  (Pincherle 
c.  p.  339). 

^  Das  Cun?ergenziniervall  der  Reihe  (6)  kann  aber  (—  li,  4~ 
hinausragen,  wie  schon  die  Gleichung 

e'(^  +  ')  =  l  +  .r 

zei^  wenn  man  för  e^,  Z  (1  -l-  ^)  ^i^  ün  XI.  Abgehnitte  augegebeu< 
Reihen  setzt. 

•»)  Weierstrafs  (Pincherle  1.  c.  p.  340). 

^^  Cauchy  erfand  die  im  Folgenden  benutzte  Methode,  um  c 
Existenz  der  Integrale  der  Differentialgleichungen  nachzuwoiiien.  V; 
(Nouv.)  Exercices  d'Analyse  etc.  I.  (1840),  p.  365. 

i*)  Vgl.  Lehmann,  Griinert  Arch.  XXI,  p.  123. 


Zum  XL  Abschnitte. 

')  Cauchy,  Cours  d' Analyse  p.  106. 

*)  Ohm,  Versuch  eines  Systcmes  der  Math.  1821.  II,  p.  302. 

*)  Der  hier  gegebene  Beweis  des  binomischen  Satzes  rührt  v 
Euler  her  (N.  Gomm.  Acad.  Petropol.  XIX,  p.  103). 

^)  H.  Grafs  mann,  Arithmetik,  p.  166.  Diu  übrigen  Satze  ül 
die  Quadrat-  und  Gubikwurzel  nach  Ruchonuet,  Klem.  d.  calcul.  9 
prox.  8.  4d.  p.  36. 

')  Lambert,  Beiträge  II,  p.  162. 

^  Cauchy,  Cours  d' Analyse  p.  645. 

^  Koralek,  Methode  n.  pr.  caiculer  rapid.  1.  logarithm.  etc.  18{ 

")  K.  Hoppe,  Tafeln  z.  308tellig.  logarithm.  Rechnung.    1876. 

")  Enler,  Instit  Calc.  diff.  II.  §  202. 
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Beriehtignugen. 


S.  6,  Z.  13  statt  „simnltan^  1.  „jedenfalls". 

S.  31,  Z.  7  V.  u.  Btett  6"  1.  6". 

S.  70,  Z.  11  V.  u.  stett  A'  +  B  L  A'  +  B', 

S.  96f  Z.  14  statt  „derselben"  1.  „desselben". 

S.  121,  Z.  10  statt  „obenerw."  1.  „ebenerw." 

S.  167,  Z.  16  statt  /•(«)  1.  f(x). 

S.  208,  Z.  2  V.  u.  statt  „Satz  (7)  a.  a.  0."  1.  „folgende  Satz". 

S.  223,  Z.  12  V.  u.  statt  des  zweiten  ^  1.    ^. 

1  u 

S.  268,  Z.  13  statt  p^  1.  n^. 
S.  319,  Z.  9  C|  braucht  nicht  grösser  als  8  zu  sein. 

8.  321,  Z.  8  V.  u.    Nur  wenn  r i  =  2  und  a^^^  =  9  ist,  kann  dif 

erwähnte  Dittercnz  negativ  sein.     Dann  ist  stets  c^  »»  9. 


^>» 
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OBD.  PHOVSBBOB  AM   DBB  UNrVBBSrrlT   ZU   INITSBBUCK. 


ZWEITER  THEIL: 
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MIT  GEOMETRISCHEN  ANWENDUNGEN. 


LEIPZIG, 

DBCCK  UND   VKKLAG   VON   B.  O.  TEUBNER. 

1886. 


Nicht  langt;  nach  dem  ersten  Theile  dieser  Vorlesungeii 
■schien  J.  Tannery'a  Introduction  ä  la  Uieorie  des  fonc- 
ODB  d'une  variable,  ein  Werk,  desaeo  erate  Hälfte  in  Plan 
nd  AuHführung  vielfach  mit  deinäelben  Übereinstimmt.  Tan- 
er  j  berücksichtigt  nur  die  reellen  Zahlen,  doch  ist  ,die  Dar- 
ellung  so  eingerichtet,  dafs  man  die  Verallgemeinerung  auf 
e  complexcn  ohne  Mühe  vüiuehmeii  kann;  mau  hat  zumeist 
ir  an  Stelle  der  Worte  „valeur  absolue"  das  Wort  „moduie" 
i  setzen.  Als  Nachtrag  zura  ersten  Theile  führe  ich  aus 
T  Vorrede  "dieses  Werkes  die  Bemerkung  an,  dafs  der 
rundgedanke  der  von  mir  Dedekind  zugeschriebenen  Tiieo- 
e  der  irrationalen  Zahlen,  welcher  Tannery,  sowie  vor  ihm 
'ini,  Pasch,  Peauo  den  Vor/ug  vor  der  indefs  auch  von 
im  vorgeführten  Cantor'schen  einrüunit,  schon  von  J.  Ber- 
rand  in  seinen  Lehrbüchern  der  Arithmetik  und  Algebra 
orgetragen  wurde. 

Die  Darstellung  in  dem  ersten  Theile  meines  Werkes 
rt,  soweit  es  eben  möglich  ist,  ebenfalls  so  gehalten,  dafs 
>e  sich  unmittelbar  in  den  zweiten,  den  complexeu  Zahlen 
«widmeten,  übertragen  läfst  und  zwar,  da  statt  „Modul" 
iaer  aolchen  Zahl  nach  dem  Beispiele  von  Weierstrafs 
■baoluter  Betrag"  gesagt  wird,  olme  Aenderuug. 

Ich  behandele  in  diesem  zweiten  Theile  die  folgenden 
'genstände.  Zunächst  wird  gezeigt,  dafs  es  aufser  dem 
ateme  der  gemeinen  complexen  Zahlen  kein  anderes  giebt, 
fßr  dieselben  ßechnungsregeln  gelten,  wie  für  die  reellen 
•*leii.  Daran  schliefst  sich  der  Nachweis  der  Behauptung, 
^  Zahlensysteme  mit  vier  und  mehr  Einheiten  und  ge- 
Vuilicher  Multiplicatiou  überflüssig  sind.  Ich  führe  den- 
Vjen  nach  Weierstrafe,  deute  jedoch  auch  an,  wie  er 
ti  nach  Dedekind  gestaltet.  Einen  eingehenden  Com- 
'»tar  der  bez.  Abhandlungen  von  Weierstrafs  und  Dede- 
*3d  bietet,  wie  ich  schon  hier  hervorheben  möchte,  die 
"-i'se  von  Berloty:  Theorie  des  quantites  complexes  ä  « 
ites  principales  (Paris   1886), 


Im  zweiten  Abscbnitte  ist  die  Methude  der  Aequipot- 
leiizeu  d.  h.  das  Rechnen  mit  den  Stiecken  der  Ebene  ent- 
wickelt und  aind  daran  einige  geometrische  Auwendimgen 
geknüpft.  Dazu  gehüreu  die  Grundformeln  der  Trigonometrie, 
welche  sich  hier  besonders  einfach  ergeben.  Der  dritte  Äb- 
Bchnitt  beschäftigt  sich  mit  den  Grundbegriffen  über  die  com- 
plexen  Veränderlichen  und  Functionen,  der  vierte  mit  den 
ganzen  rationalen  Functionen,  den  arithmetischen  Reihen  und 
der  Interpolation. 

Der  fünfte  Abschnitt  ist  der  wichtigen  Theorie  äet 
unendlichen  Reiben  mit  compleien  Gliedern  gewidmet.  AI» 
Ziel  desselben  hat  mir  vorgeschwebt  die  Erledigung  der  tum 
Theile  schon  im  ersten  Bande  aufgeworfenen -Fragen  ÜW 
den  Giltigkeitabereich  der  Eutwickeluugen  gewisser  Functiü- 
nen  in  Potenzreihen,  um  dasselbe  zu  erreichen,  muh  mu 
über  diejenigen  Sätze  der  complexen  Reibentheorie,  welclie 
als  blofse  Verallgemeinerungen  von  solchen  der  reellen  «- 
scheinen,  hinausgehen,  und  zwei,  nur  bei  Gebrauch  von  com- 
plexen Werthen  der  Veränderlichen  mögliche  Satze  entwickeln, 
den  Cauchy 'sehen  über  die  Coefficienten  der  Glieder  einet 
Potenzreihe  und  das  Weierstrafa'eche  Kriterium  des  Coa- 
vergenzberejches  einer  solchen.  Es  sind  noch  aufgenommen 
Weierstrafa'  Doppelreihensatz,  Caucby's  und  Laurents 
Sätze  über  die  Entwickelimg  der  monogenen  Functionen  in 
Poteuzreiben,  die  letzteren  als  der  natürliche  AbschJufs  der 
gerade  erwähnten  Fmge. 

Hierauf  verwende  ich  das  bisher  GewonneDe  sur  Bf 
gründung  der  Lehre  von  den  Potenzen  mit  complexen  Es- 
pouenten  und  den  complexen  Logarithmen  und  schliefGe  daran 
die  Theorie  der  unendlichen  Producte,  Der  achte  Abschnitt 
enthält  die  Theorie  der  KetteubrÜche  in  der  Gestalt,  welche 
sie  durch  die  Arbeiten  vornehmlich  von  Seidel  und  Stern 
erhalten  hat;  neu  oder  doch  wenig  bekannt  ist  indefs  die' 
vollständige  Lösung  der  Frage  nach  der  Convergeuz  odet 
Divergenz  der  periodischen  Ketten brüche. 

'^nsbruck,  im  October  1886. 

0.  Stolz. 
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I.  Abschnitt. 
Aaal^tisulif.  Theorie  der  complexeu  Zakteo. 


1.    Complexe  Zahlensystame  mit  zwsi  Einheiten. 

Da  die  Gleiclaung  re*  =  —  1  keine  reelle  Wurzel  hat, 
80  SQcht  man  ihr  durch  Erweiterung  des  Systemes  der  reellen 
Zahlen  Anflöaungen  zu  verachaffeu.  In  der  allgemeinen  Arith- 
metik ist  dahei  so  vorziigeheii,  dafa  aämnitliche  Regeln  über 
Jas  Rechnen  mit  den  reellen  Zahlen  auch  für  die  neuen 
Zahlen  Cliitigkeit  erhalten.  Es  ist,  wie  sich  sofort  zeigen 
wird,  in  der  That  möglich,  diese  Forderang  zu  erfüllen  und 
zwar  nur  auf  eine  Weiae, 

Um  zu  den  neuen  Zahlen  zu  gelangen,  fügen  wir  zu 
den  Einheiten  +  1  und  —  1  eine  weitere,  von  jeder  reellen 
Zahl  verschiedene  Einheit  (  und  ihre  Gegeneinheit  —  i,  deren 
jede,  wie  die  heiden  ersteren,  in  irgend  eine  Anzahl  von 
Untereinheiten  zerlegt  werden  kann.  Wir  wollen  jedoch,  um 
die  Untersuchung  allgemeiner  zu  halten,  von  zwei  willkür- 
lichen Einheiten  (oder  Elementen)  c,  c^  ausgehen'),  deren 
jeder  wir  alle  möglicheu  Untereinheiten,  sowie  ehie  Gegen- 
einheit und  ihre  Untere  in  heitea  zugesellen.  Die  Gegenein- 
heiteo  werden  mit  —  e^,  —  e^  hezeichnet,  Ist  q  eine  posi- 
tive rationale  Zahl,  so  bedeute  pß,  die  ihr  entajirechende 
Vielheit  von  e^  oder  von  einer  Untereinheit  von  e,.  Auch 
wenn  q  eine  positive  irrationale  Zahl  {ip,)  ist,  soll  das  Zeichen 
(Vne,)  oder  pq  eine  Bedeutung  haben.  p( — P|)  =  ( — ?)% 
stehe  in  der  nämücheu  Beziehung  zur  Gegeneinheit  — «,, 
wie  QCi  zu  e,.     Oc^  endlich  sei  soviel  wie  c,  -j-  ( —  e,)  oder  0. 


Daraus  folgt,  d&lä  a,ej,  wo  jetzt  a,  jede  reelle  Zalil  sein 
kann,  nur  dann  gleich  0  ist,  wenn  «i  ^  0  ist.  Da»  Zeicheo 
a,e,  ist  natiirlicb  nicht  als  l'roduct  des  Coefficienten  «, 
in  die  Einheit  Ci  aufzufassen.  Äufserdem  setzen  wir  nucli 
die  folgenden  Erklärungen  fest: 

«I«,  +  C«,  -  {«■  +  A)e,,    ft(«,e,)  -  (/!,«■)<!,; 
erstere  mit  dem  besonderen  Falle  ( —  a,)ei  =  —  «iCj-    Gin- 
sichtlich   der   Bezeichnungen   (+  e)(j,  '%'s  gelte  Äehnliches. 

Jedem  Systeme  aus  je  einer  Zahl  «tC,  der  ersten  odiI 
je  einer  a^&i  der  zweiten  Reihe  ordnen  wir  ein  neues  Ding 
zu,  das  eine  complexe  Zahl  genannt  und  mit  a,e,  -\-  n,^ 
oder  OjPj  +  "^1^1  bezeichnet  wird,  a^a^  heifsen  ihre  Coor- 
diuaten.  Zur  Vergleicbung  der  neuen  Zahlen  unter  ein- 
ander stellen  wir  die  folgenden  Definitionen  auf: 

„1)  Es  ist 

dann  und  nur  dann,  wenn  a,  ^  ft  «^  ^  ßi  ist.  Inalieaon- 
dere  ist 

ttiC,  +  ÄjCj  =  0 

dann  und  nur  dann,  wenn  «,  ^0,  «^  ^  0  ist.  2)  a,e,  +«!*) 
heifst  gröfeer  (kleiner)  als  |3|P|  -f-  ßsCn  wenn  a^  gröfser  {kl«- 
ner)  als  ß,  und  falls  a,  ^  ß,,  wenn  a,  gröfser  (kleiner)  sU 
jSj  ist." 

OoTb  sie  den  in  1.  8,  8  d.  1.  T.  verzeich ueten  Fordentugea  g«- 
□ügon,  springt  in  die  Augen.     In  der  That  bat  man,  wenn 

«,■,  +  V,  >t,t,+  f.',.    t,',  +  f,'.  >».',+  r,<. 

iflt,  entweder  n,  >  Pi  ^i  ^  Vi  t  'i'ä''  "i  >  Vi  oder  n,  ^  P,  ßi  >  fi 
alao  wieder  a,  >  y,  oderendliuh  oebeo  a,  =-  p,  —  y,  o,  >  p,  p,>Ti 
olfio  »i  !>  Vii  iodafe  in  jedem  Falle  aich  ergiebt' 
n,e,  +  B,e,  >  y,  e,  +  y,e,. 
Wir  werden  nun  versuchen,  die  Summe  und  dos  Pf"" 
dnct  der  neuen  Zahlen  so  zu  deäniren ,  dafs  die  fflt  Ji* 
Addition  und  Multiplication  der  reellen  Zahlen  geltenden 
formalen  Gesetze  bestehen  bleiben.  —  Im  Folgenden  wefd"" 
in  der  Regel  die  griechischen  Buchstaben  reelle,  die  lateini- 
schen (neben  natürlichen  Zahlen,  insbesondere  als  Indien) 
complexe  Zahlen  bedeuten. 


Analytische  Theorie  der  complexen  Zahlen.  3 

S.   Al8  Snmxne  der  oomplexen  Zahlen 

«  =  «1^1  +  «2<?a,     &  =  /^i  Ci  +  ßi^ 
betrachten  wir  die  Zahl 

(«1  +  /so^i  +  («» +  ß^^y^ ' 

Dann  bestehen,  wie  leicht  ersichtlich  ist,  die  zuletzt  in  VII, 
6  d.  I.  T.  aufgeführten  Additionsrcgeln  auch  hier.  Man  hat 
also  die  Sätze: 

1)  a  +  6  =  6  +  a; 

2)  (a+b)  +  c  =  a  +  (b  +  c). 

3)  Neben  a  ^=  a  ist  a  +  &  =  a  +  ^• 

4)  Neben  a^  a  ist  a  +  &  >  a  +  6.  —  Der  letzte  Satz 
folgt  daraus,  dafs  wenn  a  =  aie^  -f-  a%e^  ist,  neben  a^  >  a[ 
«1  +  /li  >  al  +  A  ^^d  neben  a^  =  ai ,  «^  >  ag 

«i  +  A  =  «i  +  A,     «2  +  ft>«i  +  A 
sein  mnfs. 

Die  Subtraction  der  complexen  Zahlen  ist  stets 
mSglich  und  eindeutig.    Der  Gleichung 

6  +  a;  =  a 

genügt   nämlich   die    Zahl    x  =  ^^6^  -f-  i^e^   daim    und    nur 
dann,  wenn 

also 

5i  =  «  —  A>    62  =  «2  —  A 

ist  —  Die  Zahl 

0  —  a  =  (—  «1)61  +  (—  «2)^ 

=-  (—  a^e^  +  (—  «jCjj)  =  —  «iCi  —  a^f?^ 

wird  mit  —  a  bezeichnet  und  heifst  „a  entgegengesetzt''  oder 
„Gegenzahl  zu  cf^. 

Bedeutet  qü  diejenige  complexe  Zahl,  welche  aus  a  so 
al^eleitet  ist,  wie  die  positive  rationale  Zahl  q  aus  -{-  1,  so 
findet  man  nach  dem  Vorstehenden  leicht,  dafs 

ist    Verstehen  wir  unter  q  eine  andere  reelle  Zalil,  so  möge 

diese  Gleichung   zur  Erklärung   von  ga   dienen.     Hieraus 

erkennt   man,   dafs   pa   nur   dann  0  ist,   wenn  (>  =»  0  ist. 

1* 


Ferner   ergiebt   aicli,    wenn   ö  p,  p^ . .  p,„   reellti   Zablen   be- 
deuten, zunächst,  ilafs 

eo  +  ö«  _  ((,  +  0)0 

ist,  und  hieraus,  dafä 

Pi«  +  Patt  H h  P".«  =  (pi  +  e*  H h  P«}ö 

ist.     Auf  iihnliube  Art  weist  man  nach,  daTa 
p(a  +  6)  =  pn  +  pt 

e(«i  +  «-  H h  «".)  =  e"i  +  pn.  H +  V"- 

\&t.  Südlich  hat  man  den  Sati^:  „Ist  p  eine  positive  reelle 
Zahl  und  a>a',  so  ist  pa^pa,"  welcher  unmittelbar  aus 
dem  besonderen  Falle,  dafs  a  ='0  ist,  folgt.  Ist  aämhcli 
a>0,  so  ist  entweder  a,  >  0  oder  «,  =  0,  a,  >0,  dao 
bezw.  pa,  >  0  oder  pa,  ^Ü,  pa^>0,  somit  ist  immer  pa>0. 
Zwischen  den  Einheiten  c,  e,  besteht  heine  lineare  Glei- 
chung; denn  jede  solche  kann  auf  die  Form  ^,e,-\-l^i^=0 
gebracht  werdeji,  woraus  sich  lediglich  §,  ^  ^^  ^  0  ergiebt 
Dieser  Satz  gestattet  in  gewissem  Sinne  eine  UmkehruBg. 
Wenn  über  die  Einheiten  e,  e^  die  bisherigen  Annahmen  ge- 
macht tiind,  äu  lassen  sie  sich  durch  jedes  Paar  von  ZMen 
a  b  ersetzen,  zwischen  denen  keine  Gleichong  von  der  Form 

aa  -\-  ßb  =  0 
besteht,  oder  was  dasselbe  besagt,  deren  Determinante 

von  Null  verschieden  ist.     Unter  dieser  Voraussttzaug  tiuilet 
mau  nämlich  aus  den  Gleichungen 

«  -  „A  +  a.,e,,     h  -  f,,,  +  f,,; 

©"-(^)'-'..  m'-O)—- 

sodafs  man  jeder  Zahl  l,*?,  +  6,ej   die   Gestalt  |n  +  tjfc  ff 


3.    Multiplicatlon  der  complexen  Zahlen  mit  zwei 
Einheiten. 

Wir  setzen  zunächst  fest,  dafs  die  EinheitsprüUucte 

C[  ■  e,      e,  •  Cg     lüg  ■  c,      f  a  •  f^t 
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>hlen  des  Systemes  g^Ci  -f*  Ss^  ^^^^  solleD.  Mittelst  der- 
ben erklären  wir  dann  die  nachstehenden  Producte 

(«,€,).  (ftei)==(a,/J,)(ei.6'J 
(«1  ^i)  •  (A^)  =  («1  ßi)  (^1  •  O  ,^. 

(«2^2)  •  ißM  =  («sA)  (62  •  <^i) 
(«2^2)  •  (A  «2)  =  («2/52)  («2  •  ^2)  • 
idlich  werde  znfolge  des  distributiven  Gesetzes  festgesetzt^ 

rs 

+  («1^)  •  (ftß*)  +  («2^)  •  (A^)  +  («2^2)  •  (A^)  /oN 

=  («1 A)  («1  •  ^1)  +  («1 A)  f^i  •  O  +  («./»i)  (e^  •  ^i)        ^  ^ 

+  (a2A)(e2-e2) 
.    Damit  haben  wir  erreicht^  dafs  das  Product  von  je  zwei 
hlen  des  neuen  Systemes  auch  eine  Zahl  desselben  ist. 
Aus  (1)  und  (2)  folgt  zunächst  die  Kegel 

»rin  Q  ö  reelle  Zahlen  bedeuten ;  femer  die  beiden  Formeln 
3  distributiven  Gesetzes 

ter  a  &  c  beliebige  Zahlen  des  neuen  Systemes  verstanden. 
Sollen   auch   das   associative   uud    commutative   Gesetz 
i   dieser  Multiplication    allgemein   gelten,   so  müssen  die 
rmeln 

(a  •  6)  •  c  =  a  •  (6  •  c)        a-  b  =  b  •  a 

itehen.  Die  Einheitsproducte  Cr  -  e^  sind  demnach  so  zu 
hlen,  dafs  für  die  Einheiten  die  soeben  erwähnten  Kela- 
nen  erfüllt  sind,  was,  wie  leicht  ersichtlich  ist  (vgl.  Nr.  9), 
ch  hinreichend  ist     Wir  nehmen  mithin  an,  dafs 

Ci  •  Cg  =  Cg  •  Ci  (3) 

d 

(«1  •  ^1)  •  ^  "=  ^j  •  (^1  •  ^2)  /4N 

(^2  •  ^)  •  «1    =  ^2  •  (^2  •  ^l) 

,  woraus  die  sechs  weiteren  Gleichungen  des  associativen 
setzes  f&r  e^  e^  von  selbst  folgen  (s.  Nr.  9).     Setzt  man 

Cl  •«!  =  ^1^1  +  ^«2  Cg-e2  =  r,e,   +1/2C2  .g. 

«1  •  «2  =  ^  •  ^1  =*  f^l^l   +  f*2C2> 


m 


,  Abachuitt,    Nr. 

SO  erhält  man  durch  GleicbsetzuDg  der  Coefficienten  von 
C|  und  Cj  auf  beiden  Seiten  der  Gleichungen  (4J  die  Bela- 
tiouen 

(i,tt-i  =  l^v^  (6) 

".(^i  — ft«)  =  fi(f*i  —  *.)» 
dereu  erste  eiue  Folge  der  beiden  letzteren  ist,  falls  nicht 
A,  ~  ^  Hj  —  v.^  beide  0  sind.  Es  mufa  dann  die  Determiuuit« 
derselben  fi,  fi,  —  A,v,  verschwinden.  Wenn/ij^X,  fti=f, 
ist,  80  bleibt  Gleichung  (6). 

MultipUcirt  man  die  erste  der  Gleiolinugen  (7)  mit  fi,,  ao  ergieM 
sich  mittelüt  (6) 

Mit  Hilfe  der  nätulicbon  Gleichungon,  welche  Auedrücke  für  l,v,  und 
l,»,  liefein,  findet  man  noch 

J^i^i^  -  i,v,)  =  (i,  -  ;<,)  (i,(i.  -  (*,  V-  l»l 

Zunächst  zeigen  wir  den  Satz:  „Die  nothwendige  und 
hinreichende  Bedingung  dazu,  dafa  in  dem  Zahlensysteme 
aus  den  zwei  Elementen  c^  e^  ein  und  nur  ein  Moda- 
lus  e  der  Multiplication  —  d.  h.  eine  Zahl  e  von  der 
Art,  daTe  was  immer  auch  a  sein  miig,  stets  die  Gleichung 

a-  e  ^=  c  ■  a  ^^  a 
gilt  —  vorhanden  sei,  besteht  darin,  dafs  mindestens  eine 
der  Deterrainanten 

A   ^   (1,1',    t',(l^  M    ^    V,  i;    —    A, 

N  =  ^ift,  —  lii^i 


(10) 


nicht  Null  ist." 

Beweis.     Es  sei 

a  =^  «,6,  -J-  OjCg         c  =>  f,e,  +  EiCi- 
Entwickelt  man  o-e  mit  Hilfe  der  Formeln  (1)  (2)  (5)  und 
setzt  es  gleich  a,  so  folgt  nothwendig 

«l(Jll*l  +  (*■«!)  +  «»(f»lEl  +  »'l^j)  =  «1 

Diese    Gleichungen    sollen     für    jedes    System     von    reeUflS 

Werthen  a,  Oj  gelten;  demnach  mufa  nach  X.  28  d.  L  T. 

'^i'^j  +  fi«i=  1         ft,«i  +  "i^s  =  0 


(u); 


Analjtiacbe  Theorie  der  complexen  Zulilei: 


seiu.     Aus  den  beiden  Gleicliuugeu  links  folgt 

N  j,  ^  (»I         N  Ej  =  —  il, . 
Wenn  N  niclit  0  ist,  so  genügen  ihnen  nur  die  Werthe 

£,  =  f», :  N         el Äj  :  N , 

welche  auch  die  beiden  Gleichungen  rechts  zufolge  (6)  und 
(7)  eriilllen.  lu  diesem  Falle  existirt  also  ein  Müdulus  der 
Multiplication.  Ist  N  =  0,  so  widersprechen  sich  die  Glei- 
chungen links  in  (11),  es  sei  denn  ^  =  fig  ^  0.,  Wenn  aber 
neben  i^  =  n,  =  0  entweder  n^v-j  nicht  Null  oder 

^j  =  v,  =  0       AiW.^O 
ist,  80  ist  gleichfalls  der  geuannte  Modulus  vorhanden.     In 
allen  anderen  Fällen  giebt  es  keinen  solchen. 

Wenn  mindestens  einer  der  AuBdrücke  (10)  nicht  Null  ist,  ao  hat 
die  Multi|ilicatioD  einen  Modulua.  Da»  gilt  hinHJthtlich  A  ebenso,  wie 
binsichtlicb  N.  Wenn  M  und  l^  nicht  Null  sind,  so  ist  nach  (9j  auch 
N  nicht  Nail.  Sollte  abur  M  ^  0  und  ;[,  ^  0  aein,  ao  darf  v,I^  nicht 
Null  seiu.  lut  nun  jt,  nicht  Null ,  so  auch  N  nicht.  Wenn  aber 
/i,  =  0  ist,  ao  eriatirt,  wie  gerade  bemerkt  wurde,  ein  Modulua  e,  — 
Bei  Fehlen  emer  aolchon  Zahl  e  lund  die  Ausdrücke  (10)  sämmtJicb 
Null.  Da»  ergivbt  sich  aus  (ä)  und  (3)  aofurt,  wenn  N  =  0  und  1, 
nicht  0  ist.  iat  1,  ^^  0,  so  bat  man  wegen  N  ^~  0  ateta  fi,  =  0;  denn 
I,  =  0  liefert  jetzt  nach  der  ersten  Gleichung  (7)  fij  =  0.  Wenn 
aber  1,  =  fi,  ^  0  i«t,  ao  mate  na«h  dem  Voratehenden  fijV,  ^^  0  d.  i. 
A  •=  0  und  nach  der  zweiten  Gleichung  (7)  v,  1,  ^^  ji^  aeiu.  Daraus 
folgt  weiter  »,  =  0  oder  ^|  =-  0    i,  =.  0,  alao  jedenfiJls  M  =  0. 


1 


die 


ZablensrBteme  mit  zwei  Einheiten,  die  eine  distiibatiTe, 
aaaooiatiTe  nnd  oommutatlve  Mnltipllcation  ohne 
Hodnins  zalassen. 

Ea  giebt  davon  drei   verschiedene  Arten,  welche  durch 
le  folgenden  Einheitsproducte  charakterisirt  aind:_ 

c,  •  c,  ^  0         e,  •  e,  ^=  c,  ■  e,  =  0         c,  ■  e,  ™  0  (I) 

tCj-Cj^e^        e,-e^^e^-ei=0        Cg-e^^O        (II) 
I      fi'*!"™^        e,  ■ea  =  ej'e,^0         e^-  e,  ='0.     (ÜT) 
*     Zd  diesem  Reanltat  gelangt  man  dnrcb  Einführung  nener  Ele- 
tote  anstatt  e,e,.    Wenn  1,  nicht  0  iat,  ao  liefern  die  QleiobaDgen 
M  =  0     N  =  0 


wo  g  jede  rctille  Zahl  sein  kann.     Denuach  hat  mau  nacli  (5) 

e,  ■  e,  =-  l,(pei  +  t,)        e,  -  f,  =  ftCpe,  +  e,) 

Dabei  raoJji  uucb  (6)  fi|  >=  1, 14  hcid.  Nun  fahren  wir  diu  Dtim 
Einheiten 

»1  —  i(e<t  +  e.)        ej'  —  Vi',  +  "Jie, 
ein.  Indem  wir  uus  die  Bestimmaiig  van  £  q,  q,  vorbehalten.    Ea  iit 

«;  •  <;  -  [^  (',(  +  ft)']  ",■    ■,•  ■  •;  -  [qAi.  +  ihi.)']'; 

Zunikhat  setzen  wir 

aodars  wir  «i'  •  t,'  —  0  «j  •  «j  =  U  erhaltoD.  Wenn  l,i/  +  /t,  niAt 
Null  iet,  EO  darf  man 

annohmen,  wodurch  ef  -  e/ •«  e,'  wird.  Wir  sind  somit  zu  Sjitein 
(II)  gelangt;  während  die  Annahme  l,(i  +  f,  —  0  (d,  i.  (i,  =  — (Ij 
V,  =  e%)  auf  (I)  fahrt. 

Aehnlich  verfahrt  man  in  den  beiden  anderoo  FUllen,  daTi 
l,  ^  0         (t,  =  1»         »,  =  0 


S,   Zahleo Systeme  mit  awei  Einheiten,   welche   eine  distn- 

butive,  asBoolative,  commutative  Mnltiplication  mit 

Modulus  zul&Baen, 

ludern  wir  jetzt  den  Modulus 

aU  vorhanden  ansehen,  so  tliirfen  wir  ihn,  da  e,  t^  nicht  zu- 
gleich Ü  ^eiu  können,  als  das  eine  Elemeut  wühlen.  ^ 
zeichnen  wir  das  andere  mit  ff,  so  nehmen  die  EinheitA|>T')' 
ducte  die  folgende  Form  an 

e-e  =  e         e-g-=g-e  =  g        g  ■  g  ^  [le -\-  vg. 

Das  Quadrat  der  zunächst  beliebigen  Zahl 
a-ac+ßg, 


—  } 


Analytische  Theorie  der  complexcn  Zahlen.  9 

a.a^{a'  +  (iß')e  +  [ß{2a  +  ßv)](^ . 

ehmeu  wir 

cc  =  —  ^ßv, 

i  redacirt  sich  a  •  a  auf  die  Einheit  e: 

a.a  =  ^(J  +  ,t)e.  (11) 

an  sind  drei  Fülle  zu  unterscheiden. 

1)  Wenn  -r-  "J"  '^  -^  ^  ^^*»  ^^  kann  man  ß  so  an- 
shmen,  daCs 

etrachtet  man  also  als  zweite  Einheit  die  Zahl 

a=  ±  ( W  -  </)  * 

Vt  +  ~^ 

>  erscheinen  die  Einheitsproducte 

^•6  =  6         e  •  a  =^  a  '  c  =  a        a  *  a  =  c, 

'emnach  ist 

€•  €  —  a  •  a  «=  0     d.  i.     (e  —  a)  •  (e  +  a)  =  0 . 

Es  giebt  somit  zwei  Zahlen  e  —  a,  e  +  a  —  beide 
on  0  Terschieden  — ,  deren  Product  gleichwohl  0 
iL  —  Als  definitive  Einheiten  wählt  man  die  Zahlen 

e  -\-  a  .   e  —  a 

'ofBr  man  erhält 

[unmehr  ergiebt  sich  als  Multiplicationsregel  die  Formel 

(a,ii  +  «th)  '  (ßJ.  +  ßih)  =  («iA)ji  +  {"Mh  •  (12) 
lodulus  ist  jetzt  die  Zahl  j^  -f-  j^ .     Die  Gleichung 

b  '  X  =  X  'b  =  a 

,  i. 

at  eine  und  nur  eine  Losung ,  wenn  ^^  l,  ^^^^  ^^  bestim- 
len  lassen,  dafs 

All  =  «1         ftfe  =  «« 


I 


1,  ÄbBchniU.    Nr.  5. 

'iBt,  also  stets  wenn  nicht  /!,'=>  0  und  cc,  von  0  verschieden 
oder  ß^'=0  und  k^  vod  Null  verschieden  ist.  Ist  ^,=0 
und  «1^0  oder  j3^  =  0  und  «j^  0,  so  ist  die  Djyi- 
sion  unmöglich.     Die  Gleichung 

hat  nur  dann  Wurzeln,  wenn  keine  der  Coordinaten  a, 
«3  negativ  ist,  waa  sich  aus  der  Formel 

sofort  or^iebt.  Sind  itj  und  a^  positiv,  so  bat  aic  die  vier 
Wurzeln 

x—i+Vi^lji  +  i+V^j,- 
Mau  hatte  auch  ohne  die  vorhergehende  UntersucLung 
auf  das  Zahlensystem  mit  den  Einheiten  j^j^  kommen  kua- 
nen;  es  entsteht  ja  einfach  durch  zweimalige  Setzung  des 
Sjatemes  der  reellen  Zahlen.  Von  Interesse  ist  lediglich, 
dafs  die  bisher  gemachten  Annahmen  nur  aaf  dieses  tri- 
viale System  führen. 

2)  Wenn  —  -^-  (i  ^  0  ist,  so  hat  die  Gleichung  i'  =  0 

zufolge  (11)  unzählige  Wurzeln,  die  nicht  Null  sind.  Wählt 
man  eine  solche 

als  zweite  Einheit,  so  ergeben  sich  die  Eiiiheitsproduote 

e-e  =  e         c-j=je^j        j.j  =  0.  (V) 

Die  Multiplicationsregel  lautet  jetzt 

(«»  +  ßj)  ■  (»■«  +  (Tj-)  _  (»«•)»  +  („^  +  ß«')J.  (IS) 
Die  Division  durch  die  Zahlen  ßj  ist  demnach  im  Allge- 
meinen unmöglich  und  die  Gleichung  »*  =  —  oc(a  >  0)  bat 
keine  Wurzel, 

3)  Wenn  -  +  ft  <  0  ist,  so  kann  man  ß  in  (11)  so 
annehmen,  dafs 

'*"(t  +  '')--i 

ist     Führt  man  eine  der  Quadratwurzeln  aus 


(VI) 


(14) 


ab  zwt;it£   EiuLelt  ein,    ao    ^clau^t   niäo   zu   ilüu   JÜiuheitB- 
productea 

e  ■  e  ^  c         e-  i^  i  ■  e  ^  i        i-  i  ^  - 
und  damit  kut  Formel 

C«t  +  ßi)  ■  («>  +  fi) 

Daraas  ergeben  sich  sofort  die  tblgendeu  Sätze. 

a)  Wenn  der  Divisor  nicht  Null  ist,  so  läfat 
sich  die  Division  stets  ausfUlireu  und  zwar  in  einer 
einzigen  Weise.     Wenn  nümlich  zn  den  Zahlen 

ae  +  ßi,       ye  +  Äi 
eine  dritte  |c  -f-  ^i  ^u  äuchcu  ist,  t<o  beschaffen  dafs 

{,e  +  ii).{ie+r,,)  =  ae  +  ßi 
ist,  so  müssen  |  i;  nach  (14)  den  Gleichungen 

ri-ir,-«         äi  +  yri  =  ß  (15) 

genügen.     Man  hat  also 

[f  +  S-)t~-y  +  ßö        {f  +  il')n-ß,-^3, 
woraus    ersichtlich   ist,    daTs  falls  ye  -\-  Si  nicht  Null,   also 
y*  -|-  d*  >  0  ist,  S  1)  bestimmte  Werthe  besitzen. 

h)  Wenn  das  Product  zweier  Zahlen  Null  ist,  so 
mufs  eine  davon  Null  sein.  Denn  ist  in  den  Gleichungen 
(15)  K  =  ^  =  0  uihI  wird  ye  -\-  di  von  Null  verschieden  vor- 
ausgesetzt, so  folgt  daraus 

1  =  0    Tj  =  0    d.  i.     §e  +  Tjt  =  0. 

Wir  haben  somit  drei  wesentlich  verschiedene  Zahlen- 
systeme mit  zwei  Einheiten  kennen  gelernt,  die  eine  Mul- 
tiplicatioii  von  den  angegebenen  Eigenschaften  zulassen.  Sie 
mögen  der  Ueihe  nach  als  hyperbolisches,  paraboli- 
sches, elliptisches  System  bezeichnet  werden.  Nur  das 
letzte  hat  die  Eigönschaft,  dafe  für  das  Rechneu  mit  den 
Zahlen  desselben  genau  dieselben  Ilegdn  gelteu,  wie  in  der 
Arithmetik  der  reellen  Zahlen. 

Der  Dngleicbung  5)  in  VIT.  8  d.  t.  T.  entepricht  hier  der  Satz: 
„Igt  e  eine  positive  rodle  Zahl  und  es  besteht  unter  den  complexen 


1.  Äbi«:huitt     Nr, 

Zablou  aa   Ain  Relation  a  >  a',  ao  bat  man  «c  .  a  >  ^e  .  a'  —  wel- 
cher mit  eiuom  Satie  in  Nr.  2  zusammeD fällt. 

Uebrigens  lilfat  sich  auch  direct  leicht  bewuieeu  der  Sali;  „Wenn 
in  uiiiem  Zahlensjatem  mit  den  Elementen  e  i,  wovon  e  der  Hodalm  Jur 
Multip licution  und  i  =^  y —  e  ist,  das  Froduct  nach  der  Formol  li] 
'.  (U)  KU   bildoD  ist,   80  mura  das  Syatem   nothwendig  im 


ellir 


ichu  i 


Die  Zahlen  eines  jeden  dor  drei  Sjsteme  lassen  sich  geometiucb 
darstellen.  Constiuirt  man  in  der  Ebene  den  Punkt  mit  den  Parallel- 
coordinaten  a,  d, ,  so  wird  er  Eeltist  oder  die  ihn  mit  dem  AnfaDgE- 
puukte  der  Coordinaten  verbindende  Strecke  ihrer  GrSTBe  nni) 
Lage  nach  als  ReprUsentaut  der  Zahl  ac,  -{-  ([,e,  betrachtet.  k\X 
diese  WeiRe  kann  man  auch  die  Resultate  der  vier  Rechnungaiictni 
geometriach  deuten.  Die  DarHtelluog  der  Summe  und  Differenz  iit  in 
allen  Systemen  dieselbe  (vgl,  IT.  .t),  die  d>>s  Prodactes  und  QootieDtcii 
fällt  natürlich  verschiedea  aus. 


ß.   Die  gemeinen  oomplexen  Zahlen. 


!  des  ellipiiscben  Syst«- 
i  ist  somit  eine  Wuniel 


Bezeichnet  man  deu  Modulus 
mea  mit  1,  so  hat  man  i-i  =  —  1; 
der  Gleichung  a:*  =  —  1.     Da 

nur  dadurch  Null  werden   kann,  dafs  ein  Factor  Null  wild, 
so  hat  diese  Gleichuug  nur  noch  die  Wurzel  x^  —  l 

Die  Zahlen  mit  dioscn  Eiuheitfin  1  und  i  heifaen  ge- 
meine complexe  oder  schlechtweg  complexe  ZofaleD;  i 
heilst  die  imaginäre,  auch  laterale  Einheit,  die  Zahlen  ^* 
im^iuäre  Zahlen.  Von  der  complesen  Zahl  «  ■{•  ßi  häCrt 
cc  der  reelle,  (ii  der  imaginäre  Theil.  Man  bezeichnet  den 
letzteren  als  positiv,  Null  oder  negativ,  je  nachdem  ß  pOBiti>| 
Null  oder  negativ  ist,  was  mit  der  in  Nr.  1  durch  die 
2.  Definition  festgesetzten  Vergleichung  einer  Zahl  fli  mit  0 
im  Einklänge  steht. 

Die  gemeinen  complexeu  Zalileu,  welche  unter  sich  aU 
besondere  Fälle  die  reellen  und  imaginären  Zaiilen  enthalten, 
Bind  die  einzige  Zahlenart,  welche  in  der  allgemeinen  Arith- 
metik berücksichtigt  zu  werden  braucht  Es  läfst  sich  näm- 
lich zeigen,  dal's  es  auTser  ihnen  kein  System  von  Zahlea 
giebt,  mit  denen  genau  in  derselben  Weise  gerechnet  werden 


kaoB,  wie  mit  den  reellen.  Durch  tHeseti  Satz  haben  wir 
auch  auf  dem  furmulen  Wege  die  natürliche  Begrenzung 
der  allgemeinen  Arithmetik  gefunden,  ao  dofs  wenu  uns 
später  Oleicbimgeu  hegegui'u  worden,  welche  durch  keine 
gemeine  complexe  Zahl  befriedigt  werden,  wir  sie  als  unlös- 
bar betrachten  dürfen  und  an  eine  fernere  Erweiterung  des 
Zahlensystems  nicht  mehr  zu  denken  brauchen. 

7.  Da  fUr  das  Itechneu  mit  den  gemeinen  complesen 
Zahlen  dieselben  Kegeln  gelteu  wie  für  das  mit  den  reollen 
Zahlen,  so  läfst  sich  auch  hier  der  Begriil'  der  Potenz,  zu- 
nächst mit  positivem  ganzen  Exponenten  einfuhren 
und  es  werden  die  in  VIII.  l  und  3  d,  I.  T.  erwähnten 
Sätze  auch  dann  bestehen,  wenn  die  Hasen  der  Potenzen 
comple^ie  Zahlen  sind. 

Aus  jeder  complexen  Zahl  »  lüfst  sich  die  Quadrst- 
vrarzel  ziehen;  sie  hat,  wenn  u  uicht  0  ist,  zwei  entgegen- 
gesetzte Werthe.     Setzt  man  nämlich 

«  =  «  +  iS'  =  (e  +  ')i)% 

8o  ergeben  sich  nach  (14)  Kur  Bestimmung  der  reellen 
Wahlen  |  ij  die  Gleichungen 

woraus  man  schliefst 

(«•  + 1')'  -  d'  - 1')'  +  ii' !,'-<•'  +  f. 

Somit  ist 

!•  -  i  ()/«H=l' +  ")    r- UV«' +  ?'-<•).    (10) 

Beim  Ziehen  der  Wurzel  aus  den  rechten  Seiten  sind,  falls 
ß  nicht  0  ist,  solche  Vorzeichen  zu  wählen,  dass  in  der  That 
ij$t}  =  ß  ist,  so  dafs  auch  in  diesem  Falle  nur  zwei  Werth- 
sysftme  |  ij  möglich  sind. 

Hieraus  ergiebt  9ich,  dats  jede  iiuadcatiscLe  Gleickung 

ax*  -f  2bx  ■ c  (|a|>0), 

deren  OiBcriminaate  ae  —  b^  nicht  Null  ist,  xwei  nngleiche 
Wurzeln  hat.  Multiplicirt  mao  Dämlich  die  Gleichung  mit  a  und 
addirt  beideraeitB  b*.  so  erhält  man 

(ax  +  b)'  -  b'  -  ac. 


I.  AbBchnitt.    Nr.  T.  I 

Wenn  b'  —  ac  nicht  Null  iat,  so  bat  die  Quadratwurzel  dai&iu,  (olg- 
lich auch  x  zwei  Werthe.     Ut  &'  —  ac  =  0,  bo  läTgt  unsere  aleichnug 
3  IiOsuDg  X  ^  —  b  :a  za.     Man  nenot  diese  Wonel  wie- 
irholt,  weil  der  Anedmck  ax'  4~  ^''^  -j-  c  in  die  Form 


■('+!)* 


I 


gebracht  werden  knon  (vgl.  IV,  3). 

Diejenigen  höheren  Wurzeln  aus  a,  welche  uiclit  anf 
Quadratwurzeln  zuriickfiihrbar  sind,  lassen  sich  im  Ällgeutei 
nen  uicht  so  darstellen,  wie  die  Quadratwurzeln. 

Versucht  tnnn  die  Cuhikwurzel  aus  a  d.  i,  zwei  reelle  TMes 
{  I]  lu  ermitteln,  wofär 

(«  +  .)■)'  =  «-«  +  pi 
ist,  BO  sWfat  mau  auf  die  Gleichangen 

Daraus  oi^ebt  sich 

Setzt  man  den  hieraun  folgenden  Werth  Ton  ij'  in  die  erste  der  Olai- 
]  (IT)  ein,  so  Budet  miin 

46>-3ci  =  <., 

unter  q  die  reelle  y  a'  -j-  ß*  verstandea.  !□  der  Algebra  wild  g^ 
zeigt,  dafs  diese  Gleichung  nur  reelle  und  zwar  im  Allgemeinen  Jra 
Wnrzeln  hat.  Bisher  ist  es  jedoch,  besondere  Wortbc  von  a  f  ^^' 
o  =- 0  oder  ß^O  abgerechnet,  nicht  gelungen,  fflr  g  ij  andlict« 
reelle  algebraische  Formeln  zu  erhatteu.  Die  in  Rede  stehende  ABfgftl>< 
führt  auf  den  CasuB  irreducibilis  dar  cuhiachen  Gleichungen,  i  i  '■* 
sen  sich  aber  durch  unendliche  Reiben  reelle  ausdrücken  (vgL  VL  (•)■ 

8.   Absoluter  Betrag  einer  complexen  ZahL 

Der  absolute  Werth  von  Ya* -{- ß*  heifBt  abaolnter 
Betrag  der  complexen  Zahl  a  =  a  -\-  ßi  und  wird  kun 
mit  \a\  bezeichnet.  Dieser  von  Weicrstrass*)  vorgeschla- 
gene Name  für  Yct*  -\-  ß*  drückt,  da  die  Quadratwurzel  im 
Falle  j5  =  0  den  absoluten  Betrag  der  reellen  Zahl  n  dar- 
stellt, eine  naturgemüsse  Verallgemeinerung  dieses  Begriffe« 
aus,  was  sich  im  Folgenden  bestätigen  wird,  und  ist  dem 
Argand'scheu")  „Modul  von  a"  vorzuziehen. 

Zunächst  finden  wir  die  in  III.  14  d.  I.  T.  för  rational« 
Zahleu  ausgesprochenen   und   später   auf  die  reellen   Zahlen 


ausgedehnte!!  Sätze    wieder,   auf  die   wir  uns   iu   der  Folge 
häufig  berufen  werden. 

1)  „Der  absolute  Betrag  der  Summe  von  com- 
plexen  Zahlen  ist  iiiclit  grüfser  als  die  Summe  der 
absoluten  Betrüge  derselben  —  und  zwar  ihr  gleich 
dann  und  nur  daiiu,  wenn  für  je  zwei  der  von  0  verschie- 
denen Addenden,  a  =  a  -\-  ßi  und  a'  =  a'  +  ^i,  die  Rela- 
tionen 

'■-•'«    ß'-"ß    (»>")  (18) 

bestehen."   —   Es  genügt  offenbar,   den  Satz   für  ein  Binom 
nachzuweisen.     Man  hat 

la  +  »'r-(«  +  «)'  +  (^  +  ^)> 

-  («'  +  /»■)  +  («•'  +  n  +  2(««  +  ßf), 

worin 

a-  +  ß<-la\'        «■•  +  lf-\«'\' 
ist.     Vermüge  der  bekannten  Identität 

(«■ + ff)  («" + n  -  (.-'  +  m'  +  i-c  -  ß"')' 

hat  man 

(«.•  +  (i«'S  (»■  +  «(«"  +  (!•■), 
also  sicher 

««'  +  (i/i'<lal    |a 
und  somit 

|o  +  a'|"ä||o|  +  |»'|l',  w.2.b.w. 
Das  Zeichen  =  steht  hier  dann  und  nur  dann,  weun 

aß"  —  ßa'  =  0         aa  -\-  ßß>() 
d.  i.  wenu  entweder  «  =  ^  ^  0  oder  die  Bedingung  (18)  er- 
füllt ist. 

2)  „Wenn  |a|>|a'|  ist,  so  ist  der  absolute  Be- 
trag der  Summe  a -\- a  nicht  kleiner  als  die  Diffe- 
renz \a\  —  jfl'l  und  zwar  ihr  gleich,  wenn  die  Zahlen  a 
und  —  o'  den  den  Itelationcn  (18)  analogen  genügen." 

Da 

«  =  (n  +  o')  —  a 
ist,  so  hat  man  nach  eiuander 

|»|<|o  +  o'|  +  |<,'|        lo|-|o'|<:|o  +  o'|. 

3)  Der  absolute  Betrag  eines  Productes  ist  gleich 
dem    Producte    der    absoluten    Beträge   seiner   Fac- 


toren.   —  Es  genügt  wieder  die  ßetrachtuiig  des  Produ 
von  zwei  Factoren.     Nach  (14)  ist 

o  -  a- _(««■-,) /r)  +  («^  +  ^.')<-, 

demnach  hat  mau 

-  («'  +  ß')  («"  +  n 

und  sumit 

\a-a\  =  \a\-\a\. 
Aus  diesem  Satze  ergiebt  sich  unmittelbar: 

4)  „Der  absolute  Betrag  eines  Quotienten  ist 
gleich  dem  Quotieuton:  absoluter  Betrag  des  Di?!- 
dends  gehrochen  durch  den  des  Üiviflora." 

Die  vorstehenden  Sätze  lassen  sich  za  folgendem  la- 
sammen  fassen : 

5)  „Bildet  man  aus  reellen  und  complexen  Zahlen  o, 
a,  n"  .  . . .  in  endlicher  Anzahl  ein  Aggregat  von  Monomen 
F{a,  a,  a" ...),  so  hat  man  stets 

in»,«'.»"--)!-;«'!!»!,!'''!.!«"!-.-). 

WO  4»  den  aus  F  dadurch  hervorgehenden  Ausdruck  bedeutet, 
dafs  das  Zeichen  —   überall  durch  -f-  ersetzt  wird." 

G)  Wenn  der  absolute  Betrag  einer  complexen 
Zahl  a '=^  a -\- ßi  kleiner  ist  als  eine  jede  positiv« 
Zahl,  so  ist  a  =  0.  —  Denn  die  Annahme  vertragt  sich 
nicht  damit,  dafs  auch  nur  eine  der  Zalilen  aß  von  0  ver- 
schieden ist.  Der  Satz  giebt  ein  Mittel  an  die  Hand,  die 
Gleichheit  von  /.wei  complexen  Zahlen  zu  erweisen;  es  folgt 
nämlich  daraus 

7)  Wenn  die  Differenz  zweier  complexen  Zahlen! 
a  a  ihrem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  ist  als 
eine  jede  positive  Zahl,  so  ist  a  =  d. 


9.  Oomplexe  Zahlen  mit  n  Emheiten  and  distributiver, 
assoaiativer,  oommntativer  MultipUcation,  *) 

1.  De  f.  Denkt  man  sich  n  Elemente  r^e^  , .  .e^  gegeben,  J 
aus  deren  jedem  Cr  ein  Zahlensystem  are,  entspringt,  ao  kann  i 
man  jedem  Systeme 
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worin  för  a,  Oj  . . .  a.  beliebige  reelle  Werthe  gesetzt  werden 
dtirfen,  ein  neues  Object  zuordnen  —   die  complexe  Zahl 

(i  =  ß,e,  +  a^e^  +  ■  ■  +  k.c., 
wobei  die  Anordnung  der  einzelnen  Glieder  als  unwesentlich 
zu  betrachten  ist  a,  a^ . . .  a,  heifaen  die  Ooordinaten 
von  a.  —  Auch  in  den  Nr.  9 — 12  bedeuten  die  griechischen 
.  Buchstaben  anaschliefslich  reelle,  die  lateinischen  complexe 
Zahlen. 

2.  Def.     „Zwei  complexe  Zahlen  a  und 

i  -  ß.e,  +  ß,<i  +  ■  ■  +  ß.'. 
sind  dann  und  nur  dann  einander  gleich,  wenn 

«1  =  A    «» -  A  ■  •  c-  =  ^, 

ist.     Inabedondere  iat  a  dann  und  nur  dann  0,  wenn 

«,  =  0     «3  =  0    ■  ■    a,  =  0 
ist." 

3.  Def.  „a  heifst  gröfser  (kleiner)  als  h,  wenn  die 
erste  von  0  verschiedene  Differenz  in  der  Reihe 

«1  -  ^.     «,  -  ^, .  -  «,  -  ß. 
einen  positiven  (negativen)  Werth  hat." 

Hierbei  ist  zu  bemerken,  dafs  weun  mau  die  Elemente 
in  eine  von  c,  e^  ■  ■  ■  e,  verschiedene  Anordnung  bringt  und 
dann  die  vorstehende  Regel  noch  einmal  anwendet,  die  zwi- 
schen a  und  b  auf  dem  ersten  Wege  hergestellte  Ungleichung 
im  Allgemeinen  nicht  bestehen  bleiben  wird. 

4.  Def.  „Als  Summe  a -\- b  der  Zahlen  a  b  erklären 
wir  die  Zahl 

(«,  +  ft)«,  +  («.  +  ß,)',  +  •••■(«.  +  ß.W 

Unter  diesen  Voraussetzungen  bestehen  hinsichtlich  der 
Addition  and  Subtraction  dieselben  Regeln,  wie  bei  den 
reellen  Zahlen, 

5.  Def.  „Unter  pa,  worin  p  eine  beliebige  reelle  Zahl 
vorstellt,  hat  man  die  Zahl 

(P«.)c,  +  (paa)ej  -\ [-  (e«,)e, 

sni  verstehen."  —  Daraus  ergeben  sich  die  Formeln 

ja  +  aa  =■  (p  -j-  a)a.         p(«  +  ^)  ^  P"  +  p''        (a) 


unter  den  n  Einheiten  tt  ßj . . .  e,  besteht  keine  lineon 
Gleichung;  denn  eine  jede  läfst  sich  auf  die  Form 

le,  +  $,»,+.■.  +  I.f.  =  0 
bringen,  woraus  sich  lediglich 

$. -0    i,~0 u-o 

ergiebt.  Auch  ist  uuumehr  ersichtlich,  dafs  je  n  Zalilrti 
n,  (7g  ■  ■  Qn  des  Syatemes: 

Or  =  ttr.,  e,    +   ttr.ie^  H h   «V^«  ,  (8*J 

welche  so  gewählt  sind,  dafs  die  Determinante 

|a,.,l     lr,s-l,2..«) 
nicht  Null  ist,  als  Elemente  des  Systemes  betrachtet  wenleo 
dürfen.     Uan  kann  nämlich  die  n  Gleichungen  (a*)  ao  nocli 
den  e,  &j . .  e„  auflösen,  als  wenn  darin  nur  reelle  Zahlen  lot- 
kommen  würden. 

Damit  das  in  Rede  stehende  Zahlensystem  in  Beziehttsg 
auf  die  Multiplication  geschlossen  sei,  setzen  wir  feit 
((i.  De  f.): 

1)  dab  jedes  Einheitsproduct  eine  Zahl  des  Systemes  sä 

e,-^,-  4>,  +  i'S',  +  ■■+  iiie. :  W 

(r,s-l,2..«) 
und  die  beiden  Formeln 

2)  («.e, -«...)  =  («'«.)  («r-^.)  («) 

d.  li.  um  ab  7.U  bilden,  hat  man  jeden  Bestandtheil  i^ 
Muttiplicands  a  mit  jedem  des  Multiplicators  zu  multiplicitc 
und  die  so  erhaltenen  Producte  zu  addiren. 

Aus  (d)  folgt  mit  Hilfe  von  (c)  zunächst  die  Formel 

(>a.ö&  =  (()ff}(a.i),  (.«) 

worin  q  e  reelle  Zahlen  bedeuten;  ferner  die  beiden  Soit^' 
des  distributiven  Gesetzes  d.  i.  die  Relationen 


{a  +  b)-c  =  a-c  +  h-c        a-(b  +  c)  =  a 
unter  c  irgend  eine  dritte  Zahl  des  Systemes 


■  />  +  a  ■  ■ 


erstanden.  In  der  That  ist  z.  B.  däB  allgemeine  Glied  von 
.  +  4) .  c 

[{»,  +  ß,)y.]  (a  .  e.)  -  («,,.)  («,  ■  e.)  +  (fry.)  (a,  •  e.) . 
Aas  der  weiteren  (7.)   Annahme,  dafs   die  Einheits- 
roducte  commutativ  seien  d.  i.  dafs 

Cr  ■  e,  =  e,  -  Cr     (r,  s  ^  1,  2  . . .  H  und  *■  ^  s)  (f) 

ei,  ergiebt  sich  nach  (d)  die  Formel 

a-b  =  ha.  (g) 

^ügen  wir  (8)  die  Aasociativität  der  Einheitsproducte 
linzu  d.  h.  setzen  wir,  soweit  es  noch  nöthig  ist,  vor- 
las dafs 

(er  •  e.)  ■e,  =  e,-  (e,  ■  e,)     (r,  s,  i  =  1,2  . . .  n)  (h) 

sei,  80  dürfen  wir  behaupten,  dafs  überhaupt 

{a  .  &) .  c  =  B  .  (6  ■  c) 
ist.   Denn  die  allgemeinen  Glieder  von  (a  .  b)  .  c  und  a  .  (b  .c) 
sind  nach  (e)  bezw. 

[(»,«  W  ■  e.)\  ■  (r,e,)  -  (<.,ß.r,)  l(er  ■  e.)  •  c,] 
(»,c,)  •  [(/i.rt  (e.  ■  e,)]  -  (»,^1-.)  [«.  •  fe  ■  e.)l , 
Tweisen  sich  mitbin  nach  (h)  ata  identisch. 
^LDie  Gleichungen  (f)  erfordern  die  Annahme 
B        4"  ■=  !iZ    (r,s,t'=l,2...n  und  r ^ s) . 
vhaöge  der  Formel  (g)  sind   von   den  Gleichungen  (h)  die 
»'genden  erfüllt: 

(e,  ■  er)  ■  iir  =  €,-{er-  er)     ((.V  .  c)  ■  e,  =  Cr  ■  (e.  ■  e,)j 

(r,S  =  1,  2...  rt); 

^<3ere  fallen   mit  einander  zusammen.     So  erglebt  sich  aus 

(e,  ■  er)-e,=-er-{er-  e,)     e,  ■  (c^  ■  e,)  =  (e,  -  e^)  •  ßr 
**i  wenn  r  s  t  drei  verschiedene  unter  den  Nummern  1,  2  ...  « 
-*«iclmen,  aus 

(e,  ■  e,)  ■  e,  =  (e,  ■£,)•£,  =  {c,  ■  e.)  ■  e^ 
''o  aechs  Gleichungen  (h),  in  denen  die  Indices  r,  s,  t  neben 
Lander  vorkommen.     Gelingt   es  den    übrigen   ^n(n'  —  1) 
•'eicliungen  (h)  durch  schicklich  gewählte  Werthe  der  noch 
'^bestimmten  ^n*(n-}'  1)  Coefficienten  in   den  Einheitsjiro- 


I,  Abschnitt.    Nr.  9.  10. 

ducten  Rechnung  zu  tragen,  ho  dflrfeit  wir  nacli  III.  2,  C  d, 
I.  T.  behaupten,  dafs  das  Product  der  neuen  Zahlen  dem 
distributiven,  asBociativen  und  commutatiTeB  Gesetze  ge- 
horche. 

Dafs  das  in  der  Tbat  mßglich  ist,  zeigt  die  Ann&hme 

wodurch   nicht   allein   die  Gleichungen  (f) ,    sondern   ancb   (b}   eifälll 

Man  hat  nämlich 

(e,  ■  e^  ■  e,  =  0        e,  ■  (e,  -  c;  =  0        («,  ■  e,)  -  <,  =  0. 
Unter  diesen  Voraaesetzongen  erlebt  sich  die  Hnltiplioatioan^l 


b-^(.<'rßr)'r- 


Die  Multiplicfttion  hat  einen  Modulus,  nftmlich  die  Zahl 

«-<,+'.  +  ■■  +  e.  ; 
denn  es  ist  bei  beliebigem  a 


10.   Für  jedes  ZaUenBystein  mit  mehr  als  zwei  EinlieüeD, 

daa  die  acht  Forderungen  der  vorigen  Nr.  befriedigt,  treffen 

einige,  für  die  gemeinen  oomplexen  Zahlen  geltende  Sitte 

nicht  mehr  zu,  oder  erleiden  mindeatens  weitere 

Ausnahmen. 

Betrachten    wir     zunüchst     die     Division     der    Zahlen 

^  a,er^)  d.  h.  unterBachen  wir,  ob  es  in  unserem  Systeme 

eine  Zahl 

giebt,  welche  die  Gleichung  x  ■  b  ^  b  ■  x  =■  a  befriedigt.  Hier- 
zu ist  nach  den  Formeln  (b)  (d)  notbwendig  und  binreicliendj 
daßi  die  |[  |g . .  ^„  den  n  linearen  Gleichungen 

J?s,_2!/i,A;::-«,  (1-1,2..«) 

^lich  giebt  es  < 
snn  die  Deteri 


genügen.     Bekanntlich  giebt  es  ein  und  nur  eiu  System  sol- 
cher Zahlen  |,,  wenn  die  Determinante  n*"  Ordnung 


CA) 
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nicbt  Null  ist.  In  diesem  Falle  ist  also  die  Division  mög- 
lich und  eindeutig.  Ist  aber  A  ^  0,  so  ist  sie  nur  dami 
ausfahrbar,  wenn  unter  den  «,  «j .  .  «,  eine  Relation  be- 
steht; es  hat  aber  dann  der  Quotient  a :  h  unendlich  viele 
Werthe. 

Fugen  wir  zu  den  früheren  Annahmen  als  neunte  die, 
dafs  X  nicht  für  jedes  Werthayatem  ^i  ^3  ■  ■  jJ.  Null 
ist,  so  bat  die  Multiplication  der  Zahlen  UurCr  einen 
und  nur  einen  Modulus.  Wühlt  man  nämlich  die  Zahl 
b  so,  dafs  X  nicht  0  ist,  so  giebt  es  nach  dem  Vorstehenden 
eine  Zahl  e,  welche  die  Gleichung 

6  •  e  =  e  ■  6  =  i 
befriedigt.    Bezeichnet  nun  a  eine  beliebige,  von  Null  verschie- 
dene Zahl  des  Systemes  und  setzt  man  a-  e  ^  z,  so  bat  man 

also  £^='0,  da  diese  Gleichung  nur  für  einen  Wcrtb  von 
£  bestehen  kann.  Somit  bleibt  eine  Zahl  a  bei  Multiplica- 
tion mit  e  uugeändert  Dieses  Ergebuifs  stimmt  im  Falle 
«  ^^  2  mit  dem  Satae  am  Schlüsse  von  Nr.  3  überein. 

Fassen  wir  insbesondere  die  Gleichung  a;  -  Zi  ^  0  ins  Äuge, 
80  ist  klar,  dafs  im  Falle  des  identiaclieu  Verachwindens  von 
A  zu  jeder  von  Null  verschiedeneu  Zahl  b  andere  solche  Zahlen 
X  gehören,  die  ihr  Genüge  leisten.  Es  giebt  somit  von 
Null  verschiedene  Zahlen,  deren  Product  Null  ist. 
Daas  das  im  Falle  «^3  auch  gelte,  wenn  A  nicht 
Null  ist,  läTst  sich  nach  Hankel")  folgendermaafsen  zeigen. 

UenkOQ  wir  ane  in  (b)  r  congtaat  und  s  =  I,  2  .  .  n  geeetat,  bo 
ergeben  sich  n  QleichnugeD ,  die  wir  so  achreiben  dürfen 

(4|J«  -  O  ■ «.  +  i^i<»  +  ■  ■  +  ^S;",*«,  =  0 
IrÜ«.  +  (l!**e  -  e,)  ■  e,  +  ■  ■  +  ^;.>„  -  0 


^li«.  +  li^i".  +  ■  ■  +  ('■nl'  -  "r)  ■  ^  =  0- 

Holtipliciren  wir  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  den  z 
den  Elemonten  der  anten  Spalte  der  Uetci'iniuant« 


gehörigen  Dnterdetenninanteii  (n- 
bekannt,  die  Gleichung 


'  ÜrdnuDg,  so  finden   ■ 


I 


Denn  abgesehen  von  der  DiTision  wird  mit  den  neuen  Zahlen  m>  ge- 
rechnet, wie  mit  den  gemeinen  compleieu.  In  B^  ■  e,  ist  E^  entweder 
uiuht  Null  oder  Null.  Im  ersten  Falle  ist  dcir  Satz  schon  bewieESD, 
im  zweiten  zeigen  wir  ihn  dadurch ,  dasa  wir  wenig^ttens  einen  der 
n  Aasdrücku  E^  als  Product  nicht  verschwindender  Factoreo  du- 
stellen. 

Nehmen  wir  zunächst  au,  dafe  im  Systeme  der  Zahlen  S«,i, 
eine  Zahl  j  =  y~  e  vorbanden  Bei.  Das  setzt  voraus,  dab  n  gerad« 
sei,  denn  in  jedem  Zafalensjsteme  von  der  angegebenen  Bescb&Senlieit 
mit  einer  ungeTa,den  Anzahl  von  Einheiten  ist  neben  dem  Modalai  t 
der  Muhiplication  Y —  e  unmöglich').  —  Er  ist  eine  homogene  guM 
I'uGction  n""  Dimension  von  e  e^  :  E^(e,  c^)  mit  reellen  Coefficientsn, 
Der  Ausdruck  F^  {x,  y),  worin  x  y  gemeine  complexe  Zahlen  bedcatei, 
lüfst  sich  somit  nach  dem  Fundamentalsatze  der  Algebra  (17.  9)  ab 
ein  Prodnct  von  n  linearen  Factoreu  (g  -\-  ai)  X  —  y  darstellen.  Er- 
setzen wir  darin  x,  xi,  y  bezw,  durch  e,  j,  e^,  ao  erhalten  wir  eine 
Reihe  von  Zahlen  pe  +  eJ  —  e^  des  in  Rede  Bt«henden  Systeme«, 
deren  Product  E^  sein  mnfs.     Nnn  darf  man  allerdings  etwa 

«1  =  Pi^  +  oj        e,  =  e,e  +  ej 
sotEen,    wodurch  man  A',  »^0    E,  '— 0  erhält ;  dann  kann  ober  ^ 
r  >  3  kein  Aviadruck  ge  +  aj  —  e.  Null  sein.    Also  sind  £,  . .  E,  ft»- 
duct«  ans  von  Null  verschiedenen  Factoreu. 

Ist  y~  e  in  unserem  Zahlensysteme  nicht  vorhanden,  so  betracliU 
mau  die  Function  f,(£,  t]),  worin  |  tj  reelle  Zahlen  seien  und  terltga 
sie  in  Factoren  ereter  nnd  zweitiir  Dimension  in  £  r;  mit  reellen  Coef- 
ficienten ,  von  denen  die  letzteren  nicht  mehr  in  PactsrcD  entti 
Dimeneion  aufgelöst  werden  können.  Eraetj^t  man  in  ihnen  olleu  {  ^ 
bezw.  durch  e  e^,  ao  erkennt  man,  dal's  sich  raüglicher  Weise  eint 
der  Gleichungen  E^  =  0  durch  NullBelzen  ebes  linearen  Futon 
ge  —  e^  befriedigen  läsat,  von  den  übrigen  aber  keine  mehr. 

Durch  den  soeben  erwieseiieii  Satz  beaiitwortete  Han- 
kel  die  Frage,  deren  Losung  Gauss  versprochen*),  aber  nicht 
gegeben  hat:  „warum  die  Relationen  zwischen  Dingen,  Jie 
eine  Mauiig faltigkeit  von  mehr  als  zwei  Dimeneionen  dar- 
bieten, nicht  noch  andere  in  der  allgemeinen  Ärithiuetilc  m.- 
läsaige  Arten  von  Gröfaen  liefern  können." 

Schon  seit  1861  hat  Weierstrass  ebenfalls  die  AnsicU 


le  Theorie  der  complexen  Zahlen. 

vorgetragen,  dafä  „Gauss  diese  Unzulässigkeit  als  dadurcli 
begründet  angesehen  habe,  dafs  das  Product  zweier  Grössen, 
sobald  » >  2,  verscbwindon  kann,  ubnc  d&Ts  einer  seiner 
Factoren  den  Werth  Null  hat."  Der  Umstand,  dal's  die 
Arithmetik  der  complexen  Zahlen  mit  mehr  als  zwei  Ein- 
heiten von  der  der  gemeinen  complexen  Zahlen  wesentlich 
abweichen  niufs,  ist  jedoch  kein  Grund,  um  dieselben  als  ilber- 
liissig  zu  erklären.  Bezüglich  der  in  Rede  stehenden  Gat- 
tung dieser  Zahlen  darf  man  das  aber  desswegen  behaupten, 
weil  solche  Zahlensysteme,  wie  Weierstrass  a.  a.  0,  ge- 
seigt  hat,  sich  im  Allgemeinen  als  eine  selbstverständliche 
Verallgemeinerung  der  reellen  und  gemeinen  complexen 
üahlen  darstellen  lassen.  Zu  dieser  Einsicht  gelangt  man, 
wie  wir  sehen  werden,  dadurch,  dafs  man  die  ursprünglichen 
Biiiheiten  e^  e^ . .  c„  durch  zweckmäfsig  gewählte  neue  ersetzt. 
R.  Dedekiud^  schliefst  sich  der  obigen  Vermuthung 
liinsichthch  der  Meinung  von  Gauss  nicht  an  und  erklärt 
lie  hier  betrachteten  complaxen  Zahlen  aus  einem  anderen 
[irunde  für  überflüssig. 


LL   Elnföbrong  dar  nenen  Elemente  ffo  9i  '  '  '  .'/"-i   ^^  ^^^ 
complexen  Zahlen  von  Nr.  9. 

Es  ist  leicht,  beliebig  viele  Zahlensysteme  mit  n  Ein- 
leiten aufzufinden,  welche  deu  bisher  aufgestellten  neun  For- 
leruDgen  genügen,  also  auch  einen  imd  nur  einen  Modulus 
1er  Multiplicatiijü  c  =  (/[,  zulassen.  Es  sei  g  eine  reelle  oder 
^meine  complexe  Zahl  und  Wurzel  eiuer  beliebigen  alge- 
iraischen  Gleichung  n**"  Grades  mit  reelleu  Coefficienten 

-FM -«•  +  «.»-'  + ■■•  +  •-  =  "  CO 

ihne  wiederholte  Wurzeln.  Schreibt  man  für  ^  g  g*  ■  •  ■  y*~^ 
lezw,  jn  g^gi-  ■  g^—u  so  läfst  sich,  wie  unmittelbar  ersichtlich 
Bt,  jede  ganze  Function  tp  von  g  mit  reellen  Coefticienteu 
Js  eine  lineare  homogene  Function  von  g^  gi  ■  •  ■  (/n~i  mit 
eellen  Coefficienten  darstellen: 

9(ß)  =  «o.'/o  +  «iffi  -\ h  a^ig—i  ■ 

Jnd  zwar  nur  auf  eine  Art,  denn  die  n  Gleichungen 

V'"  —  «u  +  tt,y^"  H \-  ««-li/WJ—S  (t  =  0,  1  . .  tt— 1), 


I.  Abschnitt    Nr.  lt. 

worin  g,g' ..  ^'^"  die  «  von  einander  verschiedenea  Wur- 
zeln der  Gleichiiog  (i),  tp  tp  . . .  y'"""  die  ihnen  entapreclien- 
deu  Werthe  von  <p{g)  bedeuten,  lassen  nur  ein  System  von 
Auflösungen  für  die  a^,  a^  .  .  «„— i  zu.  weil  die  Determinante 
aus  ihren  Coefficienten  nicht  Null  ist  Bilden  wir  nun  com- 
plexe  Zahlen  aus  n  ÜJlementen  Uq  g^  ■ .  ■  9«.—\,  so  möge,  wcuu 
r  -\-  s<n  ist , 

sein.  Falle  r  -f-  s  einen  der  Werthe  n,  w  +  1  ...  2w  —  2  an- 
nimmt, wollen  wir 


dr-9,' 


"-2 


K'+.l 


(I) 


setzen,  worin  die  rechte  Seite  den  der  Function  g''+'  zufolg« 
des  Vorstehenden  entsprechenden  linearen  Ausdruck  darstellt 
Wenn  wir  nun  die  der  ganzen  Function  <p(g)  eutsprecliende 
complexe  Zahl  a  =  Türffr  mit  einer  andern  l  =  ^ß~gt,  welch« 
der  Function  ifig)  zugeordnet  ist,  nach  der  Formel  (c)  miil- 
tipliciren,  so  entspricht  das  Product  a  .  b  der  ganzen  Func- 
tion 9'(i/)^(i;).     Es  ist  nämlich 

a.h  =  T(ttrß.)igr.g,)         9(9)^^)  ==  ^'^ß.^+'- 
Bezeichnen    wir    insbesondere    die   ganze   Function    vom 
höchstens  (h— l)""  Grade  in  g 

*(3)  =  «0  +  «li?  +  •  f— ir?"-'  (m) 

als  zur  Zahl  a  gehörig  und  lassen  demgemälii  zur  ZalU  (b) 
die  Function  T(^)  gehören,  so  wird  zur  Zahl  a .  h  die  Func- 
tion X((/)  gehören,   welche  bei   der  Division  von  (JiH'  durch 

F  als  liest  verbleibt  (IV.  2),  so  dafa  man  hat 

*Wi'W-e{s)F(s)  +  x(p),  (.) 

worin  9(^)  höchstens  vom  (h — 2)'"'  Grade  in  g  ist. 

Definirt  man  die  Einheitsproducte  im  Zahlensytitemd 
flu  Ui  ■  ■  ff-^-i  durch  die  Formeln  (k)  (I) ,  so  genügt  ilassetbe. 
den  bisher  aufgestellten  neun  Forderungen.  Dabei  über-, 
nimmt  g^  die  Rolle  des  Modulus  der  Multiplicatioii.  Dabi 
die  Gleichungen 

{grg:)-9t=-'gr-{g.-gi) 

bestehen,   erkennt   man  daraus,   dals   sowohl  die   rechte  ahk 
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"3ie   linke  Seite    einer  jeden  von  ilmen  bezw.  iler   Function 

jj^+<4-'  entapriclit.  Auch  ist  die  Determinante,  in  welche 
(Ä)  jetzt  übergeht,  von  Null  verschieden ;  denn  hat  die  ganze 
Function  (m)  mit  F{g)  keinen  Theiler  gemein,  so  hat  die 
Gleichung 

a  .  X  =  a  .h 
nur    die    eine    Losung   x  ^h.     Hätte    man    nämlich    noch 
X  =  h',  welcher  Zahl  die  Function  ^'{(j)  entspreche,  so  würde 
neben  (n) 

i»Y  =  &F-{-y,    also     «(V- H')  =  (e' ~  8)7^ 
sein,  waa   hier  nur  möglich  ist  für  H*  =  H*'  6  =  0'  {IV.  G). 

Umgekehrt  lafat  sich  zeigen,  dafs  wenn  in  einem 
Zahlensysteme  von  der  hier  betrachteten  Beschaffenheit 
mit  den  Elementen  ij,^  (zugleich  Modulus  der  Multiplication) 
«i  Cj  ■  ■  e,_i  eine  Zahl  g  vorhanden  ist,  wofür  die 
nachstehende  Determinante  (B)  nicht  Null  ist  —  was 
im  Folgenden  stets  vorausgesetzt  werden  soll  —  im  All- 
gemeinen eine  der  IJleichung  (i)  entsprechende  an- 
gegeben werden  kann,  so  dafs  bei  passender  Abänderung 
der  Elemente  l'ür  die  Producte  derselben  die  Formelu  (_k) 
und  (I)  gelten.  Man  bilde  von  einer  zunächst  beliebigen 
Zahl 

s»  =  £o  j7o  +  £i  «^1  H l-l»-!';— I 

die  Potenzen 

/  -  l."-"!7.  +  V'-"h  +  ■■  +  fc"c._, 

(r-2,3...«-l).  Ö.> 

Wenn  nun  die  Determinante  (k — 1)"'  Ordnung 

X«-I5!"l     (>-,s  =  0,  l..n^l)  (B) 

nicht  identisch  verschwindet,  so  kann  man  tj  so  walileu,  dass 
man  die  vorstehenden  «  — 1  Gleichungen  nach  c,  e^ . .  c,^_i  auf- 
lösen,  somit  an  Atolle  der  Einheiten  e,  e, . .  iv-t  die  Zahlen 

neben  g^  als  Elemente  des  Syatemes  einführen  kann.  Die 
ueuen  Einheitsproducte  ergeben   sich   mit  Hilfe   der  Formol 

9'-!J'=9r-<J.=<f^', 
welche   für  r  +  s  <  «  in  (k)   übergeht.     Ist   f  +  s  ^  « ,  ao 
eetze  man  in  den  Ausdruck 


>/+■  -  !."+■-"!;.  +  {,"+■-"«',  +  •  ■  ■  +  {'.'_+— "e^. 
die    für   e^e^.  . .  e^—i    aus    den    Gleichimgen    (p)    gefaudeseB 
Werthe  ein.     So   erhält  man  insbesondere  fUr  (/"  eine  Glei- 
chung 

X,s-  +  X,!,— +  -..+  X.ff.-0.  (C) 

Man  braucht  demnach  in  (i)  nur  *r  ^  Xr :  X(,  zu  seteen, 
wobei  jedoch  vorausgesetzt  ist,  dafs  die  %r  überhaupt  so  ge- 
wählt werden  können,  daTs  die  auf  diese  Weise  erhaltene 
Gleichung  keine  wiederholten  Wurzeln  hat. 

Hieraus  läast  sich  nach  Dedekind  die  üeberflfissig- 
keit  der  coiuplexen  Zahlen  mit  mehr  als  zwei  Ein- 
heiten von  der  hier  vorausgesetzten  Heschaffenheit 
darthun'").  Sie  erweisen  sich  nämlich  im  Grunde  als  iden- 
tisch mit  den  ganzen  Functionen  (»(^l)'""  Grades  von  3, 
■wog  eine  Wurzel  einer  Gleichung  n'""  Grades  F{g)=*fi 
bedeutet  Diese  Ausdrücke  werden  in  der  höheren  Älgebrs 
in  der  That  manchmal  als  aus  g  g^ . .  .  g'~^  gebildete  com- 
plexe  Zahlen  bezeichnet. 

Das  Ergebaifii  der  voratebenden  Ueberlegung  läTst  sich  uch  » 
ausdrückcD:  „Eseeidasaas  den  EiDbeit«n  e,  (>,-..  e,  gebildete  Zahlin- 
xystem  den  Forderangeo  t— 6,  S,  9  aDterworfcn,  also  seine  Moltipli- 
cation  distributiv  und  aBBOciativ  und  sie  beaitxe  einen  nnd 
□  ur  einen  Modulua  g^,  bo  dafs,  was  fOr  etue  Zahl  dea  Sjetemei  ■ 
aach  sein  mag , 

a  .  ?o  =  P<,  .  a  ■=  a 
ist.  Wcon  aiiTüerdem  in  dem  Systeme  eine  Zabl  g  vorkommt,  woü' 
die  Deturminante  (ö)  nicbt  Null  Ist,  so  mul'a  da»  Produclaucb 
dem  commutativen  Gesetze  gehorclion."  —  Diiraue  whliefil 
man,  dafg  wenn  die  Multipllcation  gleichwohl  nicht  commutaÜ'  '^ 
die  Determinante  (B)  identisch  verschwinden  muls;  was  sich  ui  ^ 
Hamilton 'sehen  Qnatornionen  bewährt. 

Die  Quaternionen  sind  ein  System  von  comiilexen  Zahlen  *"' 
vier  Binbciten,  der  niimeriuchen  Einheit  i,  Eiigleich  Hodiiliis  der  U«'' 
tipUcation,  und  drei  imaginären  Einheiten  1,  i,  t,,  deren  Productv  i» 
folgender  Act  deflnirt  sind: 

♦1      '1   =  -   1  '.   -  h  —         'a  «1  .  1,  =  —  », 

(,  .  !,  = <a        »,  .  i,  =  -  1  I,  -  »,  —        »1 

'.  ■  '".  =       S       *=  ■  ', >'■        i^.H^-l. 

Das  Product  Eweier  Quateruiouen  wird  mit  Hilfe  dieser  ffertlrt 
naob  den  Formeln  (c)  und  (d)  in  Ni.  0  entwickelt.     Ks  ist  Idcbt  tu 


■eigen,  dafs  ea  dem  lusociativea  Gesetze  gehorcht.  Da  das  coitimu- 
tative  Gesetz  nicht  erfüllt  ist,  so  mofa  die  Determinaote  (B)  identisch 
verscbwüideii,  was  man  durch  Becbanng  bestätigeD  kann.  Die 
(Juaternioo 


genügt  d 

3*  -  (si.'  -  i, 


Gleichung 


-£.')!/  +   2^  (V  +  t.' +  i,' +  e,')  =0, 


H  la.    Zerlegung  der  Zahlen  l-Urf/r  in  ihre  Componenten 
H  naoh  Weierstrass, 

Wir  fiigeu  zo  den  bisherigen  Annahmen  über  daa  Zahlen- 
system mit  den  Elementen  ffü  ''i  ■  ■  ^i— i  iioch  die,  dafs  in  dem- 
selben eine  Zahl  g  vorhanden  iat,  wotur  die  aus  der  linken 
Seite  der  Gleichung  (C)  durch  Division  mit  X„  hervorgehende 
ganze  Function 

i'«)- £•  +  '.£-'  +  ■  ■■•  +  '., 

worin  ^  eine  reelle  Veränderliche  bedeutet,  keine  wieder- 
holten Factoren  enthält,  somit  nach  IV.  9  in  Factoron  ersten 
oder  zweiten  Grades  mit  reellen  Coefficienten 

f,(5),F,(|)...R(S) 

lerlegt  werden  kann,  die  sämmtlich  von  einander  verschieden 
sind.  In  jedem  derselben  sei  der  Coefficient  der  höchsten 
Potenz  von  |  gleich  1. 

Bezeichnet  (J>(6)  eine  beliebige  ganze  Function  von  S, 
nicht  höheren  als  (n — 1)""  Grades,  mit  reellen  Coefficienten, 
80  lälst  sich  «KS) ;  J''(l)  vermittelst  der  Zerlegung  in  Par- 
tialbrüche (V.  12)  auf  die  Form  bringen 

worin  <fr(S)  eine  reelle  Constante  oder  eine  lineare  ganze 
Function  von  |  mit  reellen  Coefficienten  ist,  je  nachdem 
?',(§)  vom  ersten  oder  zweiten  Grade  in  |  ist. 

Nachdem  wir  ffuffi  ■ .  ■  gn~\  als  Elemente  für  das  Zahlen- 
system eingeführt  haben,  gehört  zu  jeder  Zahl  a  desselben 
eine  ganze  Function  <t>(|)  höchstens  («—1)"°  Grades.  Die 
Gesammtheit  der  Zahlen,  für  welche  die  zugehörige  Function 
von  I  die  Form 


■  ?\  (5) 


+ 


(q) 


L  ÄlBchnitt    Nt.  12. 


Fffl, 


>,{i)     (r-l,2,./0 


«{£). 


(f.«) 


hat,  beifse  daa  Theilsyatem  @f.  Es  entspringt,  je  nach- 
dem Fr{i)  vom  ersten  oder  zweiten  Grade  iat,  aus  einem 
oder  zwei  Elementen,  nämlich  entweder  aus  der  zur  Func- 
tion F(i) :  Fr{l),  oder  aus  den  zu  den  Functionen  F{i) :  JV{S) 
und  |F(5)  :  Fr(5)  gehörigen  Zahlen.  Die  Gleichung  (q)  lehrt, 
dafs  Jede  Zahl  a  des  Sjatemes  in  einziger  Weise  als  Summe 
von  k  anderen  :  a^  a^  . .  at  dargestellt  werden  kann,  welche 
bezw.  den  Theilsystemcn  ®,  ©^ .  . .  ®*  angehören  und  die 
Componenten  von  a  genannt  werden  mögen. 

Sind  nun  «r,  h,  zwei  Zahlen,  die  verschiedenen 
Theilsystemen  ®r,  ®.  angehören,  so  ist  ihr  Pro- 
duct  Null: 

fl,  .  6,  =  0 . 

Denn  das  Product  der  ihnen  zugehörigen  Functionen 

ist  durch  F(6)  theilbar.  Wenn  a^  6,  Zahlen  des  Theil- 
syatem es  &r  bedeuten,  ao  gehört  auch  die  Zahl 
(ir  .br  ihm  au.  Ist  das  Product  zweier  solchen  Zahlen 
Null,  so  mufs  mindesteua  einer  der  Factoren  Null 
sein.  Wenn  nämlich  zu  br  die  Function 
F(i) 

gehört,  so  ist  das  Product  *V  durch  ^(£)  ;  F,(|)  theilbar, 
somit  auch  der  Divisionsrest  X(|)  in  (n).  Durch  F{i)  aber 
kann  (t'M'  nur  ao  theilbar  seiu,  dasa  0^(5)  oder  Vr(£)  iden- 
tisch Null  iat.  Das  ist  unmittelbar  klar,  wenn  i^r(6)  vom 
ersten  Grade  ist;  im  anderen  Falle  erhellt  es  daraus,  dals 
Fr(i)  nicht  in  zwei  Factoren  ersten  Grades  0r(S)  %(6)  luit 
reellen  CoeiHcienten  zerfallen  kann. 

Sind  i//"' j/a'"' ■  ■  ■  3*"*'  ^^'^  Componenten  des  Modulus  der 
Multiplication  </„,  ao  dafs 

I/o  =  i/i'"'  +  i/n'"'  -\ 1-  gt'*" 

ist  und  bezeichnet  a^  eine  dem  Theilsysteme  @r  angehörige 
Zahl,  so  hat  man  nebeneinander 


f«)- 


\fAi) 


AniklytiBche  Theorie  der  compleiea  Zableu. 

„,..,. -a,         a,.g,-a,.g,"\ 
also 

iL  h.  die  Zahl  tj^'^  ist  der  Modulus  der  Multiplicatiou 
im  Theilaysteme  ®r- 

Wenn  nun  -Fr(^)  vom  ersten  Grade  ist,  so  kann  jede 
dem  Theilsjateme  @r  angehSrige  Zahl  a,  in  der  Form  aj/r*"' 
dargestellt  werden. 

Wenn  dagegen  i^r(S)  vom  zweiten  Grade  ist,  so  bilden 
die  Zablen  a^  des  Tlieilsyatemea  &r  zufolge  der  vorstehenden 
Sätze  nach  Nr.  5  ein  elliptisches  System  aua  zwei  Elemen- 
ten, demnach  lassen  sie  sich  auf  die  Form  bringen 

wo 

k,.K gf» 

ist. 

Es  lassen  sich  mithin  die  ursprünglichen  Einheiten 
c,  Cj . .  (?,  ersetzen  durch  n  andere,  welche  in  h  Gruppen  zer- 
fallen, dergestalt  dafa  jedem  Factor  ersten  Grades  von  F(X) 
eine,  jedem  zweiten  Grades  zwei  Einheiten  entsprechen.  Die 
Producte  aus  je  zwei  neuen  Einheiten  verschiedener  Gruppen 
sind  Null,  wahrend  jede  eine  Gruppe  bildende  Einheit  bei 
der  Multiplication  mit  sich  seibat  aich  wie  1,  je  zwei  zu 
einer  Gruppe  gehörige  Einheiten  bei  der  Multiplication  mit 
sich  selbst  und  untereinander  aich  wie  1  und  i  =  Y —  1  ver- 
balteu.  Die  bisher  betrachteten  eomplexcn  Zahlen  aus  n 
Einheiten  —  onter  denjenigen,  deren  Multiplication  den  drei 
bekannten  Gesetzen  gehorcht,  die  allgemeinsten  —  erweisen 
sich  demnach  als  eine  nichtssagende  Zusammenstel- 
lung aus  den  mehrmals  gesetzten  Systemen  der  reel- 
len und  der  gemeinen  complexen  Zahlen.") 

Die  hier  betrachteten  ZahlenBjstenie  haben  die  EigeaBchoft,  daTs 
die  Gleichung  x"  =  0  nur  diu  Wuriel  a:  =  0  lulafat.  Wenn  die  Func- 
tion F{i)  einen  fc-facben  Factor  h\{^)  enthält,  so  hat  die  Gleichung 
ar  =  0  anendlich  viele  von  Null  verschiedene  Wurzeln,  nämlich  die  den 
Fnoctionen  *{S)  J'(J)  :  F,  (£)*"',  worin  *({)  eine  bsliehige  ganie  Func- 
tion von  niedrigerem  Grade  als  F,(£)*^'  sein  kann,  entsprechenden 
Zahlen. 


Syntheüsehe  Theorie  der  gemeinen  eomplexen  Zahlen. 


1.   Die  eomplexen  Zahleu  wurden  auf  dem  au aly tischen 
Wege  erfunden.     Solange  man  ihnen  keine  anschauliche  Be- 
deutung beizulegen  vermocbte,  wurden  sie  den  reellen  Zählen 
gegenüber  als   unmögliche   Gröfsen   bezeichnet.     Eb  war 
zweifelhaft,    ob    aie    überhaupt   in    der    Analyais    zuzulassen 
seien.     Gauss,   dem  es   1790  lediglich   räthlicher  schien  die 
eomplexen  Zahlen  beizubehalten  als  sie  zu  verwerfen*),  wtirde 
durch  die  Theorie  der  biquadratischen  Reste  von  ihrer  Noth- 
wendigkeit  überzeugt.     So   spricht   er  sich  namentlich  1^3  V 
in   der   Anzeige    der   zweiten   Abhandlung   über  diese  Resfco 
aas,  wo  er  auch  die  geometrische  Darstellung  der  eomplexen 
Zahlen    auseinandersetzte '').     Hieria    war    ihm    R.    Argand 
vorangegangen,  der  180G  die  vier  Species  mit  den  Strecken 
der   Ebene    lehrte*).     Mit   demselben   Gegenstande  und  ins- 
besondere   seinen   geometrischen   Anwendungen    beschädig' te 
sich  seit  1835  0.  Bellavitis,  welcher  der  Theorie  den  Namen 
„Metodo  delle  equipollenze"   beilegte*).     Auch   mehrere  Ab- 
handlungen von  A.  F.  Möbius  enthalten  geometrische  An- 
wendungen derselben^). 

Von  der  soeben  erwähoteo  geometriBchen  DarBtellong  der  oom- 
plexen  Zahlen  und  der  damit  «usaninien  fall  enden  Streckenrechnnng  i«t 
zu  iinteracheideii  die  geometrisch o  luterpretatiou  der  comiilexen  Ele- 
mente der  Grandgebilde  des  RaunieB  in  der  analytiiichen  Oeometrit, 
welche  in  verBchiedener  Weise  bewerkstelligt  worden  ist.  USbini 
conatruirte  die  eomplexen  Punkte  a  =•  a  -{-  §i  der  Geraden  ob 
Punkte  ^  ^  a,  ri  =^  p  der  Ebene,  indem  er  ein  TCcbtwinkligaH  Coordi' 
nodeniijstem  XOY  zu  Grunde  legte.  Wie  man  zu  den  oompleHu 
Elementen  dieser  Grnndgebüde,  welcbe  v.Staudt  in  die  reine  Geometrie 
eingefQlirt  hat,  auf  analytischem  Wege  gelangt,  bat  der  Verfasser  im 
IV.  B.  d.  Math.  Ann.  geMtgt.    Abgesehen  von  der  Unterscheidnng  dei 


coujugirten  Elemente,  reicht  man  mit  der  Anniihme  aus,  dofa  die  geo- 
inetrisuhe  Bedeutung  einer  Gleichung  ^wigcheu  Vcräuderlicheu  dadarch 
QCgeändert  bleibt,  daTs  man  sie  mit  einer  beliebigen,  aUo  auch  einer 
complezen  Conslanten  multiplicirt. 


3.    Die   Strecken   in   der  Enclid'scben  Bbene   nooh  Or&foe 
und  Lage. 

1.  Def-  Sind  A  B  die  Endpunkte  einer  Strecke  in  der 
gegebenen  Ebene,  so  bedeute  nunmehr  AB  diese  Strecke 
auch  der  Lage  nach  und  zwar  von  dem  zuerstgenannten 
Punkte  A  aus  beschrieben.  —  Die  Strecken  in  diesem  Sinne 
bilden  gemäfs  der  folgenden  Definition  ein  Gröfsenajstem, 
zu  welchem  noch  die  sogleich  zu  erklärende  uueigentliche 
Strecke  „Null"  zu  rechnen  ist. 

2.  Def.  Zwei  Strecken  AB  AB'  in  einer  Ebene 
sind  dann  und  nur  dann  einander  gleich"),  wenn  sie 
r'eich  laug  sind,  in  derselben  oder  in  parallelen 
*«raden  liegen  und  gleichgerichtet  sind,  d.  h.  lalla 
'■ß  und  Ä'B'  in  derselben  Geraden  sich  befinden,  so  mufa 
er  Uebergang  von  Ä  zu  S  in  demaolben  Sinne  stattfinden, 
Ig  der  von  A  zu  B\  falls  aber  AB  AB'  nicht  eine  Ge- 
*-^c  bilden,  ao  nrnfs  ABSÄ  ein  Paralielogramra  aein  und 
*»*inach  BI^  auf  der  nämlichen  Seite  der  Geraden  AA' 
^gen.  —  Die  Berechtigung  dieser  » 
Definition  (vgl.  I.  2  d.  I.  T.)  steht 
**r8er  Zweifel.  Insbesondere  hat 
■*-Äii  neben 

ab  =  a:b  a'b'  =  a"b" 

'•Uch  ab  =  Ä'B".  Es  aind  näm- 
ich,  falls  AA'A"  nicht  eine  Gerade 
>«t  {Fig.  1),  die  Dreiecke  AA'A" 
Und  BB'If'  einstimmig  congruent,  ^ 

So   dafs  AB  A"B"   entweder   der- 
selben Geraden  angehören,  gleich  lang  und  gleich  gerichtet 
«od  oier  AB B^'A"  ein  Parallelogramm  ist.     Äehnlichea  gilt, 
wenn   AA'A"    und    somit   auch    BB'B"   auf   einer   Geraden 
liegen, 

3.  Def.     Die  Strecken  AB  A'B"  heil'sen   einander  ent- 


ir.  Äbachnitt.     Nr.  2.  8, 

gegengesetzt,  wenn  sie  gleich  lang,  in  derselben  oder  in 
parallelen  Geraden  gelegen  und  entgegengesetzt  gerichtet 
sind  d.  h.  falls  AB  A' B"  derselben  Geraden  angeboreD. 
mufa  der  Uebergang  von  A'  zu  S"  in  entgegengesetztem 
Sinne  stattfinden  wie  von  A  zu  B;  falls  aber  ^liJ  A'B"  nicht 
eine  Gerade  bilden,  so  müssen  BB'  auf  entgegengeeetzten 
Seiten  der  Geraden  AA'  liegen.  Insbesondere  sind  die 
Strecken  AB  und  BA  einander  entgegengesetzt 

Von  jedem  Punkte  der  Ebene  läfst  sieb  zn  jeder  nichi 
in  demselben  entspringenden  Strecke  eine  und  nur  eine 
gleiche  und  zu  jeder  Strecke  eine  und  nur  eine  ihr  entg^en- 
gesetzte  construiren. 

Der  Kürze  wegen  werden  auch  die  kleinen  deutachea 
Buchstaben  a  &  c  . .  zur  Bezeichnung  der  neuen  GrÖfsen  AB 
verwendet  werden. 

Addition  nnd  Sobtraotion   der  Streoken   in  der  Ebens. 

4.  Def.  ,fiie  Summe  je  zweier  entgegengesetzten  Strecken 
wird  mit  0  bezeichnet,  z.  B.  es  ist 

AB-}-BA  =  0. 
Ferner  sei 

AB  +  0^0-\-AB=-AB        0-[-0  =  0. 
Als  Summe  von  AB  und  BC  gilt  die  Strecke  AC: 

AB  +  BC=^AC. 
Unter  der  Summe  AB  +  DE  ist  zu   verstehen  die  Strecke 


AC,    deren    Endpunkt   durch    die    Construction    der  StrocSc 
BC-=  DE  gefunden  wird  (Fig.  2)  und  jede  ihr  gleiche." 


Die  hier  definirte  Addition  gehorcht  denselben  GesetKen, 
e  die  in  V.  7  d.  I.  T.  aufgestellte  Addition  der  relativen 
recken  in  parallelen  Geraden.  Auf  die  letztere  kommen  wir 
ch  hier  zurück,  wenn  die  in  Betracht  gezogenen  Strecken 
mmtlich  in  derselben  oder  in  parallelen  Geraden  lie^^eu.  Aher 
ch  in  dem  allgemeinen  i'^alle  findet  man  leicht: 

AB  +  I)i:=lJE-\-AB; 
nn    macht  mau   EF  ^  AB,   ao  sind   die   Dreiecke   ABC 
id  FKD  einstimmig  congrueut. 
Neben  DE  —  D' E'  ist 

AB  +  DE^AB-\-  ixe: 
I  {AB  +  BC)  +  CD  =  ^£  +  (BC  +  CD); 

mn  links  steht 

AC  +  CD  =  AD     und  rechts     AB -\- BD  =  AD. 

laa  associative   Gesetz  ist  auch   erfflUt,    wenn  unter  den 

rei  Grofsen    in  der  'A.  Gleichung  Null   vorkommt   oder  bei 

er  Berechnung  der  beiden  Summen  auftritt.     Es  ist  z.  B. 

{AB-\-  BC)  +  CA  =  AC-\-CA  =  0 

AB  +  {BC  +  CA)  =  AB-\-BA^  0, 

0  dass  man  fflr  drei  beliebige  Punkte  A  B  C  der  Ebene  hat 

AB+  BC  +  CÄ  =  0. 

Die  Subtraction  ist  stets  ausführbar  und  7.wa,r  nur  ii] 

Der  Weise,     Soll  eine  Strecke  5  gefunden  werden,  welche 

^  Gleichung 

AB-\-i^AC 
■Q'lt,  so  denke  man  «ich  ;;  in  die  Form  BX  gebracht,  wo- 
''cU  man  AX  ^  AC  findet.     Demnach  mufa  der  Punkt  X 
f  C  fallen,  so  dafa  J  =  BC  ist,  welche  Strecke  in  der  That 
"   f^ileichung  genügt.     Mithin  besteht  die  Formel 

AC-  AB^BC. 
'^tibar  sind  auch  die  Ditferenzeu 
0—0  =  0         AB  —  0  =  AB         AB  —  AB  —  0 
0  —  AB='BA 
ittdeütig.     Die  letzte  hat   zur  Bezeichnung  —  AB  für  jede 
'£  entgegengesetzte  Strecke  geführt;  demnach  schreibt  man 
-B.  BA  =  -AB. 


II.  Abachnitt.     Nr.  3,  4. 

Eine  Strecke  von  einer  aaderen  siibtrahiren  ist  gleichbedeu- 
tetid  (lamit,  zu  dieser  die  jener  entge^eu gesetzte  Strecke  eo 
addiren.     In  der  That  ist 

AC-  AB  =  AC-\-  BA  =  BC, 
Zufolge  des  Vorstehenden  gelten  nach  IIT.  3,  4  d,  I.  T. 
dieselben    Hegeln    Über    die    Addition    und    Subtraction  dw 
neuen  GrÖfseii  wie  bei  den  reellen  Zahlen,  vo»  den  Unglei- 
chungen jedoch  vorläufig  abgesehen. 

4.  Die  Strecken  in  einer  und  in  paraJlelen  Geradeu. 
Wie  bereits  bemerkt,  gelten  fQr  die  Strecken  AB  in 
einer  und  in  parallelen  Geraden  die  in  V.  7  d.  I.  T.  auf- 
geführten Formeln.  Nur  haben  wir  bis  jetzt  kein  Verfahren 
angegeben,  nm  in  den  Geraden  je  eine  Richtung  als  die  posi- 
tive auszuzeichnen,  so  dass  die  a.  a.  0.  vorkommenden  Un- 
gleichungen vorläufig  entfallen.  Wir  verstehen  ferner  unter 
mAJB,  wo  m  eine  natürliche  Zahl  bedeutet,  die  Summe 

A^-\-AB-\ \-AB 

d.  i.  die  in  der  Art  entstehende  Strecke,  dass  man  auf  der 
Verlängerung  von  AB  diese  Strecke  noch  m  —  I  Male  un- 
mittelbar hintereinander  aufträgt,  Theilt  man  die  Strecke 
AB  in  »«gleiche  Theile  und  bezeichnet  die  Theilpunkte  von 
A  gegen  B  fortschreitend  mit  A' A"  . . .  A^"'~'-'' ,  so  bedeutet 
—  ABjedie  Strecke  ^"■'^l'+'l  (r  =  0,  l, .  .  .  m  —  1),  wobei 
^1"'  =  A,  Ai"'i  =  B  ist. 

5.  De£  „Allgemein  sei  aAB  (worin  die  von  Null  ver- 
schiedene, sonst  beliebige  reelle  Zahl  a  als  Coefßcient,  nicht 
als  Factor  zu  betrachten  ist)  die  Strecke  AC,  deren  End- 
punkt C  auf  AB  so  gewählt  ist,  dafs  das  Verbältnifs  der 
Strecke  AC  zu  AB  in  dem  VII.  13  d.  I.  T.  erklarten  Sinne 
gleich  ist  a  —  und  jede  AC  gleiche  Strecke.  —  Es  sei  fer- 
ner OAB  ^0,  ßO  =  0."  —  Macht  man  irgend  eine  der 
relativen  Strecken  auf  der  Geraden  AB  zur  Einheit,  so  isi 
das  genannte  Verhältnifa,  somit  a  der  Quotient  der  dea 
Streckeu    AC   und    AB    entsprechenden    Zahlen.      Wie 


sehen  werden,  darf  a  auch  als  Quotient  der  neuen  Grörseii 
ÄC :  AB  bezeichnet  werden.  Demnach  kann  muu  in  der 
Formel 

a==  ÄCiAn 
AB  AO  sowohl  als  relative  Strecken  nach  V.  7  d.  I.  T.,  als 
auch  als  üotehe  im  neuen  Sinne  befrachten.  Dabei  ist  die 
positive  Richtung  für  die  erateren  noch  willkürlich.  Da 
später  Formeln  mit  Strecken  der  ersten  und  zweiten  Art 
vorkommen  werden,  worin  die  einen  nicht  durch  die  anderen 
ersetzt  werden  können,  co  wollen  wir  für  die  ersteren  eine 
eigene  Bezeichnung,  nämliclt  AB,  einführen.  Demnach  hat 
man 

»AC  =  {ÄC  :  AB)  AB . 
Nach  dem  Vorstehenden  folgt  aus  der  Gleichung 
ttAB  =  0 
nothwendtg  a  ^  0.     Aus  der  Gleichung 
aAB-^  ttA'B  =  0 
«rgiebt  sich,  wenn  die   Strecken    AB  A' B'  nicht   in    paral- 
lelen   Geraden    liegen,    nothweudig   «  =' 0,   or' ^  0,    da   die 
Strecken   aAB,   ti AB  unmöglich  einander  entgegengesetzt 
sein  kijuuen. 

Man  findet  femer  ohne  Mühe  die  Relationen 

1)  («  +  /3)^J?  =  aAB  +  ^AB 
mit  dem  besonderen  Falle  für  /J  =  —  a 

(-  r)^ü=  —  aAB; 

2)  ^{a.AB')  =  (§a)AB; 

3)  a{AB  -j-  Bü)  =  aAB  +  aBC. 

Die  zweite  wird  beispielsweise  so  gezeigt     Sie  ist  offen- 
bar richtig,  wenn  eine  der  beiden  Zahieu  a  ^  Nnll  ist.     Wenn 
keine  von  ihnen  Null  ist,  so  sei 
Hr  B  =ÄV.:lB         ß  =  AJ)^ÄC, 


ist. 


Also  hat  man 
aAB  =  AC    AI)  = 


=  AV:AB         ß  = 

^^  AT):  Ali 


ßAC  =  ß(aAB)  =  (ßa)AB. 


Der    3.    Satz    ergiebt    sith    daraus,    dafs    wpnu    man    die 
Strecken 

ttÄB  =  A'B         aBC=  BC 
construirt,  so  rlass 

a  =  BÄ  :  BA  =  BC'  :  BV 
ist,  auch 

Ä'(f  ■.~ÄÜ=ii         A'C  =  aÄC 
sein   muss,    mag  13  in    der  Geraden   AC  liegen   oder  nicht 
./C    (Fig.  3).     Der  1.  und  3.  Satz  laswn 
sich    sofort   auf  mehrgliedrige  Sum- 
men ausdelitien. 

Anmerkung.  BedeuUt  (7  Uen  lat 
telpunkt  der  Strecke  AB  und  Oeincii  irilt 
kilrtichen  Pnokt  der  Ebene,  so  hat  mu 
wegen  AC  =  GU 

flC^OÄ  =  OB  —  OC. 
aUo 


5.    SyBtematiaabe  DorsteUung  der  Strecket!  der  Ebene. 
Durch    einen    gegebenen   Punkt   0  der  Ebene  kann  man 
zu  jedtr  Strecke  .«47:?  eine  und  nur  eine  ihr  gleiche  0  Jlf «ehen. 
Legt     man    tlurcli  0  , 
(Fig.  4)  zwei  Gerado, 
die    Axeu  XX'  YT, 
welche  aus  einem  apt 
ter    zu    erwähneod«! 
'  Grunde   auf  cinunilei 
senkrecht  stehen  sol- 
len ,    und    zieht   roni 
Punkte    M  zu    ihnen 
dieParallelenJtffif^, 
so  findet  man 
OM=0F  +  PM 

Nehmen  wir  auf  den  Axeu  die  festen  Punkte  JiJ  an  —  Aee\ 
Einfachheit  wegen  gteichweit  Ton  0  entfernt  — ,  bezeichnm 


die   Strecken   OE  OJ  mit  e   bezw,  i   und   führen   die  recht- 

f'abligen    Coordiuateu    von    M   in    Bezug    auf    dio    Äxen 
r  rr 

ein,  9o  ergiebt  sich  nach  Nr.  4 

AB  =  OM  =  it  +  Ji'x. 
Es  erBcfaeinen    somit   die  Strecken  der  Ebene   ala  cumplexe 
Gröfseu    mit    den  zwei  Elementen  e  i.     Ordnet  man   diesen 

Fundamentalgrörsen  bezw.  die  Zahlen  1  und  i  und  zugleich 
jeder  Strecke  OF  auf  der  „reellen"  Äxe  XX'  mit  rationalem 
6  diese  Zahl,  jeder  Strecke  OQ  auf  der  „iniagicären"  Ase 
YY'  mit  rationalem  ij  die  Zahl  i/i  zu,  so  entspricht  jeder 
Grnfse  OM  und  den  ihr  gleichen  eine  complexe  Zahl,  nämlich  " 
I  +  J?',  welchen  Salz  man  mit  Hilfe  des  entsprechenden  in 
VlI.  13  d.  I.  T.  sofort  umkehren  kann.  |  rj  nennt  man  die 
Coordiuaten  der  complexen  GrÖfee  OM,  |  die  erste  oder 
reelle,  i)  die  zweite  oder  imaginüre. 

Nunmebr  lAfitt  sich  nuch  dem  in  II.  1  angewandten  Verfahren 
von  je  iwi'i  nnglfichen  Streuten  der  Ebene  die  einö  als  die  grOraere, 
die  andere  a\a  die  kleinere  erklären.  Die  Unterecheidung  hängt  je- 
1  Äsen  rieh  tuDgeu  iib. 


doch   \ 


r  Wahl   der 


I  daTd  bei 
■  Abiinderung  derselben  die  iwiachen  zwei  ungleichen  Strecken 
aufgestelltL-  Relation  in  ihr  Gegentbeil  übergehen  kann.  Uan  beieich- 
net  DÜDilich  von  den  Strecken 

Ojtf  =  Je  +  -ji  OM  =  l'e  +  ij't 
fJM.'  als  die  gröraere  oder  kleinere,  je  nachdötn  die  erste  voa  Null 
»erschiedeiie  unter  den  Difl'erenzen  6'  —  J,  »j'  —  1  positiv  oder  nega- 
tiv iit.  —  Durch  dieie  Regel  wird  zugleich  auf  jeder  Geraden  Mit 
ebe  poüitive  Richtung  festgestellt,  »o  dasü  die  ihr  angehürigen  Strecken 
allen  in  V.  T  d.  I.  T.  gemachten  VoraussetEungen  entsprechen.  Ea  ist 
nämlich  auf  einer  nicht  /ii    VI"  parallelen  Geraden 

MM-  =  OM-  -  OM^  (!'  —  i)c  +  (>)-  —  /;)i  (1) 

grSber  als  Nnll  oder  positiv ,  wenn  £'  —  £  >  0  ist  d.  i.  die  positive 
Richtung  in  MM-  ist  so  aogenominen,  dass  die  Projection  jeder  poai- 
lifen  Sb'ecke  anf  die  reelle  Aie  ebenfalls  positiv  ist.  In  ullen  dnrch 
den  Nullpunkt  gebenden  Geraden  anfser  YY'  tjÜt  die  posi- 
tive  Richtung   von    der   negativen  Seite    der  Axe  IT'  auf 


In   der   Geometrie   reicht  man 
besfiglicb    der  positiven  Richtungen 


uit   den    folgenden  Festaetzungen 
in  den  Geraden  der  Ebene  aus: 


.  AbschniLl.     Nr.  6. 

1)  In  panlleleD  Geraden  labt  man  vie  nach  derselben  Seito  Unfen; 
8)  in  jeder  Geraden,  die  auf  einer  Geraden  mit  behannter  poaitiTn 
Richtung  a  senkrecht  üteht,  wird  die  positiTC  Richtung  in  die  poii- 
tive  Normale  n  gelegt,  welche  wir  sogleich  erklären  werden.  Wir 
haben  obnehtii  die  bereite  in  V.  7  d.  L  T.  erwähnten  relativen  Win> 
kelgrCfiien  aäher  zu  betipreühen.  Nachdem  in  jeder  Geraden  dei 
Khane  eine  pouitive  Richtung  Kngeuomme»  ist,  führen  wir  ali  Wiukel 
a^b  ein  den  Betrug  der  Druhung  (in  l'heilen  der  Peripherie  oJer  dti 
lindiaB],  welche  von  der  lUeb- 
tnng  a  il.  i.  dem  Haibatc»hl«  OA 
(Pig.  6)  an  in  dem  für  di< 
Ebene  nach  Belieben  feitg»- 
setEten  positiven  Drehangi- 
sinne  bis  xur  Richtung  b  A.i 
dem  Halbstrable  OB  zonlcluB- 
legen  ist.  GewChnlich  betracbt«! 
man  die  Drehung  von  rechts  nacb 
links  als  positiv.  Wenn  Viel CicIk 
von  360"  be»w.  2ji  nicht  in  Bt- 
IrBcht  kommen ,  was  gewShutick 
der  Fall  ist,  ho  gilt  mit  der  tu- 
eben  erhaltenen  positiven  Zahl 
als  gleichbedeutend  der  mit  dem  Zeichen  —  versehene  Betrag  dec 
Drehung  von  der  Richtung  a  bis  zur  b  in  iiegattvem  Sione.  AU  potl- 
tive  Normale  zur  Richtuug  a  wird  die  Richtung  n  bezeichnet,  wo- 
fQr  (i'*~ti  ^  -\-  30°  oder  —  270°  ist;  wobei  ku  bemerken  ist,  dals  posi- 
tive Normale  zn  n  nicht  die  Richtung  a  ist,  sondern  di 
gesetzte  a'.     Unter  diesen  Vomussetzungeu  bat  man 

fc/^a  =  —  a-^li    oder    a'^S  4-  (i-^a  = 
und  FSr  irgend  drei  Richtungen  o  b  c  in  der  Kbeoe 

Die  von  den  Alten  überkommene  Winkclbeseichnung  AO S  werden 
wir  als  gleichbedcntend  mit  OA'^OB  im  obigen  Sinne  gefatanchen, 
wobei  unter  (JA  OB  dio  Richtuogcu  von  (J  nach  A  be^w. 
B  zu  versU'hen  Kind.  GewShnlich  nimmt  man  den  Winkel  AOB  xwi- 
Hcbcn   -    \W"  und  4-  180".     Man  bat  nun  ebenralU 

BOA' A(fB     oder     AOB  -{■  BOA  ^  0 

und  weuu  C  einen  vierten  Funkt  der  Ebene  bezeichnet 

,1  o'b  =  a'oc  +  cu'b  . 

Häufig  ist  ea  /wcckmärsiger,    eine  Strecke  A  B  zu  cbi 
rakterisireu  durch  ibre  Polarcoordinateii:  die  IJinge  oder; 
deii  absoluten  Betrag    (d,  i.   da»  Verbältnifs  der  Streckt; 
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ÄS  zii  OE,  beide  im  absoluten  Sinne  genommen),  welcher 
mit  \AB\  (oder  falls  die  Längeneinheit  unbestimmt  bleibt^ 
mit  \Äli  -.[OE)  bezeichnet  wird,  und  die  Neigung 
E^äB,  wo  AE^  =  OE  gemacht  ist  (Fig.  4).  Die  jiositive 
Richtung  für  diesen  Winkel  giebt  au  die  Drehung  von  OX  zu 
OY  auf  dem  kürzeren  Wege,  welche  man  gewöhnlich  von 
rechts  nach  links  vor  sich  gehen  lälet.  Für  gleiche  Strecken 
haben  die  Coordinaten  die  nämlichen  Werthe.  Für  die 
Strecke  OM  ist  der  absolute  Betrag  /.ufolge  des  pythagoräi- 
scben  Satzes  (der  in  Nr.  6  selbst  durch  eine  Streckeurech- 
nung  bewiesen  werden  wird) 

\OM\  =  \OM\:\OE\  =  y^-\~,f~, 

die  Neigung  EOSl.  Für  die  Strecke  MM'  hat  man  dem- 
nach zufolge  (1) 

Uonstruirt  man  (Fig.  (j) 

OÄ-  UM+  OK  =  (t  +  l'ie  +  (.(  +  V)'. 
HO  erkennt  man  unmittelbar  die  Richtigkeit   der  Sätze  Über 
den    absoluten   Betrag   der  Summe  in  I,  8;    denn   in   einem 


Dreiecke   iat  jede  Seite  kleiner  als   die   Summe   der  beiden 
andern  und  gröfser  als  ihre  Ditferenz. 

LZIIZ" 


II,  AbBchnitt.     Nr.  6,  fi. 

entgea gesetzter  Neigung  heifseQ  Dach  Cauchy^)  zu  ein- 
ander conjugirt.  Man  gebraucht  für  ^/,3f,'  auch  die  Be- 
zeichnung couj.  MM',  BO  ciafs 

<ion].M^M;  =  MM. 
Zwei  eonjugirte  Strecken  können  stets  in  eine  solche  Lage 
gebracht  werden,  dafs  sie  zur  reellen  Axe  symmetrisch  sind, 
wie  MM'  und  M^M^'  in  Fig.  5.  Dann  sind  auch  OM  iimi 
0M^,  sowie  OM'  und  OJlf,'  zu  einander  conjugirt  und  mao 
hat  wegen 

01f,  =  |e+ (-i?)i=  ge- ^i    Ü3f/ =  re  —  ii'i 
Jl/,JU,'=a'-|)e~U-V)i- 
Conjugirte  Strecken  liaben  somit  gleiche  reelle  und  entgegen- 
gesetzte  imaginäre  L'oordinaten.     Eine  zur  reellen  Äse  paral- 
lele   Strecke   ist   zu   sich    selbst   conjugirt.    —    Die    Summe 
zweier  conjugirten  Strecken  ist  reell: 

MM'  +  conj.  MM  =  [2  ( £'  -  |)  |  e . 

Anmerkung.  Weaii  ii  Punkte  M,  M,  .  .  M„  mit  den  Coordi- 
naten  {,  flu  iiVt  •  ■  £n  1^  K^geben  eiad,  so  sind  bekanntlich  die  Coor- 
dinaten  ihres  ScbwerpunktoB  G 

-i-  (i,  +  {,  -f  ■  ■  ■  +  e.)      lli,  +  i,  +  ---  +  1.) ■ 

Man  bat  somit  für  denselben 

tJG  =   '-  (IIM^  +  UM,  -^ f.  OM,) 

woraus,   wenn  OM,  durch   UG  +  GM,,  .  .  .  oM,  durch   OG  +~Ö^ 
ersetzt  wird,  sich  ergiebt 

0  =  OM,  4-  GM,  +  .  ■  .  GM,  . 

6.    Hnlliplioation  der  Strecken. 
Zunächst  wird  festgeset/.! 

0.0  =  0        0  .  a  =  a  .  ( I  =  0 
Q  .  ce  =  «e  .  a  =  «a. 
Ist 

a  =  AJi        u^OP-.O'E, 
so  wird  die  Irröfse  ikü  ^  AR  ».ai  AB  durch  die  Proportion 

ÄR-.ÄB^ÖP-.'ÖE 
gefunden.     Wie  man  sieht,  ist  e  Moduhts  der  MultiplicatioD. 
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Wenn  die  Strecke  CD  (Fig.  7)  nicht  der  reellen  Axe 
parallel  ist,  so  wird  das  Product  AB  .  CD  durch  die  fol- 
gende Construction  gefunden.    „Zieht  man  von  C  eine  Strecke 


0 E 

Fig.  7. 

CE^  ■- C  und  construirt  das  dem  Dreiecke  CE^D  einstim- 
mig ähnliche  {:^  ABFj  so  sei 

AF^AB.CD,'' 

Dadorch  ist  der  Punkt  P  vollständig  bestimmt;  denn  es 
müssen  nicht  allein  die  absoluten  Längen  jedes  Paares  homo- 
loger Seiten  der  Dreiecke  CE^D,  ABP  das  nämliche  Ver- 
hältnifs  haben,  sondern  auch  die  homologen  Winkel  in  dem 
Sinne  von  Nr.  5  einander  gleich  sein. 

E^D  =  BAP    CDE,=A^B    DE,C==FBA. 
Aus  der  vorstehenden  Regel  folgt  unmittelbar,  dafs 

\AP\  =  \AB\  CD\  (2) 

and  dafs,  wenn  man  AE^  *=  e  macht, 

E^AB  =  E^Ib  +  BAB  =  E^Ib  +  E^D        (3) 

ist.  Der  absolute  Bettäg  des  Productes  ist  das  Pro- 
duct der  absoluten  Beträge  der  Factoren,  die  Nei- 
gung desselben  die  Summe  ihrer  Neigungen.  Dieser 
Sats  pafst  auch  auf  den  Fall,  dafs  der  Multiplicator  reell 
ist;  man  hat  nur,  je  nachdem  a  in  ae  positiv  oder  negativ, 
dafür  die  Neigung  Null  oder  180^  anzusetzen.  —  Conjugirte 
Strecken  liefern  ein  reelles  Product: 

^B.conj.  ^i^=    AB^t. 

Zunächst  ist  zu  zeigen,  dafs  die  soeben  erklärte  Ver- 
knüpfung der  Strecken,  deren  Ergebuifs  von  der  Wahl  der 
Strecke  e  abhängt,  als  eine  Multiplication  bezeichnet  werden 


ssoutativeii  Gesehe 


II.  Abeohnitl.    Nr,  e 

darf.     Dafs  sie   dem  comuiutativen  um 
gehorcht,  folgt  aus  den  Gleichungen 

ÄB.CD  =  CD.AB 

(A  B.CD).  EF  =  AB  .  {CD .  EF) , 

deren   beide   Seiten   geinäfa   der    Relationen  (2)  (3)  Streck« 

vun    dem    uiiinlichen    ubaoluten    Betrage    und    der    nämlichen 

Neigung  sind.     Man  hat  l'eruer  aus  demselben  Grunde  neben 

AB  =  A'B- 

AB  .CD  =  A'B  .CD. 

Zufolge   des  letzten  Satzes  brauchen   wir  nur   Producte  tob 

Strecken  zu  betrachten,  die  in  0  entspringen.     Es  ist 

UÄI.OM'  =  0K, 
wenn 

A  UEM'  ;tOMK 
ist,  wobei  sich  ergiebt 

^         EO'M  +  EOM\    (4J 


Zum   Nachweise  der  Grundformel  des  distributiven  Gesetzes, 
wofar  wir  nunmehr  achreiben  dürfen; 

{OM  4-  OM') .  OM"  ==  OM .  OM"  +  OM' .  0M'\  (b) 
haben  wir  im  Falle  dafs  M'  nicht  auf  OM  und  M"  nicht 
auf  der  reellen  Axe  liegt,  folgende  Coustruction  (Kig.  8)  Tor- 
zunehmen,'*j 
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Es  sei 

OM .  OM"  =  OK        03r  .  OM"  =  0K\ 
so  dafs  nach  (4) 

j  0K\  =  I  OJIf  I  I  OM"  ;         \0K'\  =  '-  OM'  \  \  0M''\ 

EOK  =  EOM  +  EOM"        EOK'  =  t^OM'  +  FA)M'' . 
Daraus  folgt 

0K\:  \OK'\  =  \OM\:\OM'\ 

KOK'  =  EOK'  -  EOK=EOM'  —  EO^M=  3WM', 

Somit  sind  die  Dreiecke  MOM'  und  KOK'  einstimmig  ähn- 
lich. Vollendet  man  die^  Parallelogramme  OMNM'  und 
OKLK',  worin 

ON=OM+  OM'        OL  =  OK  +  OK' 

isty  80  sind  auch  sie  einstimmig  ähnlich,  folglich  auch  die 
Dreiecke  OMJS  und  OKL.     Es  ist  demnach 

|0L|:|  ON\  =  \OK\:\OM\ 
d.  i. 

\OLi  =  \ON^  ]0M"\ 
und 

EOL  =  E^K  +  kDl  =  EO^M  +  EOM"  +  MON 

=  E^N  +  EO^M", 
also 

OL^ON.OM", 

was  mit  (5)  übereinstimmt.  —  Auf  (5)  führen  wir  zurück 
die  Formel 

(OM -  OM') .  OJtf"  ==  031,  OM"  —  OM' .  OM' 

mittelst  der  Relation 

(-  031') .  031"  =  -  031' .  031", 

welche  einen  besonderen  Fall   des  unmittelbar  aus  (2)  und 
(3)  folgenden  Satzes 

(aOM)  .  {aOM')  =  {aa){031 ,  031')  (6) 

bildet.    Je  nachdem  a  a  gleiche  oder  entgegengesetzte  Zeichen 
haben  y  ist  die  Neigung  der  Strecken  auf  beiden  Seiten  von 

(6)  in  derThat  E0^M-\-  EO^M'  oder  E^3[-i-  E^M'  +  180«. 


Mit  Hilfe  des  distributiveu  Gesetzen  und  der  Pornie]  (ä) 
kömieii  wir  die  CoordiDatieu  des  Productea  OM.OM' 
ermitteln,  wenn  nur  die  des  Producles  i.i  bekannt  »iaA 
Man  hat  nämlich 

OM.  OM-  =  de  +  n'<)  ■  fl'e  +  VO  =  (!£')  f«  •  e) 

+  (|r/')(e.i)  +  (^r)(i.O  +  tl'?'){i-'J 
=  (ir)£  4- (!»)'+ iS")! +  (')'!')  (i.i)- 
Nou  ist,  weil  die  Strecken  e  t  gleich   lang  und   aufeiuua- 
der  senkrecht  sind^),  nach  der  obigen  Regel 

i  .i  =  —  e, 
so  dafa  man  schliefslich 

(Et  + 11) .  (S't  +  i'ij  -  (ir  -  ,,-)t  +  (6V  +  i,r)i  (I) 

erhält.  —  Als  Product  der  conjugirten  Strecken  (Fig.  6) 
OM=%t-\-n'\         OM^  =  lt~n\ 


findet  man 

■     OM.OJIf,  =  (|e)*  — (iji)": 
aus    welcher  Formel    der  Pytha; 


■(S=  +  l')e, 
üsche   Satz  abgeleitet 
werden  kann.     Uenn  da,  wie  oben  bemerkt, 

OM.OM^  =  \  OMft 
ist,  so  hat  man 

\ÜMr-%'  +  r,'-\01'\'+\PM\'. 
AflBociirt  tu  einer  gegebeneo  Strecke 
'Jilf  =  |c  +  »li 
heifiien  nach  GaaTB*)  die  dtei  Strecken, 
ander  dorch  dreimalige  Multiplication  mit 


felche   au«  O  M  att't  «»■ 
her?orgehea.     Man  «^ 


dafflr  (Fig.  9) 

OM^  =  OM   .  i ^C  +  {l 

OM,  =  OM,  .  i  =.       OM  ,{-()■ {(  —  »Ji 

njH,  _  (tM,.  i=       OM,  .(-()  =  OM.[-i)~tit-ti. 

OM^  .  i  fUllt   wieder  mit   OM  zusammen   u.   b.   w.     OM^  iat  die  alr 

gegengCBetite  StrecVe   zu   OM.     M,    und  M^  liegen    auf  dem  in  ('  '° 

OM  lothtecbten  Strahle  and  zwar  i^o,  dafs 

MOM,  =  +  90"        MUM, SO". 

Die  Endpunkte  der  rier  za  einander  HBsociirten  Strecken  OM  OM, 
OMj  OM,  Bind  von  O  gleich  weit  entremt.  —  Hit  Hilfe  denellia 
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ri  lieh  die  Formel  (7)  auch  durch  die  folgende  Definition  einfuhren : 
16  Strecke  OJlf  mit  einer  anderen  OM*  multipliciren  heifst 
I  ihr  and  den  ihr  asso-  y 

rten  Strecken  eine 
ae  Strecke   so  ahlei- 


ly  wie  der  Multipli- 
ior  GM  ans  der  Fun- 
mentalstrecke e  und 
n    ihr   as80ci4rten   i, 

e,  —  l  entstanden  ist.      X^ 

der  That  hat  man  z.  B. 
nn  f  1}'  positiv  sind ,  m. 

+  n  OM, 

+  «i?'+i?4')i. 


^A^- 


\ 


■\  I 


M 


E 


\ 


M3 


Y 

Fig.  9. 


X 


7.    Division  der  Streoken. 

Der  Quotient  der  beliebigen  Strecke   a  durch  die  reelle 

ist  (1  :  5)ö.     a  :  0  ist  unmöglich^  0  :  0  wegen  seiner  Viel- 

utigkeit  unzulässig.     Um  eine  Strecke  AQ  zxx  finden,  deren 

odaet  mit  einer  nicht  zur  reellen  Axe  parallelen  Strecke 

D  gleich    einer   gegebenen   AB  ist,    ziehe   man  (Fig.   10) 

1) 


Ei 


0 


E 


Fig.  10. 

E^  =  t  und  coustruire  das  mit  CE^  D  einstimmig  ähnliche 
reieck  AQB,    Dann  und  nur  dann  ist 

AQ.CD  =  Ali. 

Wenn  AB  |  CD  ist,  so  ist  AQ  parallel  der  reellen  Axe 
id  zwar  bat  man 


AB:CD=^{AB:CD)t. 


Wenn  AB  J^CD  ist,  bo  stehen  auch  die  anderen  Paare 
homologer  Seiteu  der  obigeu  Ühulichen  Dreiecke  auf  einui- 
der  senkrecht,  also  ist  AQXCEi,  so  dafs 

AQ^(ÄQ:  0j)\  =  (Zy:  äE,)i  =  {ÄTiiÜDM, 
worin  das  Zeichen  von  All  nach  der  positiven  Normale  kut 
positiven  Ilichtung  in  der  Geraden  CD  zu  bestimmen  ist. 

Die  Division  ist  stets  ausführbar,  weiui  tier  Divisor  niciit 
Null  ist  und  zwar  nur  in  einer  Weise.  Somit  gelten  hin- 
stchttich  der  Multiplicalion  und  Division  der  Htrecken  die- 
selben Hegeln,  wie  tur  die  reellen  Zahlen. 

Die  Polarcoordinateu  des  Quotienten  AQ  ei^eben  «ich 
vermittelst  der  Gleichungen  (2)  (.^).  Ist  AE^  =  OE,  bo  er- 
halt man  dafflr 


-  E.CD. 


\A(^,\^\AB\:\CD\         E^AQ  =  E^AB 
„Der  absolute  Betrag  des  Quotienten  ist  gleich  dem  Quotien- 
ten: absoluter  Betrag  des  Dividends  durch  den  des  Divisors, 
die   Neigung   desselben    gleich  der 
Differeua:    Neigung    des    Dividend« 
weniger   der  des  Divisors."     Wmn 
Dividend  und  Divisor  von  dem  iiim- 
lichen  Punkte  A  ausgehen  wie  beiiO 
"*»  Quotienteu^Ö  =  ^t^^;y(Fig.lO. 

so  findet  man  für  die  Neigung 

/\  ^^  -^  .•-\ 

E^AQ  =  E,AC  ~E,AB=  BAC. 

Die  rechtwinkligen  Üoordinaten  desselben  Quotienten  ^"^ 
geben  sich  aus  der  Figur,  indem  man  von  C  das  Loth  (?-* 
auf  AB  fällt.     Es  ist  nämlich 


AH+  HC  ^ 
AB 


AU    ,    HC ^ 


All       ,    HG. 
AB  AB 


c« 


Dabei  ist  die  Strecke  HC  mit  demjenigen  Zeichen  zu  i* 
sehen,  das  ihr  gemäfs  der  positiven  Normale  zu  einer  in  i** 
Geraden  AB  angenommenen  positiven  Richtung  z.  B,  -4-^ 
zukommt. 

Mau  hat  also  auch  die  Regel:  „Der  Punkt  C  liegt  auf  d«  poti- 
tireu    oder   uegativcD   Noimale    inr    RicbtuDg  AB,  je    nachdem  rief 
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re  Theil  des  Qaotienten  AC :  AB  positiv  oder  negativ  ist.'^ 
der  Formel  (9)  erhält  man  die  Dreieck8fln.che  ABC  (mit  dem 
-{-oder  —  Tersehen,  je  nachdem  der  Umlauf  ABCA  einem  in- 
des Dreiecks  befindlichen  Beobachter  positiv  oder  negativ  er- 
aosgedrtlckt  durch  die  Coordinaten  der  Eckpunkte  ABC, 
jesw.  aß,  af^,  a"  ^'  sein  mögen.  FOr  diese  relative  Dreiecka- 
IBC  ergiebt  sich 


2AABC^  AB  .  HC. 

mittelt  man  nun  die  Coordinaten  von  AB  :  AC  durch  die  Be- 

l 

AC        A  C  .  conj.  AB  AC  .  conj.  A  B 

AB  ^  AB  ,  cöüj.  AB  ~~         \TB  ■- 

-4  6'=(«"-a)e  +  (r-P)i 
AB^(a    _  a)e  +  (^    -  ß)x 

indet  man 


HC  _  («  -  tt)  (?'  -  P)  -  (r_-^P)_(«'l-_«) 
AB  ^  \AB  ^ 


2AABC^(a   —a)  (f  -  (J)  -  (P'  -  (J)  (a '  -  a) 

««(?'-  n  + «'  (r  -  p)  + «"  (P  -  p')  • 

ne  Proportiou  zwischen  vier  Strecken,   d.  i.  die 
mg 

)t,  wenn  die  Qaotienten  nicht  reell  sind,  dafs  die  Drei- 
IJBC,  ÄTXC  einstimmig  ähnlich  (bezw.  congruent) 
Denn  ist 

AB,Aq  =  AC        AB  .  Aq  =  ÄC\ 

man  sowohl 

AAE,Q±,ABC, 

AAE,Q;tA'irC\   i' 

ehrt:   sind  die  Dreiecke   ABC,  ÄB^C  einstim- 

hnlicb,  so  besteht  die  Proportion  (10),  woraus 

telbar  die  Gleichungen 

C^A'       Äjr  _  B'C 
CA   ^  AB  ~  B  C 

I.     In  der  That  hat   man  unter  den  genannten  Um- 
1 


II,  Ahsclinitt.     Nr.  7.  1 

1  ^C I  :  I  A'C  1  =  I  ^B I : !  A'ir  I        BAC  =  H'A'C 

Aus  (10)  ergiebt  sich   ein   arithmetischer  Ausdruck  fBr 
die  Thataache,    dafa  zwei   Dreiecke   ABC,  A'B'C  sym- 
luetrisch    ähulich    (^)    sind.     Wendet    man    das    letztere 
durch  Drehung  um  die  reelle  Axe  um,  so  erhält  man  ein  lu 
ABC  einstimmig  ahnlieliea  Dreieck  A"B"C" .     Da 
B"C"  ^  conj.  l/C         C" A"  ^  conj.  CA' 
ä" B"  =^  conj.  AB' 
ist,  ao  ergeben  sich   mithin  nach  (10)  die  Gleichungen 

conj.B'P'  conj.  C  A'         conj.  J'B'  ,.., 


Mit  demselben  Hechte  können  wir  auch  behaupten,  dali 

B'C      _  9L-^  ^       ^'B' 

conj.Bf^,'  eonj.  6'jl  conj.  AB 


8.  Coujugirte  Gleicliuxigeii  unter  den  Strecken. 
Die  letzte  Gleichung  wird  aus  (11)  auch  gewonnen  mit- 
telst des  allgemeinen  Satzes: 

Aus  jeder  Gleichung  unter  Strecken  kann  eine 
zweite  dadurch  abgeleitet  werden,  dafs  an  Stelle 
einer  jedea  Strecke  die  zu  ihr  conjugirte  ge- 
setzt wird. 

Um  sich  von  der  Richtigkeit  desselben  zu  fibcrxengeD, 
genügt  die  Bemerkung,  dafs  Summe,  Differenz,  Product,  Quo- 
tient zweier  Strecken  conjugirt  ist  der  aus  den  conjugirten 
Strecken  gebildeten  entsprechenden  Verknüpfung.  Da«  er 
kennt  man  u.  A.  aus  den  Coordinaten  dieser  Ausdröebp,  in- 
dem beim  Uebergange  zu  den  conjugirten  Strecken  die  ente 
'  Coordinate  ungeäiidert  bleibt,  die  zweite  ihr  Zeichen  wechselt 

9.  Die  Verliältnlsse  der  Strecken  in  der  Ebene. 

Schon  iu  Nr.  5  ist  hervorgehoben,  dafa  wenn  einer  be- 
liebigen Strecke  OJ?  =  e  die  Zahl  +  1,  jeder  Strecke  OP 
auf  der  Geraden  OE,  wofür  das  reelle  Vcrhültnifs  ÖPiOE 
eine   rationale    Zahl    ist,    diese    Zahl,    der    Strecke    OJ^=if 


welche  in  die  poMitive  Normale  zur  Richtung  OE  fällt  und 
gleich  lang  ist  wie  OE,  die  Zahl  i,  endlich  den  Strecken  Jji 
bei  rationnlem  7/  die  Zahlen  ijt  zugeordnet  werden,  jeder 
Strecke  OM  =  ge  +  »ji  (und  den  ihr  gleichen)  eine  gemeine 
complexe  Zahl  nämlich  5  +  i)(,  entspricht  und  umgekehrt. 
Man  nennt  diese  Zahl  das  Yerhältuirs  der  Strecke  OM 
zur  Einheitsstrecke  e  und  bezeichnet  sie  mit  OM:OE, 
wobei  man  jedoch  nicht  an  einen  (Quotienten  denken  darf: 

OM:OE  =  l-\-rii. 
Die  Strecke  OM  wird  auch  durch  (^  -\-  ij*}e  dargestellt,  wel- 
cher Ausdruck  wieder  nicht  ein  Product  bedeutet. 

Insbesondere  hat  man,  wenn  M  auf  OE  liegt, 
OM:OE  =  ^=ÖM:  OE, 
letzteres  ein  Verhältuifs  im  Sinne  7on  VII,   13  d.  1.  T. 

Für  die  Verhältnisse  der  Strecken  in  der  Ebene  gelten 
die  nämlichen  Sätze,  wie  für  die  von  relativen  Gröfsen  (vgl. 
a.  a.  0.).  Man  hat  also ,  unter  a  b  m  gemeine  complexe 
Zahlen,  unter  q  0  Strecken  verstanden , 

m{a  -f-  b)  =  ma  +  mb. 
Die  zweite  Formel  wird  durch  die  Bemerkung  bewiesen,  dafs 
wenn   b  ^  a   •{■  ß'i  ist,   b{at)   aus   der   Strecke  «e  und  den 
ihr  associirten  so  hervorgeht,  wie  «'e  +  ßii  aus  e  und  seinen 
äi^sociirten.     Demnach  ist 

Setzt  man  hier  ^(1  =  ^4-  tji,  so  folgt,  dafs  wenn  man  der 
Strecke 

(M  =  «c  +  /5i  =  <ie 
+  1  zuordnet  und  im  Uebrigen  wie  oben  verfährt,  der  Strecke 
OM  die  Zahl 

entspricht;  es  ist  demnach  das  Verhiiltnifs 
OM:  OE 


OM-.OA  - 


(12) 


O  A:<>  E 

Auf  diese  Weise  erscheint  das  Verhaltnifs  als  Quotient 
zweier  Zahlen;    umgekehrt   läfst  sich  jeder  solche   Quotient 

atoU,  VotlMongen.    n,  A 


als  ein  Verhälttiifs  auffassen.  Dies  ist  der  Grund,  wann] 
die  BezeicIiQung  „Verhältnifs"  oft  gleichbedeutend  mit  „Qikh 
tient"  gebriiuclit  wird  (sowie  „Proportion"  gleichbedeotend 
mit  „Gleichung  unter  zwei  Quotienten"). 

Die  soeben  dargestellte  Beziehung  zwischen  den  Strecken 
iu  der  Ebene  und  den  gemeinen  complexen  Zahlen  läfst  sich 
kurz  so  auEsprechen,  dafs  wir,  um  von  den  ersteren  za  am 
letzteren  öberzugehen ,  nur  an  Stelle  von  e  i  bezw.  1  i  la 
setzen  oder  anstatt  der  coiicreten  Elemente  ahstractc  t\i 
Grunde  zu  legen  brauchen.  Unter  solchen  Umstanden  irt 
die  äufserliehe  Unterscheidung  der  beiden  Gröfstnsystenie 
überilßasig;  wir  werden  daher  in  Zukunft  die  FundamenUI- 
streckeu  e  \  einfach  mit  1  i  bezeichnen. 


lieometrisii'he.  Anwendungen. 

10.    Flani metrische    An f gaben. 

Auf  das  im  Vorstehenden  betrachtete  GrölseQsjsteiD 
läXst  sich  eine  Arithmetik  der  Lage  in  der  Ebene  grün- 
den, welche,  wie  die  folgenden  Beispiele  zeigen,  bei  Auf- 
lösung  von   Aufgaben   von   wesentlichem  Nutzen   sein  kun- 

1.  „F'iii  Dreieck  XYZ  zu  conatrniren,  wenn  gegeben  iit  HÜ 
Schweriiunkt  G  und  von  ilen  Seiten  X  1',  A'Z  je  ein  Punkt  (Ä  S). 
der  diu  bezügliche  Seite  in  einem  vorgeacbiieLiencn  Verhällsisse  thölt" 


YM  :  JUX  = 

in  o  (J  reelle,  von  Null  and  —  i 
Nach   Nr.  6  Anm 


F.»  8 

"    "  ZN:  NX  —  ß,  I 

I   versehiedene  Zikhlen  bedenUo. 
1  KU  nach  et 
GX+Gl'  +  GZ^O. 
Es  ist  leicht  Gl',  GZ  auf  GX  Burilckzutflbren.    Man  findet 

G¥  =  GM-i-MY^GM  +  aXM~{l  +  a)GM'i-aXa 
GZ  =GN  +  NZ  —GN-i-  ßXN  =  (1  +  ß)  GW  +  ßXG 
Settt  mau  dieee  Ausdrücke  in  (3)  ein,  ao  folgt 

(„  +  p  _  1)  ,1X  -  (1  +  o)  ffJtf  +  a  +  ß)  Gif.  (S) 

K  -f  P  —  1  ist  Nnll  oder  nicht  Nnll ,  je  nachdeta  die  Pankte  O  M  K 
in  gerader  Linie  liegen  oder  nicht.     Bilden  aie  nämlich  eine  Gerade, 
milfate,  wenn  a  +  ß  —  1  nicht  =  0  wäre,    X  Eufolge   (3)   anf  GM!t 
liegen,   wa«   nnuiO^lich   ist.     Wir  haben  somit  den  Satx:   „Wetm 
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durch  den  Schwerpunkt  G  des  Dreiecks  XYZ  die  Gerade  MN  zieht, 
■o  moft 

(FS :  MX)  +  (ZN :  JTX)  =  1 

sein.'*  Umgekehrt,  ist  a  -f-  l'  =»  1|  »<>  hat  nach  (3)  GM:  GN  einen 
reellen  Wertb,  also  liegen  G  M  N  in  einer  Geraden.  —  Wenn  G  M  N 
nicht   in   einer  Geraden   liegen,   so  liefert  Gleichung  (3)  die  Strecke 


^-     "^ 


ZW 


Fig.  12. 


GX,  also  X,  worauf  Y  Z  mittelst  der  Gleichungen  (1)  gefunden  wer- 
den.   Ist  z.  B.  a  =  2,  |3  =a  3,  RO  hat  man 

^GX^^GM+^GN       GX^  iGM+  GN, 

Construirt  man  (Fig.  12)  GR^  iGM  RL  =  GN,  no  folgt 
OX^  GL,  also  fällt  X  nach  L,    Endlich  hat  man 

YM'^2MX        ZN=SNX. 

8.  „Zwei  ungleiche  Strecken  AB  A* B\  welche  weder  in  einer 
Geraden  liegen,  noch  den  nämlichen  Anfangs-  oder  Endpunkt  haben, 
sind  gegeben.  Es  soll  ein  Punkt  X  gefunden  werden,  so  dafs  die 
Dreiecke  ABX  und  Ä B' X  einstimmig  ähnlich  sind.*^ 

Wegen  der  einstimmigen  Aehulichkeit  der  Dreiecke  ABX  und 
A'  B'X  hat  man  nach  Nr.  7 

AX:  A'X^  AB:  A  B\ 
also 

AX,A'B*^  ÄX  .  AB 

AX  .  A'B'  =»  (A'A  +  ^X)  .  AB 

(4) 
AB  .  AA'  =  A  X  .  {AB  —  A' B') .  ^ 

Sind  AB  AB'  ungleich,  so  giebt  es  einen  und  nur  eineu  Punkt  A", 
der  sich  auf  folgende  Art  construircn  läfät.  Wenn  BC  ==='  B'  A'  ist, 
■o  hat  man  nach  (4) 

AB.AÄ^AX.AC        ~=-^-  (6) 

Sind  die  Geraden  AB  AB'  nicht  parallel  (Fig.  13),  so  bilden  ABC 

4* 


U.  Abacbnitt    Nr.  10.  ^^ 

ein  Dreieck,  mithin  sind  n»cb  (5)  die  Dreiecke  CAB  und  A'AX  ein- 
Htimmig  ähnlich.     Man  caDatniire  aUo 

Aa!^X  =  A'Ci        A'^X  =  CA^B  . 


Liegen  die  ungleichen  Strecken  AB   A'B'  in  parallelen  Geraden, 


X  auf  A  A'  fallen, 
ähnliclie  Art  ergiebt  «ich,  dafi  X 
auf  BB'  liegen  mufii.  Demnacli 
ist  X  der  Schnittpunkt  von  AÄ 
und  BB:  —  Wenn  AB  =  Äg 
ist,  80  giebt  SB  nach  (4)  ktioM 
Punkt  X. 

3.  „Zwei  Strecken,  die  «cd« 
gleiche  Länge,  noch  deneelbeo  ii- 
fangg-  oder  Endpunkt  habea,  aicd 
gegeben.  Ea  wird  ein  Pnntl  X 
gesucht,  HO  dafs  die  Dreieote 
ABXuadA'BX  symmetrinh 
ahnlich  Kind." 

Nach  Nr.  7  hat  man 
=  AB  :  conj.  A'B' 


LCtit  a. 
erhllt 


AX :  conj.  .^'X 
AX  .  covj.  A'B'  =  AB  .  {conj.  A'  A  +  conj.  AX] 

•.a  nach  dem  Satze  von  Nr.  8 

conj.  AX  .  AB'  =  conj.  AB  .   [A'A  -\-  AX)  . 
in  diese  linearen  Gleicbangen  nach  A  X  und  conj.  A  X  uf, 


{AB  .  conj.  AB  —  A'B'  .  conj.  Ä' S)  .  A  X 
-  AB  .  {AA  .  conj.  AB  +  A'B"  .  conj.  AA'). 


Der  Coefficient 


I'  —  [  AB'  \'i  Boniit  hat  die  An(- 
gabe  eine  LOsung,  wenn  die  ge- 
gebenen Strecken  nicht  gleich  lang 
Bind.  Ütdoetmün  der  Strecke  J.1' 
die   pobilive    Einheit   lU ,    ao    da& 

AA'  =-  conj,  AA  ^  1 
ist,  ea  crgiebt  eich 

QAB\'-\A'B-\')AX 
=  AB  .  (conj.  AB  +  A'B') 
Construirt  man  (Fig.   14) 
AC  =  conj,  AB,  A'B"  —  CD, 
AC+  AB'  ^  AD, 


\AB'\')  AX  =  AD  .  AI). 


(Tj 


Je   nachdem   i  AS\  grOfeer  oder  klei 
A'  A  X  gleich 

,-N  .^  .^  ,^  ,^\ 

A  AB  +  A'AD^  CAA  +  A  AD  =  CAD 
oder  um  180°  davon  Teracbicden,  wodurch  maD  einen  Ealbstrahl  findet, 
aof  dem  X  liegt.     Vermittelst  der  QleichuDg 

^N  '^  /■\ 

h  Ä  X  =  -  DAX  =  XAB 
ergiebt  sich  ein  »weiter  Halbstrahl,   anf  dem  X  «ich  befindet,  ao  daTs 
der  verlangte  Poakt  nunmehr  gefim 

Wenn  \AB\  =•  \XS\,  ohn 
doTs  A  and  A^  lUBammenfallen,  ii 
giebt  es  nach  (7)  keinen  Punkt  X,  e 
«ei  denn 

ÄS  =  —  conj.  AB  =-  CA 
(Fig.   16).   . 

Nunmehr  mors  nach  (G)  '''*■  ^*' 

XX-}-  conj,  X  -V  =■  1 
sein.     D.  h.  ea  genögt  jeder  Punkt   der   im  Mittelpunkte  »on  AA'  auf 
diese  Strecke  errichteten  Seukreuhtcn  der  Forderung: 
AABX;^ÄB'X. 

»Nach  diesen  Autj^aben  ersten  Grad  es  möge  noch  eine  zweiten 
rades  behandelt  werden. 
4)  „Ein  Dreieck  zu  construiren,  wenn  eine  Seite  AB,  die  Diffe- 
reux  der  ihr  anliegenden  Winkel  und  das  Product  y  der  beiden  anderen 
Seiten  gegeben  iat." 

Vom  gesuchten  Dreieck  sind  «"omit  zwei  Ecken  A  B  gegeben,  die 
dritte  X  za  bestimmen.     Dabei  sind  gegeben 
\AX\  .\BX]  =  Y 
^^  .^  ^^  /\  y\  -^ 

BAX  -  XBA  =  [BAE  +  EAX)  —  (XBE,  +  E,BA) 

=  BAX  -i-  Ef^X  -  {e7b-{-  E^'BA]  , 
(worin  die  Pnnkte  EE,    der  Bedingung  AE^BE,  =  1  genögen), 
somit  EAX  '\-  E,BX.     Construirt  man  den  Winkel 

■^  y\  y\ 

BAD  =>  BAX  -  XBA 

(Fig.  16),  welche  Diflerens  als  auch  dem  Zeichen  nach  gegeben  anzn- 
»ebeti  ist,  nnd  nimmt  man  dabei  den  Punkt  D  so  an,  daTs 

\AD\  .\BA\  =Y. 


\AX\. 


BX| 


EAX  +  £,BX  : 
ÄX.SS  ' 


-  :AD\  .  \BA\ 
EAD-\-  E,BA, 
AD . SA. 
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II.  Abschnitt.    Nr.  10.  11. 


Bedeutet  C  den  Mittelpunkt  von  AB,  bo  dafs  AC  ^  CB 
AX=^AG+CX        BX^BC+  CX^  CX  -  AC 
ist,  80  erhält  man 

CX*  -  AC^  ^AD,BA^  2AD  .  CA 
CX«=.  CA  {CA  +  2 AD]  =  CA.  CF, 

wobei    AF^'iAD   gemacht   ist.     Aus   dieser    Gleichung    folgt  für 

CE.  =  1 
/  '        /^  y\  ^ 

2  E^  CX  =  E^  CA  +  E^CF 

'CX\^^\CA\.    CF  . 

Addirt  man  in  der  ersteren  Gleicboog 

beiderseits  2ACE^,  so  ergiebt  sich 
2ACX^  ACF 


a'c^x^-^a 


ibF+  [ 


0 
180« 


1 


Unsere  Aufgabe  läfst  somit  zwei  LOsii&' 
gen  XA"  zu,    welche  Punkte  auf  det 

Halbirungslinie     des    Winkels   ACMi 
liegen,    zu  beiden  Seiten  von  C   ^^^ 
je  in  einem  Abstände,  welcher  gleich 

ist  der  mittleren  geometrischen  Proportionale  von  \CA\  und  \C^  »' 
Demnach  sind  die  Dreiecke  ABX  und  ABX'  einstimmig  congrcm^*^^ 
also  nur  der  Lage  nach  verschieden. 


Fig.  16. 


U.    Die  trigonometriBOhen  Fxmotionen. 

Sind  zwei  Richtungen  a  b  durch  den  Punkt  0  geget^^ß 
(Fig.  17)  und  fällt  man  *von  einem  beliebigen  Punkte  ^^ 
der  letzteren  eine  Seokrechte  MF  auf  die  erstere,  so  hef^^^ 


^ 


^ 


y 


-^ 


\ 


P    A 


a 


Fig.  17. 


nach  einem  bekannten  Satze  der  Planimetrie  die  Verhältnisse 


OP'.OM        FM'.OM, 


Ueometriache  AuwendungeD. 

orin  das  Zeichen  von  FM  geraäfa  der  positiven  Normale 
ar  Eiclitung  a  zu  bestimmen  ist  (vgl.  Nr,  5),  von  M  uoab- 
ängige  Werthe,  siuU  somit  lediglicli  vom  Wiukel  «'^6  ab- 
ängig.  Man  bezeichnet  den  Wertb  der  erateren  als  den 
'oeinus,  den  der  letzteren  als  den  Sinus  desselben: 
ÖFiÖM^  cos  a-^b  FM:(rM=sma-^b. 
^enn  die  Richtungen  a  fr  in  eine  Gerade  fallen  oder  auf 
iaauder  senkrecht  stehen,  ao  verlieren  dieae  Erklärungen 
!utn  Theil  ihren  Sinn.     Man  setzt  aber  fest 

eoBO  =  l     sin  0  =  0,     cos  180" 1     sin  180"  =  0, 

cos  {+  90")  =  0     sin  (+  90")  =  ±  1 , 
nd  zwar  deshalb,  weil  die  Functionen  cos  o^Ä  sin  a'^b  die 
'clits  stehenden   Wertlie  zu  lirenzwerthen  haben,  wenn  bei 
^stlialtung  von  a  der  Strahl  b  sich   einer   der  bezeicbneten 
if^HB  unbeschränkt  nähert.     Wird  endlich  angenommen,  dais 
tter  n  eine  beliebige  ganze  Zahl  verstanden, 
cos  (a  +  n  .  360")  =  cos  a 
sin  (a  +  »  .  360")  =  sin  a 
t,  Bo  sind  die  Functionen  cos  a  sin  a  für  beliebige  positive 
kd  negative  Winkel  a  erklärt.     Mit  Rücksicht  auf  die  letzten 
leichungeu  bezeichnet  man  sie  als  periodische  Functionen 
*□  a  und  zwar  mit  der  Periode  360". 

Kein  Werth  des  Cosinus  und  des  Sinus , liegt  aufserhalb 
2s   Intervaltes   ( —  1,  +  !)■     Zufolge    des    pythagoräischen 
Btzes  besteht  zwischen   beiden  Functionen   die  Gleichung") 
cos  k'  +  sin  a*  ^  1 .  (1) 

Es  seien  die  Polareoordiuaten  der  Strecke  OM  (Fig.  4 
1  Nr.  5)  |OM|=p  EO'M^Q.  Dann  hat  man,  wenn 
:Or=  +  iJO"  ist, 

5  =  ÖP  =  p  cos  9         jj  =  I'M  =  p  sin  9 ;  (2) 

1  dafs  die  complexe  Uröfse  0M=  i  +  »j*  in  der  Form 

OM=if  IcosG  +  isine)  (3) 

scheint.    Der  Factor  cos  9  -f-  (  sin  9  soll  nach  R.  Argand'") 
ichtungsfactor,  der  ganze  Ausdruck   p  (cos  0  +  *  sin  9) 
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.  Abacbnitt.     Hr.  11, 


die  trigorioiuetriache  Form  der  coin{i)exeQ  Gröfse  ÜJIf 
heifaen.  Um  die  complexe  Zahl  |  -j-  iji  auf  die  Form  (3) 
zu  briugeu,  hat  man  eine  positive  Zahl  p  und  einen  Winke! 
9  zu  bestimmen,  welche  den  Gleichungen  (2)  genügen.  Hie^ 
aus  findet  man  nach  (1) 


Wi'  +  v'] 


COS  ö  ==  ,- 


VI'  + 1- 1 


Wi'  +  i'l 

Es    giebt    zwischen   deu   Grenzen    —  180"  bis  +  180"  ateta 
einen  und  nur  einen  Werth  von  6,  welcher  die  beiden  Id 
Gleichungen  befriedigt. 

Manchmal  läfst  man  die  positive  Richtung  r  iu  der  Ge-. 
raden  OM  willkürlich.     Dann  erhält  man 

OM  =  ÖM{cos  x-^r  +  i  sin  x'^r),  (4) 

unter  X   die  positive   Richtung   der  reellen  Axe    Terstandt 
Äehnlich    ist   fflr  eine   beliebige  Strecke  Aß  mit   der  pod 
tiveu  Richtung  g 

Ali  =  AB  (cos  x-^g  +  *"  »in  x'^'i) .  (4") 

Für  die  conjugirten   Strecken   £  -f"  ^h   S  —  V^   s'"^  ^^ 
Neigungen  entgegengesetzt,  man  hat  daher 

cos  (—  e)  =^  cos  e     sin  { —  6)  =  —  sin  6. 

Äehnlich  findet  man   mittelst  der  zu  |  +  iji  associirten 
Strecken  die  Formeln 

cos  (e  +    90*)  =  +  sin  ff    ain  (6  +    90")  =  +  cos  ö 

cos  (e  +  180")  =  —  cos  0     sin  (G  +  180")  =  —  bihö, 

welche  auch  besondere  Fälle  der  folgenden  Theoreme  sind. 

Die  Fundamentalsätze  der  ebenen  Trigonometrie 
siud  bekanntlich  die  Ädditionstheoreme  des  Cosi- 
nus und  Sinus.  Dieselben  sind  enthalten  in  der  For- 
mel (7)  von  Nr.  6,  wodurch  die  C'oordinateu  des  Pro- 
ductee  zweier  Strecken  gegeben  sind.  Hierbei  reicU 
die  Formel  (3)  aus ,  da  der  Winkel  6  alle  möglicbsB 
Werthe  annehmen  kann.  —  In  der  That,  multipticirt 
die  Strecken 


OM  =  e  (co8  9  +  (  Bin  6)      OM"  =  p  (cos  8'  ±_  i  ain  9'), 
so    hat   li&s   Product  OM .  OM'   den    absoiuteu   Betrag   qq 


DeiuDach    ergiebt  sich  nach   (7) 

(9  +  e-)] 


(5) 


und    die    Neigung   9 
in  Nr.  6 

e^'[eo8{9  +  9')  +  >"8iii 
=  p  p'  { cos  e  cos  9'  +  sin  9  sin  9'  + » (sin  9  coa  9'  +  coa  6  ain  9')  j 
«voran 3  die  genannten  Ädditionstheoreme  d,  i,  die  Formeln 
cüH  (9  +  9')  ^  cos  e  cos  9'  -\-  ein  9  ain  9' 
ein  {9  +  9')  ^  sin  9  coa  9'  +  coa  9  sin  9' 
folgen. 

Damit  in  der  Formel  (3)  nnd  den  daraus  abgeleiteten 
nur  Längenverbältnisae  erscheinen,  wählt  man  als  Argument 
des  CosinuB  und  Sinus  den  Quotienten 

r  =  ^^A~M:\OÄ\, 
welcher  ebenfalls  für  jeden  Punkt  M  von  h  denselben  Werth 
bat.     Zufolge  der  Cjclometrie  besteht  zwischen  ihm  und  dem 
Winkel  a'^h  in  Secundeu  die  Beziehung 


■^6  .  arc  1", 


D  arc  1 


180 .  60'  206864,8 
ist.  n  bedeutet  die  Ludolphsche  Zahl  3,1415926536  ■■  ■  — 
Häufig  wird  an  Stelle  von  arc  1"  die  davon  wenig  verachie- 
dene  Zahl  sin  1"  gesetzt. 

tos  T,  ain  r  sind  eindeutige  und  stetige  Functio- 
nen von  X  für  jeden  Werth  von  r  und  periodisch  mil 
der  Periode  2«,  cos  r  nimmt  von  t^O  bis  r  ^  ä  be^ 
jJltSndig  ab,  von  r  =^  n  bis  r  ="  2n  beständig  zu;  ain  t 
-    bis  T  -=       ,  ab  von  i  =■  -5-    bis   t 


mt 


Die  Stetigkeit  von  cos  t  and  ain  t  für  jeden  Wertb  von  i  folgt 
inittelbu'  am  den  Gleichungen  (5).    Darnach  hat  miLn  bekanntlich  z.  B. 

COe(i  +  -iJi)  —  COB  t 2  ain  itfiain  (t  +  t  Jr), 

»,  da  allgemein  |  sin  t  |  <  |  i  |  int , 

I   CO»  (.  +  Jl)  -   CO*  r  |<  I   ^T   I   . 

Wird  eine  iiositive  ZshI  t  vorgelegt,   bo   genQgt   mithin 

I  Jt  I<  ( ,    damit  |  cos  (i  +  Jt)  —  cos  r  |<  *  ist  (vgl.  IX, 
■  TJ. 


J 


U.  Abschnitt.    Nr,  11. 
r  ÄowenrlDsg  ist  noch  ; 


erwilhDeii  die  Pornitl 


Jl  (Kb 


Errichtet  man  in 
ksnntlich 

\  MP\<\  a. 
ulao  nach  Divieion  durch  |  UA  | 


17)   ilae   Lolh   AT  auf  a 
AM\<\AT], 


wobei  man  sich 
mit  crgiebt  sii'h 


»iiiT<r<--^, 
positiv  und  kleiner  als  n  denkt,  wa; 


woraus   wegen   lim  cob  i 
folgt    --     Wir    braiichti 


I  bei  I 


ilie   vorBtehende  t'ormd 
i,    data  die  Fuuctiei  . 


<  -n.- 


I    auch   noch   den 
Bin  1:1:,    wyhrendT   TOuNnU   bis   ^     wilchnt,    beatänilig    ib- 
oimnit     Ex  ist  nämlich,  fdlä 

0<T<i^     und     0<Jt<i(:r-r) 
ist,  die  Differenz 

sin  (I  +  Ji 

also  sicher  negativ. 

Die   (ibrigi'H   trigoBometriscfaeii    Functionen  werden  al' 

rationale  Functionen  von  cos  t  sin  t  eingeföhrt: 

.                  sin  *            ,             coB  «                             I  1    , 

tan  t  = cot  T  =  -—      aec  t  = cosec  i  ^ ^^ 

Im  Folgenden  sind  die  Argumente  der  trigonometrisch«! 
Functionen,  wenn  nicht  das  Uegentheil  bemerkt  ist,  stet«  w' 
in  Theilen  des  Itatlius  gegeben  anzusehen. 

19,    Die  oyolometriBOheu  Funotionen. 

Während  a  von  —  y  ''"  ~l"  ö  ^''^■'B^^t)  wächst  sin « 
beständig  und  zwar  von  —  1  bis  -f-  1.  Demnach  bildet  lu- 
folge  IX.  U  d.  I.  T.  die  den  Werthen  von  t  im  Intertille 
(—  1,  +  1)  entsprechende ,  zwischen  —  y  und  +  y  gel* 
gene  Wur?;el  der  Gleicliung 


LnwenaaD^enl 

iC  eindeutige  und  stetige  Fuuction  von  r,  welche  im  Inter- 
lle:  —  1  <  r  <  -j-  1  zugleich  mit  t  wächst.  Bedeutet  a 
■86  Wurzel  der  vorstehenden  Gleichuug,  so  genügt  ihr  aber 
cb  jeder  der  Werthe 

0  +  2A«  (2k -\-  X)  n  —  a , 
ter  k  eioe  beliebige  ganze  Zahl  verstanden.  Eh  ist  detn- 
ch  die  umgekehrte  Function  zum  Sinus,  welche  Arcus 
las  heifst,  als  unendiieh-vieldeutig  zu  betrachten.  Zu  je- 
n  Werthe  von  r  im  Intervall«!  ( —  1,  -)-  1)  gehört,  wie 
Merkt,  ein  und  nur  ein  Werth  der  neuen  Function,  der 
luteryalle  (—  g  ,  +  ^)  liegt.  Er  heifst  der  Haupt- 
f  th  derselben  und  wird  mit  arc  sin  t  be/.eichnet,  während 
'i  sin  r  irgend  einen  zu  r  gehörigen  Werth  des  Arcus  ainus 
lenten  soll. 

Aehnliche  Bumerkuugen  lassen  sich  an  die  Gleichung 
t  ^  tan  ra 
äpfen.  Zu  jedem  reellen  Werthe  von  t  gehört  nicht  allein 
Mmd  nur  ein  Wertli  gj  zwischen  —  -^  und  ~,  sondern 
P^Werthe  ta  +  ftir.  Sie  bilden  zusammen  die  unend- 
B  vieldeutige  Function  Arcus  tangens.  Der  zwischen 
T  und  —  liegende  Werth  derselben  heifst  ihr  Haupt- 
!rth  und  wird  mit  arc  tan 'c  bezeichnet,  wahrend  Arc  tan  t 
:end  einen  zu  t  gehörigen  Werth  des  Arcus  tangens  be- 
uten soll. 

Die  Hau|>twerthe  der  durch  ünikehrung  des  Cosinus 
.<!  der  Cotangente  entstehenden  Functionen  Arcus  cosinus 
d  Arcus  cotangens  sind  bezw.  durch  die  Gleichungen 


arc  cos  t  +  arc 
ilirt.  liegen  als 


sin  t  =  —        arc  cot  t  +  t 
>  zwischen  Null  und  a. 


3  tan  T  =  -s- 


^Prodacte    und   Quotienten   von   oomplexen  Zahlen  !□ 
r  IrigonometriBOher  Form. 

Durch  wiederholte  Anwendung  der  aus  den  Gleichungen 
(3)  in  Nr.  6  folgenden  Formel 


ff  [cos  9  +  »  sin  e]  •  Q  [coa  O'  +  i  ain  9']         .. 
=  Q(/'  [cos  (G  +  e')  4-  (  sin  (9  +  6')] 
ergiebt  sich 
p[{coaei  + Jsiiie,)-ea(cöses  +  (ame,)-"e„,fcos6„,4-*sine») 

=  p,e,  ■  •  ■  p,„  [coa  (9,  +  e,  + .  ■  ■  +  9„}  (i) 

+  »8iD(e, +  9, +  ---  +  9„)j. 

Wird  hier 

Pi  =  p«  =  •  ■  ■  =  p"  =  p .     e,  =  e,  = =  e„  =  e 

gesetzt,  so  erhält  man  die  Moirre'sche  Formel 

[q  (cos  e  +  »  sin  e)]"  ■=  p"  (coa  »i9  +  »  sin  me).     {i) 
Wir  haben  ferner  nach  Nr.  7  die  Formel 

f|^7^:^l  - 1  [="  (e'  -  e)  + ;  .ü.  (6-  -  e)],  (») 

denn  der  absolute  Betrag  des  links  stehenden  QaotieDten 
ist  p' ;  p,  seine  Neigung  6'  —  9.  Ea  iat  leicht,  sie  mit  Hilfe 
der  Formeln  (5)  zu  verificiren.  Besondere  F^Ue  yon  (9) 
sind  die  Formeln 


5(coa  e  +  i 


—  (coa  e  — 

—  (cos  mQ 


wie   (6)   tur  Eatwickelnng  i" 
i  benotet  werden.    So  lieftrt 


p"*  (COR  e  -(-  t  Bin  9) 
Die  Formeln  (■!)  und  (8)  können 
rpcfaU    alehenden   CosinuBBe   und   Sit^i 
die  Fonnel 
(coa  e  +  .■  sin  sr 

indem  man   den   reeetlen  Theil   und   den  Coefficienten   von   >  mit  den 

entsprechenden  Zahlen  in  (8)  vergleicht,  die  EnlwickeluDgen 

sin  ibB  =  m  cos  9'""'   «in  9  -   (a)  "<>»  ^'"~'  ""  8' 

+  (s)  "<>»  Ö"""*  ''°  ö* 

Die  AuBdrücke  recbts  sind  soweit  fottzusetien,  alt  der  Index  der 
niiakoefficienten  m  nicht  Qberateigt.     Man  hat  aUo 

cos  29  =  cos  9'  —  sin  9'         ain  26  =  2  ain  e  cos  6 
u.  s.  f. 


(IS) 
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TiI'm  gerade,  ao  kOiineo  cos  in  6  and  Bin  m8  :  sin  6  coa  6  a.  e.  f. 
kI>  ganze  Fonctiooen  sowohl  von  sin  6  ah  auch  von  cor  S  dargestellt 
»prden,  i.  B. 

C08  se  =  1  —  2  »□  e'  =  2  coB  e'  —  1 . 

Ist  M  ungerade,  bo  «ind  cos  m9  :  cos  6  und  »in  mB  :  sin  G  ganze 
Fanctionen  sowohl  tod  Bin  9  als  auch  von  cdb  9.     Vgl.  VI.  11. 

Mitteilt  der  Formel  (1)  kann  man  ein  jedva  (rlied  einer  ganzen 
Fnnction  einer  endlichen   Anzahl   von   cooiplexeii  Zahlen   in   die  Form 

P  (üOfl  0  +  .•  Bin  9) 
überfOfaren,  wo  P  ein  Monom  ans  ihren  absoluten  Beträgen  ond  0  ein 
Aggregat  von  Vielfachen  ihrer  Neignngen  ixt.  Hängt  der  Ausdruck 
"DT  Tou  einer  coniplexen  Zahl  t  ab,  so  wird  er  auf  diese  Art  iu  eine 
eDdlichu  trigonotnetriiicbe  Iteibe  verwandelt  Eine  «olcbe  kann  man 
^  B.  Iflr  cos  e"*  und  lin  9™  erhalten,  unter  m  eine  DatQrliche  Zahl  ver- 
standen ").     Setzt  man  nämlich 

cöB  e  +  i  Bin  G  =  (         coa  8  —  ."  sin  Ö  =-  conj.  (  =  (', 


"bi  hat  al»o,  indem  It'  =  1  ist, 
(»  eoser  =-  y  +  '')"'  —  t™  +  w('"~^ 

+  (-)("•-'+ +  (;)  ("--'  +  mr-'  +  f-. 

Hier  iteben,  fall»  Sr  -<  ni  ist,  nebeneinander  die  Glieder 
(^){r-''-ff  ■"-*'"}  =2(™)co8(m-ar)e, 
'        *>e  Hch   nach   den  Gleichungen  (8)   und  (11)  ei^ebt.     Wir  finden  da- 
her bei  ungeradem  m  (^  2k  ~  1) 

S"*~'  Cü»9**~'  —  coB  (St  -  1)9  +  (St  —  1)  cos  (St  ^  3)9 

+  ("i"')  cos  (2*  -  6)9  +  ...  +  (»,fi')  cos  9. 
fit  m  gerade  und  =^  3t,  so  kommt  im  Ausdrucke  rechts  auch  das 
Glied  {^^)  vor,  bo  dafd  man  bat 

a"^'  cos  e**  =  cos  3*e  +  2i-  cos  (2*  ~  3)  9 

+  {V)cos(2t-*)e+....f(,L*)co8ä9  +  i(V)- 
Auf  Uinliche  Art  ergeben  sich  die  Formeln 
(—  1)*—'  i'*~*  ain  e**~*  =  «in  (St  -  1)  9  —  (2t  —  1)  ein  (2*  —  3)9 

+  (^VO  "i"  C2k  -  6)8 +  {-  1)*-'  C/r,')  «n  e 

(-    1)*  2**"'  sin  9'*  =  cos  ate  -  2t  COB  (8*  -  8)  9 
^L   +(V)cOBt2t-4)9 +  (_l)'-'(^l*)co829-fi(- !)'(*,•)■ 


14.    Die    Hauptsätze    der    Trigonometrie   im    engeren   Sinne 
folgen  aus  der  Gleichune  in  Nr.  3 

BC-\-  CA  +  äH  '^O,  (13) 

wenu  die  Punkte  A  B  Ü  nicht  in  gerader  Linie  liegen.    ^^^ 
zeichnen  wir  die  positiven  Richtungen  in  den  Dreieefcsseiten 
BC  CA  AB  bezw.  mit  a  b  c,  »q  hat  man  nach  (4*) 
BC  =  B~C  \  coa  x-^a  -\-  i  sin  x'^a  \ 
CA  =  CA  {coaar^d  -\-  isia  x-^h\ 
AB  =  AB  I cos x'^c  +  i  sin  x^c  |  . 
Setr.t  man  diese  AusdrQcke  in  (13)  ein   und   zerlegt  in  rol- 
len und  imaginären  Theil,  so  ergeben   sich  die  Gleichnogen 
^BCcoa  x-^a  4-  CA  cos  x-^b  +  AB  cos  x^c  =  0   (U) 
BC  sin  x'^a  +  CA  sin  x-^h  +  AB  sin  x'^c  =  0.  (15) 
Multiplicirt  mau  die  erste  mit  sin  a^'^o  (bezw.  aina:'^6),  di« 
zweite  mit  coa  x'^a  (bezw.  eoa x'^b)  und  subtrahirt,  ao   er- 
hält man  durch   Anwendung  der  Formeln  (5),  da 


d.  j.  den 


CA  ain  b'^a  ■}-  AB  sin  f '^  a  =  0 
BC  sin  a-^b  +  ZS  ain  c  '^6  =  0 
erallgemeinerten  Siuussatz: 
BC  CA  AB 


_     _^.  ,16) 

sin  b'^e        sin  c^a        sin  a-^6  ' 

Multiplicirt  man  aber  (14)  mit  coa  x'^a  (bezw.  cosx'^^i 
coBX'^c)  und  (15)  mit  sin  x'^o  (bezw,   sina'^6,  sin  ar'*'*) 
und   addirt,   so   ergeben   sich   nach  (I)  und  (5)  die  Fonnelii 
Bl'  +  TJÄ  coa  b-^a  +  AB  cos  c^o  =  01 
BÖ  cos  a-^b  -\- CA  +  Ä^  cos  c-^b  =  u\  ■      (1^) 
fiC'coa  a-^c  +  C^  cos  b-^r  +  ZB  =  ol 
Multiplicirt  man  die  erste  derselben  mit  BC,  die  zweite  mit 
AC,  die  dritte  mit  BA  und  addirt,  so  findet  man  den  ver- 
allgemeinerten Cosinussatz 

BC*  =  CA'  +  ab'  -\-2CA-JB  cos  b^c . 


Für  die  DreiecksBäche  ABC  hat  man  nach  Nr.  7 
'ig.  11)  _ 

2A4Bf'=  AB  ■  HC  =AB-  ÄCsm  c^h 
^CÄÄB  sin  h-^c. 
1.5, '")  Die  Gleichung  (13)  ergiebt  sich  auch  vermittelst 
tue^  von  Bellavitis  und  MöbiuB  ausgesprochenen  Ueber- 
ragungsprincipes  aun  der  Geometrie  der  Geraden 
n  die  der  Ebene:  „Wenn  man  in  einer  Gleichmig  zwischen 
er  von  beliebigen  Punkten  einer  (ieraden  gebildeten 
trecken  MN  anstatt  der  MN  Strecken  MN  zwischen  be- 
?faigen  Punkten  MN  der  Ebene  setzt,  so  erhält  man  eine 
leichiing  unter  diesen  Strecken  MN  der  Ebene," 

Vermöge   dieses  Uebertragungsprincipes  leitet   man  ans 
i"  bekannten  quadratischen  Relation  zwischen  den  von  vier 
ökten  A   B  C  D  einer  Geraden   gebildeten   sechs  Strecken 
W!Äl)-\-CÄ-in)-^ÄBCD  =  0 
Streekeugleithung 

BC-AIi-\-  CA    BD  +  ABCD  =  <)  (18) 

Worin  A  B  C  D  vier  beliebige  Punkte  der  Ebene  und 
*-^,  wenn  wir  etwas  vou  der  ersteren  Formel  Verschiedenes 
*on  wollen,  solche  die  nicht  in  einer  Geraden  liegen,  be- 
bten, Sie  giht  in  der  That  gerade  wie  die  ersteie  aus 
^   Identität 

\DB  ~  Dlj  "^  (z»(;  ~  I)a)  +  [vi  ~  db)  ""  ** 


1 

i 


•fvor. 

Beeeiclmpt  man  die  potiiti 
-i  AB   AD   Bil   CD   bezw. 

l')  um!  (16)  . 

BC  .  AD 


i   ilen  Strecken   BC 


CA  .  BD=  CA  .  BD[< 


id  somit  nach  (18) 
B  .CD  ^ÄB  .CD  [ 


BC  .  AH  [coB(a-^«  +jc^ü') 

(x-^b  +  x'^b-) 

-I-  .■  sin  (:j:^b  +  a^ 


=  S,C, 


c  +  « 


c) 


I   laterpretation   der  Gleichung  (i8)   bat  man  zi 


ncterscheiden ,    c 
Dreieck  bilde: 


die   Punkte  Ä,  B,  C,    ■ 
Im  ersten  Falle  ta\iTB 


{x^e  +  x-^ii)  ~  {x'^b  +  x'^b')  =  0  oder  * 


a(a:- 


'Sfc  +  x-^V) 


e  —  0 


-c  +  ar'^c')  -  8(; 

sein.  Die  Gleichung  ai'^'c  ^  2c' '^fc'  besagt,  daTa  die  vier  Fnn'^:: 
^  £  C  D  auf  einem  Kreise  liegen.  —  Im  sneiteo  Falle  er&fek^ 
wir,  AbXb  „es  ein  Dreieck  A,B^C,  giebt,  deaaen  Seiten 

B^,'^WC  .  Äi)     C^^^CÄ  .BD     A,B,  =  Tb.  cj> 
und  dessen  Winkel 

6,---c,  =x-^c,  -  x^b^  x-ft-^c^-  b-^L  ^b^if  +  V^e 

Oj'N&i  =  a:^i,  —  ar-^o,  ^^a-^ft  +  a''^6'  =  a'^b'  -\- a' ■^b 

sind,  wenn  mit  0,  b,  c,  die  positiven  Riebtungen  in  den  Seiten  B,  C, 
(\A^  Ä,Bl,  welche  nach  den  soeben  angeführten  Wertheu  dewll>«'' 
zu  lieBtimraen  sind,  beifichuet  werden."  Em  iat  leicht.  Dreiecke  -<• 
B,  (',  iu  conatruiren,   welche  mit  ^|  B,   C,   einstimmig  ähnlich  »£*•"« 


I  hat 


■B,C, 


C,Ä, 


ih  .  cd' 


Ecken  willkürlich   EUinehmen   darf,    so  mflge  6,  mit 

lenfallen.     Dann  folgt  we^** 


<  daffi  r 


DB  _  CA, 

DA"  CA' 

A,   wird  somit  nach  Nr.  7  geftindm,  indw 

man  da»  Dreieck  ACA,  ;i  .iDB  constoiiil 

(Fig.   16).     Das   gesuchte   Dreieck   ist  nutbio 

AjBC.     Man  kann  auch   für  B,  A,  C,  D; 

fQr  C,  C,  für  (4,  A  a.  s.  w.  nehmen,  so  it!> 

man  sechs  Dreiecke  A,  B,  C,  erhalt.  Wenn 

.d  BC  in  einer  Geraden  liegen,  D  aber  nickt 

J)  in   ihr,    so   ist  zu  A,  B,  O,    ein  Dreieck  ein- 

>''s.  IB.  stimmig  ähnlich,  dessen  Seiten  B,C,  C,i, 

^,B,  bezw.  mit  AD  BD  Gl)  pnrallel  sind. 

Denn,  indem  die  Richtungen  a  b  c  zu eamnienf allen,  hat  man 

Setst  man  den  reellen  Theil   und   den  Coefficienteo  von  1  in  d« 
rechten  Seite  Ton  (18)  gleich  Null,   so  erhält  mui  zwei  üleicbangcti 
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10  welchen  man  aaf  ähnliche  Weise,  wie  (16)  (17)  ans  (14)  (15),  die 
snneln 


BC  .AD  ^  CA  .BD  ^  AB  .  CD 
sin  6,  ^N?i        sin  Cj  ^^Oj        sin  a,  ^^ft, 


:BC.  AD+  CA  .  BD  cos  b^^a^  +  AB  .  CD  cos  c^^a^  ==  0 

•  B.  w.  gewinnt.  —  Im  Falle  dafs  ABCD  ein  Kreisviereck  ist, 
Qrlieren  die  enteren  jegliche  Bedeutung,  jede  der  letzteren  liefert  den 
^tolem&iBchen  Satz,  indem 

coe  fci^^Cj  —  ±  1        cos  c^^^ai  =  ±  1        cos  a^^^hi  «  ±  1 

>t.      UiQ  die  Zeichen  der  drei  Glieder  nüher  zu  bestimmen,  lassen  wir 

^  sechs  Seiten  des  Vierecks  BC^  AJ)  n.  s.  w.  positiv  sein.  Dem- 
*ch  hat  man 

6j/Nci  =-  h^c  +  fc'^c  =  CA^AB  +  BD^CD 

=.«  +  BDC—  BAC, 

**^Ub  ersichtlich  ist,  dafs  cos  fc,^^C|  =»  —  1  oder  +  1  'ß^»  jß  nach- 
^^  ^  und  2>  auf  der  gleichen  oder  auf  entgegengeKctzten  Seiten  von 
^  liegen  d.  i.  je  nachdem  die  Dreieck sflächen  BCA  und  BCD 
^cli  oder  entgegengesetzt  bezeichnet  sind.     Analog  ist 

'     cos  Cj^^aj  =  —  1  oder  +1» 

Nachdem  die  Dreiecksflächen  CAB  und  CAD; 

cos  a, -^fei  =1  —  1  oder  +  li 

'  Nachdem  ABC  und  ABD  gleiche  oder  entgegengesetzte  Zeichen 
^^Qn.    Mithin  sind  in  dem  Ptolemäischen  Satze    ' 

±\BC  .AD\±\CA.  BD\±\  AB  .CD\^0  (19) 

^^®  Glieder  \  BC .  AD  \  u.  s.  w.  nacheinander  mit  den  Zeichen  der 
^teiecksflächenilJBC,  ADB,  ACD  zu  versehen.  —  Der  Ptolemäische 
^^  läfst  sich  nmkehren :  „Besteht  für  ein  Viereck  die  Gleichnng  (19), 
to  molB  es  ein  Kreisviereck  sein."  Denn  in  jedem  anderen  Falle  bil- 
den Ai  Bi  C|  ein  Dreieck,  also  kann  die  Länge  einer  Seite  nicht 
gleich  der  Summe  oder  Differenz  der  Längen  der  beiden  anderen  sein. 

16.    Sohnitt-  und  Doppelverhältnisse  von  Funkten  der 

Ebene. 

Aus   den   Formeln   (4*)   (9)  folgt,   dafs   wenn  (/  h  die 
positiven  Richtungen  in  den  Geraden  AB  CD  bedeuten, 

C'd'^'^j  (^^^  *^^  +  ^  ^^°  '^^^^ 

ist.  Insbesondere  erhält  man  für  das  Schnittverhältnirs 
der  drei  Punkte  ABC  in  der  Ebene 

Siols,  VorlMvnffOD.   II.  6 


n.  AbBchoitt,     Nr, 


-,„  =  ^^^  (cos  b'^a  +  (  sin  Ö' 
CS        cB^ 

anter  a  h  die  positiven  Richtungen  in  den  Geraden  ÄC  C& 

verstanden.     Nimmt  man  a  i^  CA,  b  ~r  CB,  so  folgt 

t^=—  |^||(co8Br4+ iainBOk).         {iL^ 

WeDn  die  Funkte  A  B  fest  bleiben,  so  kann  das  Schoitsk 
verhSltnifs  AC-.CB  durch  passende  Annahme  von  C  jed^j 
beliebigen  Werth  aufser  Null  und  —  1  erhalten.  Liegt  € 
in  der  Geraden  AB,  eo  ist,  wie  schon  in  Nr.  4  herro] 
gehoben  wurde, 

AC:CB^ÄC:CB, 
so  dafs  in  diesem  Falle  AC :  CB  jeden  reellen  Werth  aafacf 
Null  und   -  1  annimmt  (vgl.  VII.  13  d.  I.  T.).     Um 

AC:  CB  ^Q  (cos  e  +  I  sin  e)  (p  >  0) 

zu  machen,  wo  sin  9  nicht  Null  ist,  couatruire  man  (Fig.  l&] 

den  Winkel  BAT^x-^-B  und  beschreibe  einen  Kreis,  Act 

durch  die  Punkte  A  B  geht  nX^ 

^rberilhrt.   Ermittelt  man il«» 

Punkt  //"auf  AB,  wo 

AH  iHB^p 

ißt,  halbirt  denjenigen  derKrew- 

bögen   AB,    der  auf  derselben 

Reite  von  AB   liegt  wie  T, 

K  und    zieht  KJI,   so   ist   det 

Fig  ,»,  zweite  Schnittpunkt   dieser  tSe- 

raden   mit   dem  Kreise  der  g*" 

suchte  Punkt  C     In  der  That  ist 

BC^A  =  b'aT -^  n -\- % 
\AC\i\CB\=AH:WB^ 
Den  Zahlen  Null,  —  1  ordnen  wir  die  uncjgentlicheu  Schnitt  I 
Verhältnisse  zu,  das  des  Punktes  A  und  das  des  einzigen  n 
eigentlichen  Punktes  /'  der  Ebene  (vgl.  HI.  Ti")  gegen  clil  1 
festen  Punkte  A  B.  Da  filr  sie  der  bisher  benutzte  Ausdmtl  1 
des  Schnitt  Verhältnisses  mittelst  der  Strecken  AC  CB  keisnl 
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hat,  so  führen   wir  für  dasselbe  die  neue  Bezeichnung 
;  C)  ein,  80  dafs  man  hat 

{AB,C)  =  AC:CB 


(AB,  A)  =  0        (AB,  U)=-l, 

lieh  sagt  man^  (AB,B)  sei  unendlich  d.  i. 

1:{AB,B)^0 

y  wenn  man  jedes  Schnittverhältnifs  durch  einen  Quo- 
ten Xj  :  x^  ersetzt  und  hinterher  in  den  Formeln  die 
ner  weggeschafft,  so  entspreche  dem  Punkte  B  das  Werth- 
ein a?!  =  a  a?g  =  0 ,  wo  a  jede  von  Null  verschiedene 
L  sein  darf. 
Der  Quotient  der  beiden  Schnittverhältnisse 

(AB,C):{AB,I)) 

st  das  Doppelverhaltnifs  der  vier  Punkte  AB  CD 
Ebene  und  wird  kurz  mit  (AB CD)  bezeichnet.  Hat 
A  es  mit  vier  eigentlichen  Punkten  zu  thun,  so  seien  die 
itiven  Richtungen  in  den  Geraden  AC  CB  AD  DB  a  b 
^ ,  80  dafs  man  neben  (20)  hat 


YTB  =  —  -  (cos  y^d  +  *  sin  V^a) 


SCD) 

»  ^=  :  6£\  [cos  {b^a  -  V^a)  +  sin  (b^a  —  V^a)] . 

Setzt  man 

OA  =  a    ()B  =  b    OC  =  c    OD  =  d, 
^at  man 

(^5(7D)  =  «--;:^J.  (22) 

Sen  die  vier  Punkte  A  B  C  D  in  einer  Geraden,  so  ist 
Doppelverhaltnifs  reell.  Sonst  hat  es  dann  und  nur  dann 
ßö  reellen  Werth,  wenn  sie  auf  einem  Kreise  liegen. 
1  nämlich  der  vorstehende  Ausdruck   reell  sein,  so  mufs 

6^a—  V^a  =  0  oder  n  d.  i.  26^a  =  2V^d 
n.    Die  uneigentlichen  Doppelverhältnisse  sind 

ABAC)  =  (ABCB)  =  0      (AABC)  =  {ABCC)  =  1 

(AB  CA)  =  (ABBC)  =  cx) . 

6* 


68  II.  Abschnitt.    Kr.  16.  17. 

Auf  dieselbe  Art,  wie  in  der  neaeren  Geometrie,  gelangt  man  -ma, 
den  eiugnlären  DoppclverhältniBSen.  Kh  sind  einerseiU  die  barm  o- 
nischen  —  1,  2,  ^-,  andererseiU  die   äquiunharmoniechen 

i  {1  ±  t"  V  3> . 
Wenn 

{ÄBCÜ)  =  —  1 
ist  rmd  es  lieget]   die  Pnnkte   A   B  C  D  nicht  auf  einer  Geradeo,       m« 
liegen   sie   anf  einem    Kreise.     Sind  ABC  gegeben,   so   findet  ixi&g 
D,  indem  man  den  Kreis  durch  ABC  construirt  (Fig.  19),  den  Bo^ei 
ACS  in  L  halbirt,  I,  mit  dem  Punkte  U,  wo  AB  von  der  Halbimn^s. 

linie  des  Winkels  AGB  getroffen  wird,  Terhindet.     Der  cweite  Scbnitl- 
pnnkt  von  LH  mit  dem  Kreise  ABO  ist  der  gesuchte  Punkt  D. 


l 


Allgemeine  Wurzeln  ond  Potenzen  mit  reellen 
Exponenten. 

17,    Die  WuTBeln  aus  complexen  Zahlen. 
Die  Gleichung 

worin  a  eine  beliebige,  voii  Null  verschiedene  complexe  ZäiJ 
bedeutet,  hat  genau  m  von  einander  verschiedene  A."'" 
lösungen. 

Sind  in  der  trigononictrisclien  Form 

«  =  A  (coa  «  +  i  sin  «) 

a;  =  e(cos9  +  i8ine), 
ao  ist  dazu  dafs  x'"  =  a  sei,  nothnendig  und  hinreichend,  d*'' 

p'"  =  A       w»0  =  a  +  2kii 
iat,   wo  k  jede   ganze   Zahl   sein  kann.     Man   findet  mitlnn, 
dafa  p  nur   die  absolute  i»'"   Wurzel  aus  der  positiven  Zaftf 
A,  e  aber  ein  jeder  der  Werthe 

sein  kann.     Dabei  darf  man  sich  auf  die  Äouahmen 

fr  =  0,1,...     m  —  l 

beecLrÜnken,    da  bei  jeder   anderen  wieder  eine   der  diesen 

Wertbeii  von  k  entsprechenden  Zableu  herauskommt.     Diese 
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«»  Werthe  von  y  a  sind  aber  unter  sich  verschieden;  deni- 
iiÄch  ist  die  m**  Wurzel  aus  a  w-deutig.  Das  Gesagte  gilt 
auch,  wenn  a  reell,   insbesondere  gleich    der  positiven  Zahl 

A  ist  Von  dem  m  Werthen  von  yÄ  ist  nur  einer  reell 
nnd  positiv.     Dieser  Werth  giebt  den  absoluten  Betrag  aller' 

übrigen  an,  so  dafs  wir  ihn  mit  |  y^Al   bezeichnen  können. 

^*nit  läfst  sich  die  allgemeine   )/^  durch  die  Formel 


y^o=|yA|-  {cos-^^-^ p.sm-^i^j^ — j  (a) 

^'"ötellen.     Denken  wir  uns  a  so  angenommen,  dafs 

*'>      80  heilst  der  &  =  0  enisprecheude  Werth  von   ^  a  d.  i. 

?ä|  jcos^+isin^j  (b) 

^^     Hauptwerth  dieser   Wurzel.     Ist  a  reell   und   positiv, 
^Bt  darunter  die  positive  reelle  m^  Wurzel  aus  a  zu  ver- 
^l^en. 

Aus  jedem  Werthe  von  ya   gehen   die   anderen  hervor 
^^uh  Multiplication  mit  den  Factoren 

Ck  =  cos h  i  sm 

(Ä=   1,2...7M—  1), 

^^Iche  neben  a;  =  1  die  Auflösungen  der  Gleichung  x"'  =  l 
*^^lden  und  daher  w**  Wurzeln  der  Einheit  heifsen.  Pri- 
mitiv unter  ihnen  heifsen  diejenigen,  von  welchen  keine 
niedrigere  als  die  m^  Potenz  gleich  1  ist.     Soll 

ej  =  cos  — — --  +  ^  sni  -  -  -  =  1 

sein,  80  mufs  nk:m  eine  ganze  Zahl  sein,  was  falls  Je  m 
relative  Primzahlen  sind,  nur  möglich  ist,  wenn  n  durch  m 
theilbar  ist.  Primitiv  sind  somit  alle  Wurzeln  e^y  worin  Je 
m  relativ  prim  sind  und,  wie  leicht  ersichtlich,  nur  diese. 
Bezeichnet  man  mit  e  irgend  eine  primitive  m^  Wurzel  der 
Einheit,  so  sind  sämmtliche  m^®  Wurzeln  der  Einheit  durch 

1  e  e^ ...  c"*-i 


7U 

dat^eetellt.     Dafa  jede  Potenz  e'  die  Gleicliung  x'"  =  1  be- 
friedigt,   erhellt   ud mittelbar;    dal'a  (f   und   e',   falls  r  und 
kleiner  ala  m  siud,  von  einander  verai^hieden  sind,  folgt  dao 
UU8,  dafs  r  —  £  nicht  durch  t»  tbeilbar  ist. 

Sati.     „Die  SnnimB  lier  n*™  Potenzen  der  m  TerBchiedenen  m"^ 
Wumelu  der  Eiuheit  ist  m  oder  0,  je  öachdem  n  durch  m  theilbar 
oder  Dicbt."  —  Der  erste  Tbeil  des  Saties  iet  unmittelbar  enictiUi.  • 
HiDHichtlich  des  zweiten  bemerke   maii ,    dafs  weuo  e  eine  primit^ 
m''  Wurzel  der  Einheit  ist, 


gesetzt  werden  kann,  00  dar«  man  hat 

«:  +  «^T  +  ■  ■  ■  +  <-i  -  I  +  e-  +  <-*'  +  ■-■  -f  e'— «• 

„(1     _("'-);     (1_,.")=0. 

Denn  ch  ist  e"'  ^  1 ,  e"  aber  von  1  verschieden. 

Um  diu  m"*"  Wnrieln  ans  der  Strecke  a  geometrisch  daiaxi  ^tul. 
len,  schlägt  man  vom  Nullpunkte  einen  Kreis  mit  dem  HadiuB  |  ■j^^'.ä/ 
bestimmt  darauf  den  Endpunkt  des  Hauptwertbes  (b)  mittelst  »^totr 
Neigung  o  :  m  und  tbeilt  von  ihm  aus  den  Kreis  in  m  gleiche  Tlz^j/r. 
Die  m  Punkte  dieaer  Theilnng  bezeichnen  die  Endpunkte  der  tn  var- 
icbiedenen,  in  dem  Anadracke  (a)  enthaltenen  Werthe. 

IB.    SätEe  über  die  allgemeinen  Woraeln. 

Wegen  der  Vieldeutigkeit  der  »i"""  Wurzeln  erleiden  (ÜB 
Sätze  1)  —  5)  iij  VIII.  5  d.  J.  T.  einige  Veränderungen. 

1)  Jede  m*"  WurBel   aus   n"   ist  auch  eine  mp'"'  Wurzel  aus  0"' , 
das   umgekehrte    gilt  dann    ui 
Anadmeke 

die  ganze  Zahl  k  durch  p  theilbar  int." 
h  Vielfache  von  p,  «o  erbalt  mau  alle  Werthe 

K--lv'Ä-l(™.^+- 

Soll   aber   der   erste  Ansdruok  bei  gegebenem  h 
abergeben,  so  müsaea  ganze  Zahlen  l  i'  eiistiren,  wofQr 
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'flt.  Demnach  mnfs  h  durch  p  theilbar  sein.  Ist  das  der  Fall,  so 
^ebt  ea  bekanntlich  immer  ganze  Zahlen  l  f .  welche  die  letzte  Glei- 
ehaag  befriedigen. 

2)  „Die  n**  Potenz   einer  jeden  w*®"  Wurzel   aus   a  ist  eine  w*® 

w'mciel  am  a" ,  umgekehrt  ist  eine  t»*«  Wurzel  aus  a"  dann 
**Ä^  nur  dann  die  n*«  Potenz  einer  m*""  Wurzel  aus  a,  wenn 
^^^  Zahl  2  in  (c)  durch  den  gemeinsameu  Theiler  von  mn 
'^  ^ilbar  ist,  also  stets  falls  nt  n  relative  Primzahlen  sind."  —  Um 
a  (c)  die  Werthe  von 


i^nrY        l^/V«  I      /        ««  +  'Inkic    ...     na  -\-  2nkn\ 
\v<^)    =    VA"     .icos      --'-     h  *  sm  '       I 


W 


^    erhalten,  braucht  man  nur  l  Vielfache  von  n  sein  zu  lassen.    Da- 
^t  aber  (c)  bei  gegebenem  l  ein  Werth  von  (d)  sei,  ist  nothwendig 
hinreichend,  dafs  es  ganze  Zahlen  k  k'  gebe,  wofür 

l  z^  nk  '\-  mk* 

^^^    Das  ist  bekanntlich  stets  der  Fall,  wenn  m  n  relative  Primzahlen 
^^^  und   falls   sie  das  nicht  sind,    wenn  l  durch  den   gemeinsamen 
-^lieiler  von  m  und  n  theilbar  ist. 
Die  Gleichungen 

3)    1/    y a  ==    ya  4)    y a  •  yb  =  yab 

6)    y  a  :  y  u    =  ya  :  b 

%iDd  nach  der  Bezeichnung  von  M.  Ohm^^)  vollkommen  d.  b.  jeder 
Werth  der  linken  Seite  ist  auch  ein  Werth  der  rechten,  und  umge- 
kehrt. —  Ist  x/^o  =  X  und  t/o;  =  y ,  so  hat  man 

a  =  ä"*    a;  =>  t/**     also    a  =^  y""*    y  =  "*|/a  • 
Ist  umgekehrt  y  eine  mri^  Wurzel  aus  a,  so  hat  man 

also 


tT  =  Y^  y r^  y  y^' 


Auf  ähnliche  Weise  werden  4)  und  5)  bewiesen,  wovon  die  letztere 
auch  als  eine  unmittelbare  Folgerung  aus  der  erstereu  dargestellt 
werden  kann. 

Gewohnlich  wird  unter   y  a  der  Hauptwerth  der 
iiiten  Wurzel  verstanden,    also   wenn  a  reell  und  positiv 

ist^  der  reelle  und  positive  Werth  von  ya.  Von  den  Sätzen 
1) — 5)  gilt  nur  der  dritte  für  die  Hauptwerthe  der  bez.  Wur- 
zeln unbedingt. 


Zweitei-  Abachuitt.  Nr.  19. 

19.     Poteneen  von  complexea  Zahlen  mit  reellcB 
Exponenten. 

Um  den  Begriff  der  Poteiia  auf  reelle  Werthe  des  Ex- 
ponenten 7.U  erweitern,  reichen  ülinliche  Betrachtungen,  wie 
die  in  Vni,  6-8  d.  I.  T.  anf,'ostelIten,  aus.  Damit  gelan- 
gen wir  zugleich  zur  Lüsung  der  Aufgabe'^),  srimmtticl\e 
eindeutigen  und  stetigen  (reellen  oder  complexen)  Fun 
tiouen/'(|)  (vgl.  III,  1)  der  alle  endlichen  Werthe  durizli 
laufenden  reellen  Veränderlichen  6  zu  bestimm 
welche,  was  6  tj  für  reelle  Zahlen  auch  sein  mög 
der  Functionalgleichung 

und  auTserdem  der  Bedingung 
/■(IJ-a 

genügen  —  unter  o  irgend  eine  von  Null  verschiedene  con- 
plexe  Zahl  verstanden.     Daraus  ergieht  sich  nothwendig 

/■(0)-l  /(»j-a-  o— -/■(-») -l:o',  (.) 
woriu  n  irgend  eine  uatiirliche  Zahl  bedeutet  Ferner  hat 
man,  wenn 

A  (cos  K  -|-  t  sin  ß) 

die  trigonometrische  Form  der  Zahl  a  ist, 

a'  =>  f\  —  j  ^y  a^Y  A  I  cos y  '  »'"  — — "/  '  ' 

und  falls  m  irgend  eine  ganze  Zahl  bedeutet, 

«^=-/'(^)  =  (v'«)'"  (?) 

=  V5^'^cüsf  i«  +  -21m)  +  i8in^(«  +  2A*))' 

wo  k  eine  beliebige  ganze  Zahl  sein  kann.  Die  rechte  Seiie 
der  letzten  Gleichung  hängt  in  der  That  nur  vom  Werthe 
Ml :  n  ab. 

Bedeutet  £  die  reelle  irrationale  Zahl  1.9,),  wo  9),  ratio- 
nal ist,  Bo  bilden  wir  zunächst 

=  I  .4*"  j  jco8  9„(«  -f  2/:n:)4-  »  sin  flj,  (a  +  2ka)\. 


Woneln  und  Potenzen  mit  reellen  Exi)ouenten.  7«( 

Dken  wir  uns  hier  die  gauze  Zahl  k  constant  und  lassen 
118  Unendliche  wachsen,  so  nähert  sich  der  absolute  Ue- 
;  des  Ausdruckes  auf  der  rechten  Seite  dem  (ireu/.werthe 
im  Sinne  von  VIII.  8  d.  I.  T.  und  es  haben 

cos  9«  (a  +  2kn) 
sin  9,  (a  +  2kn) 

;en  der  Stetigkeit  des  (.-osinus  und  8iuu8  bei  jedem  reel- 
Werthe  des  Argumentes  bezw.  die  Grenzwerthe 

cos  I  (a  +  2kn) 
sin  S  (a  +  2k7c) . 

r  erhalten  demnach^  jedem  Werthe  von  k  entsprechend, 
hm  n  =  +  oo  einen  Grenzwerth,  der  sich  nicht  ändert, 
an  I  durch  eine  gleiche  Zahl  ersetzt  wird.  Keine  zwei 
ser  Grenzwerthe  sind  einander  gleicli,  jedoch  alle  vom 
nlichen  ab;$oIuten  Betrage.  Jeder  von  ihnen  soll  ein 
^rth  von  a^  heilsen.  Das  Gesagte  gilt  insbesondere  aucli 
^  -4*.  Von  den  Werthen  dieser  Potenz  ist  nur  der  k  =  0 
sprechende  reell  und  zwar  positiv.  Dieser  VVerth  von  yl* 
Qmt  überein  mit  der  a.  a.  0.  definirten  l'otenz  von  A 
i  Exponenten  |  und  kann,  da  er  den  absoluten  Betrag  all(>r 
rthe  von  A^  angiebt,  mit  |  A^  \  bezeichnet  werden.  So- 
definiren  wir  a^  durch  die  FormeP^) 

a^^\A^\  [ cos  S(a  +  2kji)  +  i  sin  g(a  +  2kn)  ] ,     (h) 

er  k  irgend  eine  ganze  Zahl  verstanden.  Sit;  umfalst  als 
ondere  Fälle  die  Formeln  (e)  (f)  (g).  Die  obige  Auf- 
^e  wird  nun  zufolge  der  Formel  (G)  in  Nr.  VA  und  III.  1 
ch  alle  Functionen 

f{l)  —  j  ^>=  I  { cos  |(a  +  2kn)  +  i  sin  |r«  +  2kn)  ] ,     (i) 

rin  k  eine  con staute  ganze  Zahl  bedeutet,  gelöst  und 
r  durch  sie. 

Die  Potenz  a^  hat,  je  nachdem  5  eine  ganze,  gebrochene 
;r  irrationale  Zahl  ist,  einen,  endlich  oder  unendlich  viele 
»rthe.     Beschränkt  man  a  auf  solche  Kögen,  dafs 

80  heifst  der  z\ik  =  ()  gehörige  Werth  von  a*  der  llaupt- 
rth  dieser  Potenz.     (Vgl.  VJ.  4.;     Bei  positivem  a  ist  es 


der  reelle  positive  Werth  von  a^.  Für  ^  ■=  1 :«  (naUrlicbe 
Zahl)  gellt  er  in  den  Hauptwerth  Ya  über.  Gewöhnlich  be- 
deatet  das  Zeichen  a-  den  Hauptwerth  dieser  Potenz.  —  0-' 
ist  0  oder  ao,  je  nachdem  g  positiv  oder  negativ  ist,  0* 
bleibt  unbestimmt. 

Was  die  filr  Potenzen  bisher  als  giltig  erwiesenen  Bels- 
tioiien 

betriHt,  so  ist  nur  die  letzte  eine  vollkommene  Gleicbong. 
In  den  anderen  bildet  wohl  jeder  Werth  der  rechten  Seite 
einen  der  linken,  aber  nicht  umgekehrt  jeder  Werth  der  lin- 
ken Seite  stets  einen  der  rechten.  Sind  |  ij  rational  nnd 
zwar  in  reducirter  Form  ^  =  m  :  n,  t]  =^  p :  q,  so  ist  tr'-o' 
sicher  ein  Werth  von  «-  +  ''  und  o^ :  a'  von  a-""'',  wenn  »f 
relative  Pnmzahlen  sind,  und  (a^)''  einer  von  o^'',  wenn  m; 
relative  Primzahlen  sind.  Bedeuten  die  Zeichen  «•"  n.  8.  w 
die  Hauptwerthe,  so  gilt  die  erste  und  zweite  Formel  atet«, 
die  dritte  sicher  dann,  wenn  ij  eine  ganze  Zahl  ist. 

Gestützt  anf  die  Formel  (b)  kann  man  nach  SchlUmilcb")  >" 
Definition  des  HauptwertLea  der  Potenz  e'  oder  der  Eiponeo- 
tialtiinction  (vgl.  VI.  4)  för  nicht-reelle  Werthe  von  x  gele- 
gen.   Man  versteht  darunter  den  GrenKwurtb  des  Uau|itwertiieB  na 

(l  -|-    -  1    ,  wo  t  eine  reelle  Veränderliche  bedeutet,  bei 

lim  t  =  +  CO  (oder  —  oo) . 
In  der  That   Etiinmt   dieser  Grenswerth   bei   reellem  .i;  mit  c'  Oberm- 
Eb  ist  dann  nicbt  schwer  ku  zeigen,  dafs  wenn 

x-i  +  ni 

gesetzt  wird  , 

c^  =  lim  (l   +  -^y  ==  ^  (CM  -l  +  »  "»  1) 


III.  Abschnitt. 
€omplexe  Veränderliche  und  Fnnctionen. 

1«  Unter  einer  eindeutigen  complcxen  Function  der 
reellen  Yeränderlicheu  r  versteht  man  die  Gesammtheit 

der  Werthe 

'       /•(r)  =  9)(r) +  i^(T), 

worin  fp(t)  und  ^(r)  eindeutige  reelle  Functionen  von  z  be- 
deuten, welche  für  denselben  Bereich  von  r  definirt  sind. 

Man  sagt,  dafs  die  complexe  Function  /(r)  bei  ir- 
gend einem  Grenzübergange  von  t  z.  B. 

lim  r  =  Tq  +  0 

einen  endlichen  Grenzwerth 

b  =  X  -\-  ki 

hat,  wenn  bei  demselben  q)(t)  ^»(r)  bez.  den  Grenzwerthen 
X  l  sieh  nähern.  Diese  Erklärung  stimmt  überein  mit  der 
folgenden,  die  gleichlautend  ist  mit  der  des  endlichen  Grenz- 
werthes  einer  reellen  Function  von  r  (vgl.  IX.  5  d.  I.  T.): 
,/(r)  hat  bei 

lim  T  ==  Tq  +  ö 
den  Grenzwerth  b,  wenn  zu  jeder  positiven  Zahl  £  eine 
positive  Zahl  d  gehört^  derart  dafs 

\f(r)-b\<e 

ist,  wenn  t  irgend  einen  zwischen  Tq  und  t„  +  tf  ge- 
legenen Werth  seines  Bereiches  erhält.^^  Denn  man 
schliefst  hieraus  wegen 

i  f(r)  -  6  I  =  Vivir)  -^J*  +  ¥(r)  -  ÄJ», 
daGs  wenn  t  einen  der  soeben   erwähnten  Werthe  annimmt, 


ItW-«1<«      |*M-i|<« 

ist,  Komit 

lim<p{r)  =  ,t  \im^it)^X 

bei  lini  i;  =  t„  -|-  0 

ist.  —  Wenn  |  f(t)  \  bei  Hm  t  ^  t^,  +  0  ilen  Ureuzwerth 
+  oo  besitzt,  so  sagt  man,  dafs  /"(t)  beim  genannt^u  GmiE- 
übergaug  unendlich  wird.  —  Diese  Erklärungen  führen  lu 
den  nilmlicheu  Folgt^rungeu,  wie  die  entsprecliendeu  a.  a.  0, 
(Vgl.  Nr.  7.) 

/'(r)  heifst  stetig  bei  r  =  Tf,,  wenn  sowohl  die  Func- 
tion <p[t),  als  auch  (('(r)  bei  t  ^  t^  stetig  ist,  was  duni 
dieselbe  Definition  wie  in  IX.  12  d.  I.  T.  ersetzt  vttAfs 
kann.  Eine  für  alle  endlicheu  Werthe  des  reellen  ArgonieB- 
tes  Htictige  Function  ist  in  II.  Itl  angeführt,  der  ilurcb  ^ 
Gleichung  (i)  erklärte  eindeutige  Zweig  der  Eiponealisl- 
function. 

Auf  ähnliche  Weise  werden  conijilexe  Fnuctionen  tm 
zwei  u[id  von  mehreren  reellen  Veränderlichen  gebildet.  Auf 
dieselben  lassen  sich  die  in  IX.  18 — 21  d.  I.  T.  ftufgeföhrtw 
Begriffe  und  Bezeichnungen  unmittelbar  Qbertrageu. 


Geometrie  che  Darstellnng  der  oomplext 
einer  reellen  Teränderliohen  i 


FunctJonen 


Wir  nehmen  an,  dal's  r  innerhalb  des  ihm  zugewiesenen 
lutervalles  («,  fi)  bestÜndi^  zunehme  und  abgesehen  von 
dem  darin  vielleicht  vorkommenden  Hpruug  vuu 

r=^-|-oo    zu    %  =  —  oo 
stetig  sei.     Verzeichnet  man  in   der  C'onstruction »ebene  det 
complexen  Zahlen   mit  den  rechtwinkligen  Äxen  XX'  Yl 
die  Cnrve,  deren  I'unkte  durch  die  Coordinaten 

6  =  ip(r)         I)  =  ^ft) 
bestimmt  sind,  wiilirend  t  das  Intervall  (a,  /5)  durchläuft;  aO 
liefern  die  vom   Nullpunkte  0  ZU   diesen   funkten  gezogenen 
Strecken   oder   kürzer   die    von    ihren   Endpunkten   gebildet 
Ciirve  eine  Darstellung  der  complexen  Function 
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rehrt  kann  man  verlangen,  zu  einer  geometrisch  defi- 
Curve  eine  Function  f{r)  zu  finden. 
ei  spiele.    1)  Die  Gerade -4  JB,  wovon  M  ein  beliebiger 
sein  soUy  läfst  sich  darstellen  durch  die  Gleichung 

ar  =  a  +  (6  —  a)t ,  (1) 

t  =  OM  a=  OA  b  =  OB  ist.  Beschränkt  man  r 
JB  Intervall  (0,  1),  so  giebt  die  Formel  die  Strecke 
feht  T  von  —  cx)  bis  0,  so  giebt  sie  die  Verlängerung 
,B  über  A  hinaus;  geht  r  von  1  bis  +  ^^)  so  die 
gerung  von  AB  über  B  hinaus.  Für  die  Gerade  durch 
mkt  A  mit  .der  positiven  Richtung  g  findet  man  nach 
1  II,  11 

a;  c  a  +  r  {cos  x^g  +  i  sin  x^g } ,  (2) 


t  =  AM  ist.     Umgekehrt  bedeutet  die  Gleichung 

)rade,  welche  durch  A  parallel  zur  Strecke  OB  =  6 
n  ist. 

*)  Für  die  Punkte  J!f  eines  Kreises  vom  Mittelpunkte 
Radius  q  besteht  die  Relation 

\x  —  c\  =  Q    {OM=x    OC  =  c). 

enken  wir  uns  den  Kreis  von  einem  Punkte  B  aus  in 
em  bezw.  negativem  Sinne  beschrieben,  so  ergiebt  sich 
die  Gleichung 

X  —  c  =  r  (cos  6  +  i  sin  0) , 

?  =  r  ist  und  9  von  0  bis  2ä  geht.  Um  für  a;  —  c 
in  X  rationalen  Ausdruck  zu  erhalten,  führt  man  in 
jleichung 

tan  *9  =  T      cos  8  =  7  1 — =    sin  6  =  7   ,     „ 

s  dafs 

1    ±  Tt 
1    +  Tt 

T^ährend  x  von  —  cx)  bis  +  ^^  übergeht,  durchläuft 
ganzen  Kreis  im  Falle  des  oberen  Zeichens  im  po^i- 
n  Falle  des  unteren  im  negativen  Sinne. 


X  —  c  =  r  -  iH  -.  (3) 


78  ni.  Abschnitt    Nr.  2. 

um   umgekehrt   die    Bedeatang   der   gebrochenen   linearen 

Function  von  x 

a  '^-  hx 

^  ^  c  +  dx' 

worin  c,  d,  ad  —  bc  nicht  0  sein  nnd  x  von  —  cx>  bei  +  oo  gehen 
soll,  zu  untersuchen,  dividirt  man  im  Zähler  und  Nenner  -durch  c.  Man 
setze  a  d  h 

c       ^  c  c 

sodafs  man 

p  —  qrx  p  —  x 

X  =  ^ — ^        »"^  =  f. — :;  i*) 

1  —  rx  q  —  X 

findet.  Ist  r  reell,  so  stellt  die  Function  die  Gerade  PQ  dar.  Denn 
schreibt  man  für  —  rx  oo,  so  ergiebt  sich 

(o^  PM  :MQ, 

Ist  r  »=  OB,  eine  complexe  Zahl  q  +  dt,  so  beschreibt  der  Ponkt 
M,  während  x  von  —  oo  bis  +  oo  übergeht,  einen  Kreis  und  zwar 
im  positiven  oder  negativen  Sinne,  je  nachdem  c  positiv 
oder  negativ  ist.  Bringen  wir  nämlich  (4)  nach  Gleichung  (31)  in 
II.  16  auf  die  Form 

so  erkennt  man,  dalk 

EOR  +  P  =-  QMP      2E0R  ==  2QMP, 

\  IC 

ist.     Demnach  liegt  M  auf  dem  Kreise,  welcher  durch  die  Pankte  P? 

p  geht   und   dessen    Tangente  in  ^ 

Y  .'-^  T"  -  "  ^  durch  den  Winkel 


QPT^EOB 


.     T 

/ 

-• 

/ 

/ 

/ 
/ 

^^ 



V- 

Fig.  20. 

\  bestimmt  ist  (Fig.  20),  denn  es  i«t 

bekanntlich  für  alle  Punkte  dieses 


/ 


n. 


y 


Kreises 


Der  Mittelpunkt   C  des  Kreises  ist 
der    Schnittpunkt    des   im  Mittel- 
punkte S  von  Pq  auf  P()  errich- 
^  .^.,  _         _Y       teteu    Perpendikels   und   der  Nor- 

malen auf  Pr  in  P.     Wenn  ^  =■  0 
ist,  fallt  C  mit  S  zusamnoen.    Der 
Sinn,   in  welchem  der  Kreis  entsprechend  den  wachsenden  Werthen 
von  T  beschrieben  wird,  läfst  sich  angeben  durch  die  Folge  der  Punkte 
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ren  letiter  lam  Werthe  r  »»  +  cx)  gebort.  Er  ist  positiv  oder  nega- 
',  je  nachdem  Jf  anf  der  positiven  oder  negativen  Seite  der  Strecke 
P  yegt,  Btimmt  ako  nach  II.  7  im  Zeichen  überein  mit  dem  imagi- 
ren  Theile  von 

QP'^p^  \  l^rV  ~^]  ~  1  -  rr'  ""  (I  — "^0*"+  ^ V « ' 

10  mit  <r. 

Um  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  C  zu  finden,  fähren  wir  in 
)  ftr  T  die  neue  Veränderliche  co  ein  durch  die  reelle  Substitution 

T  =  CD  :  (f*  4"  *'**')> 
Ddorch  der  I9enner  in 

(fi  +  voai)  —  (^  +  <fi)(o  =s  n  -j-  (v  —  q)ci>  —  acut 

lorgeht.    um  ihn  auf  die  Form  x(l  +  <»t)  zu  bringen,  haben  wir 

setzen,  wo  e  *»  db  ^  ^^^  zwar  im  Zeichen  mit  a  übereinstimmen 
II,  damit  t  sogleich  mit  a  wächst.    Nunmehr  ergiebt  sich 

a;  —  c  «  gg(P  —  c)  +  [qP  —  (q  +  ö^Ojf  +  ff  et]  Ol 

f  ff(l  —  Btoi) 

Nach  (8)  ist   c   die  Strecke  vom  Nullpunkte  zum  Mittelpunkte 
Wenn 

QP  —  (9  +  ^Of  +  ^c»  =  «ff(p  —  c)si  =  (p  —  c)ö» 
i. 

*"       2       "*"   ö  2 


AIb  Radios  des  Kreises  erhält  man 

p  — c|  =4 


8)  Man  bestimme  den  Ort  derjenigen  Punkte  M^  deren 
itfernnngen  von  zwei  festen  Punkten  Ä  B  das  constante 
irhältnifs  X  haben.    Man  findet,  wenn 

OX^a        OB  =  b        0M> 


X 


1. 


AM 
MB 

=• 

X 

b 

—  a 

—  X 

=  X 

X  — 

h  - 

-  fl 

•  X 

lu 

X 

n 

1 

+  Xu 

rin  «  jede  Zahl   vom  absoluten  Betrage  1  sein  darf.    Denkt  man 
by  was  zulässig  ist,  X  <C,1  und  setzt 

1  +  Ti 


u 


ergiebt  sich 


X 


1    -   Tt" 

(g  +  bX)  -  (tf  —  feX)  T I 
1  +  i  -  (1  —  X)ri" 
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in.  Abschnitt.    Nr.  2.  3. 


Falls  X  =  1  ist,  erhält  man 

a  +  b       a  —  h 

X  =  — ■ xt 

2  2 

d.  h.  die  Punkte  M  erfüllen  die  im  Mittelpunkte  A  B  aaf  diese  Strecke 

errichtete  Normale.    Falls  X  <[  1  ist,   ist  der  Ort  der   Pnnkte  U  eio 

Kreis,  für  welchen  die  bezüglich  der  Punkte  AB  conjugirten  Punkte 

a  -\-  bX  a  —  bX 

p  =  __         5  =  __  _  _ 

einen  Durchmesser  bilden,  da  die  obige  Zahl  q  hier  Nall  ist. 

3.  Die  geometrische  Darstellung  einer  vorgelegten  Func- 
tion X  =  f{z)  wird  manchmal  durch  Abänderung  des  Coor- 
dinatensystems  X.OY  erleichtert.  Der  Verschiebung  des 
Nullpunktes  von  0  nach  Of  unter  Beibehaltung  der  Funda- 
mentalstrecken^  also  auch  der  Axenrichtungen,  entspricht  die 
Substitution 

OM=oa  +  aM  (5) 

d.  ]. 

o;  =  a  +  ^'  • 
Die  Drehung  des  von  den  Axen  gebildeten  rechten  Winkek 
um  den  Punkt  0  bei  gleichzeitiger  Verschiebung  der  Punkte 
E  J  nach  E'  «T  auf  den  neuen  Axen  OX',  OY'  wobei 

I  OJS'  I  =  I  OJ'  I 
bleiben  soll,  wird  durch  die  Substitution 

X  =  hx'  (6) 

ausgedrückt,  wo  6  jede  complexe,  nicht  reelle  Zahl  sein  kann. 
Es  ist  nämlich  (Fig.  21) 


:  =  OJIf 

-l  +  ni 

OM 
OK 

• 

OK 
OE 

cos  x^f 

OM 
OK 

• 

OK 
OE 

sin  x^f) 

v  = 

wo  r  die  Richtung  OM  bedeu- 
tet.    Setzt  man  hier 


r  = 


V  = 


OM 
OE' 

OM 
ÖW 


x'^r  =  x^x  +  x'^r 


cos  x^^r 


> 


sin  x^^r 


oBplexs  VeiSadeTitcfae  und  Functionen. 


g-  +  V»"  =  a:'(=OJM), 
io  erhält  man  unmittelbar  die  Formel  (6),   welche  Bbrigena 

lueh  aus  (12)  in  II,  9  folgt. 

Beide  Aenderungen  zusammen  werden  durch  die  Formel 

a;  =  o  -)-  bx 
•Iar)^tellt. 

Handelt  es  sich  z.   B.  aia  Constrnction  iler  Function 

cn  =  a  +  bT  +  cr\ 
wo 

e  —  j  (cos  K  +  i  ein  a) 
nicht  Nnll   sein  goll,  so    ersetzt   man    sie    mitteUt  poBseiider  Drehnng 
4m  WinkelB  X0¥  um  O  durch  die  folgende 

X-x  (cos  o  -  .-  ab  t.)  ^  «■  +  i.-v  +  yr'. 
QieHfl  bedeutet ,  wie  mnn  durch  Zerlegung  von  x'  in  reellen  und  ima- 
{■nären  Tbeil  leicht  erkennt,  wenn  b'  nichts  reell  ist,  eine   Parabel, 
*eren  iie  der  nenen  reellen  Axe  OX  parallel  iat. 

(4.  Complexe  TeiAjiderlißhe, 
Ein  Zeichen,  welches  unbegrenzt  viele  reelle  oder  com- 
xe  Zahlen,  deren  jede  völlig  bestimmt  sein  inura,  bedeuten 
tann,  heifst  eine  complexe  Veränderliehe;  die  ihr  zu  er- 
'öeilenden  Werthe  der  Bereich  derselben.  Geometrisch  wird 
^der  einzelne  Werth  a,  den  die  Veränderliche  annehmen 
'ajin,  durch  eine  Strecke  OÄ  in  der  Ebene  XüY  oder,  wie 
^an  der  Kürze  wegen  gewöhnlich  sich  ausdrückt,  durch  den 
Stidpunkt  A  derselben  dargestellt.  Dabei  werden  oft  com- 
Pl«e  Zahlen  und  die  ihnen  entsprechenden  Punkte  der  Ebene 
■flit  den  nämlichen  Zeichen  versehen.  Der  Bereich  einer 
Veränderlichen  wird  geometrisch  durch  Punkte  eines  ebenen 
fläche n a til ckes ,  in  besonderen  Füllen  durch  Punkte  einer 
ebenen  Linie  dargestellt.  Eine  ebene  Flüche  (ein  Bereich) 
heifst  einfach  begrenzt,  wenn  der  Rand  derselben  sich 
selbst  nicht  schneidet.  Doch  darf  der  Rand  in  einzelnen 
Punkten  oder  längs  ganzer  LinienstiJcke  sich  selbst  berühren. 
Eine  solche  Fläche  iat  auch  einfach  zusammenhängend 
I.  h.  sie  zerfällt  durch  Jeden  Querschnitt  (d.  i.  von  einem 

Sloli,  TurlHungo».    II.  6 


A 


Randpunkt  zu  einem  anderen  geführten  Schuitt)  in  zwei  g^ 
trennte  Stücke. 

Der  absolute  Betrag  einer  jeden  complesen  Veründer- 
lichen  hat  als  eine  reelle,  nicht  negative  Veränderliche  eine 
obere  und  untere  Grenze,  wovon  die  obere  +  oo,  die  untere 
Null  sein  kann. 

Complese  Veränderliche  werden  unter  x  y  z  t  u.  Jgl.. 
reelle  im  Gegensatze  zu  ihnen  unter  |  »j  5  ^  u,  dgl.  ver- 
standen. 

Die  Veränderliche  x  heifst  stetig  auf  einer  von  den 
Punkten  A  B  begrenzten  Linie,  wenn  zum  Bereiche  toh 
X  alle  Punkte  von  A  B,  die  Endpuukt«  eiogesehloasen ,  lu 
rechnen  sind,  x  heifst  stetig  in  der  ebenen  Fläche  9, 
wenn  zum  Uereiebe  vun  x  alle  Punkte  von  %  mit  EinBchlolii 
des  liaudea  gehören.  Im  ersten  Falle  ist  der  Bereich  »oo 
X  eine  Linie  AB,  im  zweiten  eine  ebene  Fläche  5- 

&.    Functionen  complexer  Veriinderliotaen. 
Ordnet  man  jedem  Werthe  einer  Veränderlichen  i,  der 
ein  gewisser  Bereich  zugewiesen  ist,  durch  eine  Regel  einen 
Werth  y  zu,  so  bilden  diese  Werthe  eine  eindeutige  Fi 
tion  y=:^(x)  der  ersteren  Veränderlichen,  welche^ 
imabbängige  heifst     Setzt  man 

^^i  +  nh 

so  ist  y  zugleich  eine  Function  der  Veränderlichen  |  ij.  um- 
gekehrt kann  jede  eindeutige  (complexe  oder  reelle)  Func- 
tioD  zweier  reellen  Veränderlichen  |  ij 

y  =  F(l,ri)  = 'pii,n) -\- i^{l,n) 

als  Function  der  complezen  Veränderlichen 

x=l-\-7ii 
betrachtet  werden*).  Da  jedem  der  Werthayateme  % 
wofür  y  defioirt  ist,  ein  Werth  von  x  entspricht,  so  ist  hia 
durch  ein  gewisser  Bereich  von  x  bestimmt,  zu  dessen  jed< 
Punkte  ein  und  nur  ein  Werth  von  y  gehört.  Man  darf  ( 
her  F(|,  j;}  auch  mit  f{x)  bezeichnen.  —  Werden  jed( 
Werthe    der    unabhängigen     Veränderlichen     x    zwei    oc 
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Töehrere  Werthe  y  zugeordnet,   so  nennt  man  y  eine  zwei- 
oder  mehrdeutige  Function  von  x. 

Die  Function  y  =  f(x)  wird  iu  dem  gegebenen  Bereiche 
voll  X  analytisch  dargestellt  durch  einen  Ausdruck,  wel- 
cher die  Berechnung  von  y  aus  x  für  alle  genannten 
Werthe  von  x  mittelst  einer  endlichen  oder  unendlichen 
Anzahl  Ton  Fuudauieutaloperationen  einer  jeden  der  vier 
Arten  lehrt.  Hier  dmngt  sich  nun  sofort  die  Bemerkung 
auf,  dafü  der  analytische  Ausdruck  in  x  fUr  die  in  einer 
ebenen  Fläche  5  definirte  Function  F(|,i))  im  Allgemeinen 
von  Linie  zu  Linie  wechselt.  In  jedem  endlichen  Bereiche 
ist  zunächst  jede  der  Coordinaten  |  j;  selbst  eine  eindeutige 
(und  stetige)  Function  vou  x.  Um  einen  aniilytischeu  Aus- 
druck dafür,  giltig  z.  B.  längs  der  Geraden  (2)  in  Nr.  2, 
wofür,  a  «  a  -j-  |3t     x'^y  «=  <p  gesetzt 

I  =  «  -f"  '  ^°^  f     1  =  jS  +  r  sin  9 
ist,  zu  erhatten,  braucht  man  nur  iu  diese  Formeln  den  fttr 
T  aus  (7J  sich  ergebenden  Ausdruck 

r  =  (i  —  n)  (coa  ^  ^  i  sin  q>) 
einzufiibren,  wodurch  man  findet 

I  ^  a  -[-  cos  <p  (coa  fp  —  »sin  <p)  {_x  —  a) 

II  =  ß  '\-  amip  (cos  if>  —  »sin  qo)  (z  —  a) . 

Wie  man  sieht,  kommen  in  den  letzten  Formeln  die  Conatan- 
ten  der  Geraden  a  ip  vor,  sie  andern  sich  also  beim  Ueber- 
gange  von  einer  Geraden  ku  einer  anderen.  Auf  ähnliche 
Art  ergiebt  sich,  dafs  längs  des  Kreises  (3)  vom  Mittelpunkte 

c  =  y  -\-  Si 
und  dem  Radius  ff  die  Ausdrücke  gelten 


'  +  (X  —  C)'  ^   _._[_:  P'  —  («  -  C)' 

2(X-«)  ''-''  +  *       27^37^- 


^^r  +  '-^r^^:^     n  =  i  +  ^ 


Vermittelst  der  Formeln  für  g  i;  läfst  sich  aber  jede  Func- 
tion F(%,ri)  als  solche  von  x  darstellen  und  zwar  wird  der 
hierfür  erlangte  Ausdruck  im  Allgemeinen  von  der  Linie 
abhängen,  auf  welche  x  beschränkt  ist. 

Im  Falle  dafs  nicht  in  sämmtlichen  innerhalb  einer  be- 
stimmten Fläche   5  verlaufenden  Linien   für  i^(|,  »j)  ein  und 


m.  Abschnitt    Nr.  5. 

derselbe  Ausdruck  fix)  sich  ergiebt,  ist  es  überflüssig,  diese 
Function  von  g  ij  auch  nocli  als  solche  von  x  zu  betracfateo. 
Besondere  Änfmerkaamkeit  werden  vielmehr  nur  solche  Func- 
tionen von  X  verdienen,  die  mindestens  in  einer  Fläch  « 
oder  einem  Flächensjsteme  5  durch  einen  und  deiiiel. 
ben  analytischen  Ausdruck  in  x  dargestellt  sind.  Indefa  sin.  ^ 
diese  Functionen  selbst  dann,  wenn  der  Ausdruck  vermittei: 
der  vier  Reclmungsarten  in  unendlich  häufiger  Wiederholni^»— g 
gebildet  ist,  durch  keine  bemerkenswerthen  gemeinaim^ssa 
Eigenschaften  ausgezeichnet  (a.  u.).  Aber  durch  erneut«  Ei  n 
schränkung  des  Functionsbegriffea  ist  eiue  eigentliche  Fiim_ 
tionentheorie  zu  Stande  gebracht  worden,  was  bei  ausschlief 
lichem  Gebrauche  von  reellen  Veränderlichen  gar  nicht  m»  ^ 
lieh  wäre.  Die  Functionen,  mit  denen  sie  sich  beschäfti^^i 
werden  nach  Weierstrass  als  analytische  bezeicbo.^^ 
Den  von  ihm  eingeführten  Begriö'  der  allgemeinen  analy^ 
scheu,  ein-  oder  mehrdeutigen,  Function  zu  entwickeln,  ggfr 
bort  nicht  zur  Aufgabe  dieses  Werkes.  Für  uns  wird  F'oJ- 
gendes  genügen. 

Die  eindeutige  analytische  Function  fix)  von  s  tst 
die  Eigenschaft,  dafs  jedem  nicht-aingularen  Punkte  J  = « 
eine  positive  Zahl  ö  sich  so  zuordnen  lafst,  dafs  tue  WerÜie 
von  f{x),  welche  ku  solchen  Wertben  von  x  gehören,  wofilr 
der  absolute  Betrag  von  x  —  a  kleiner  als  d  ist,  durch  ein* 
endliche  oder  unendliche  Reihe  nach  ganzen  positiven  Poten- 
zen von  a:  —  d  dargestellt  werden.  Der  Kürze  wegen  sagt 
man  in  einem  solchen  Falle,  f(x)  sei  im  Punkte  i^" 
vom  Charakter  der  ganzen  Functionen  oder  holo- 
morph^). Die  hier  vorkommenden  eiudeutigen  analytischen 
Functionen  gehören  sämmtlich  zu  den  mit  isolirteu  singn' 
läreu  Punkten  im  Endlichen  d,  h.  ist  x  ^  c  ein  Punkt,  *" 
die  eindeutige  Function  f{x)  nicht  den  Charakter  der  ganiteii 
besitzt,  so  kommt  ihm  eine  positive  Zahl  y  ao  zu,  dafs  di« 
Function  in  allen  Funkten  a;,  wofür  \x  —  c  |  kleiner  sls  1 
ist,  holomorph  ist.  Dadurch  sind  diese  Functionen  vollst»'' 
dig  charakterjsirt.  Wir  werden  in  V.  2U  sehen,  daCs  fW 
für  die  Werthe  von  x,  wofür  \x  —  c\  kleiner  als  y  ist,  dun* 
eine  Reihe  nach  ganzen  Potenzen  von  x  —  c  dargestellt  wird. 
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£iitlmlt  dieselbe!  die  Potenzen  mit  negativen  Exponenten  in 
endlicher  Anzahl,  so  legt  man  der  Function  /'(x)  im  Punkte 
X  ^=  c  den  Charakter  der  rationalen  (nicht-ganzen)  Func- 
tionen bei  und  nennt  x^c  einen  aufserwesentlichen 
singularen  Punkt  oder  einen  Pol  derselben.  Im  an- 
deren Falle  heifst  er  ein  wesentlicher  aingulärer  Punkt 
von  f(x). 

Eine  mehrdeutige  analytische  Function  y  =  f{x)  von 
X  muls  der  Forderung  genügen,  dals  jedem  nicht-singulären 
Werthsysteme  (Stelle)  x  =  a  y  ="  6  eine  positive  Zahl  d  so 
vageordnet  werden  kann,  dals  zn  jedem  Werthe  von  x,  wo- 
fOr  \x  —  a  I  kleiner  als  6  ist,  ein  Werth  von  f(x')  gehört, 
vrelcher  durch  eine  und  dieselbe  Reihe  nach  ganzen  positiven 
Potenzen  Ton  x  —  a,  die  fftr  a,  =  a  in  y  ^  b  ilbei^eht,  dar- 
gestellt wird.  Wollte  man  nun  als  einfachste  Klasse  der 
vieldeutigen  Functionen  die  mit  isolirten  singulären  Punkten, 
älinlich  wie  oben  die  eindeutigen  definiren,  ao  würde  man 
Bichta  erreichen.  Denn  in  dieser  Ausdehnung  wäre  der  Be- 
griff werthloa,  da  mau  z.  B.  aus  je  zwei  eindeutigen  Func- 
tioDeu  von  X  mit  iaolirten  singulären  Punkten  eine  zwui- 
Jeutige  bilden  könnte.  Hier  mufa  noch  eine  Eigenschaft 
hinzutreten,  die  bei  den  eindeutigen  Functionen  mit  iciolirteu 
^lögulären  Punkten  von  selbst  zutrifft,  nämlich  die  Mono- 
geneität  der  Function.  Darunter  ist  nach  Weierstrass  zu 
'erstehen,  dafs  alle  Werthe  der  Function  aus  einem  Func- 
'JOüenelemente  d.  i.  aus  einer  gewöhnlichen  Potenzreihe  ab- 
K^leitet  werden  können,  woraus  dann  weiter  folgt  (vgl.  V.  14), 
^"Tb  die  ganze  Function  bestimmt  ist  durch  ihre  Werthe  auf 
J^^^cr,  noch  so  kleinen,  Linie.  Wir  können  auf  diesen  Gegen- 
*^öd  hier  nicht  eingeben,  aonderu  werden  uns  darauf  be- 
^^Qtänken,  einige  vieldentige  Functionen  aufzuführen,  welche 
'^^a  zu  den  analytischen  rechnet,  insbesondere  die  algebrai- 
^'^hen,  welche  Bezeichnung,  sowie  die  fchon  oben  benutzten: 
■i^&nze  und  rationale  Function",  in  dem  in  IX.  3  d.  1.  T. 
'estgesetztem  Sinne  auch  ferner  gebraucht  wird.  Dasselbe 
Bilt  von  dem  Begriffe  „zusammengesetzte  Function". 

Jede  analytische  Function,  die  nicht  algebraisch  ist,  heifst 
tranücendent. 


:bt-«iiignlli — ^ 


I 


üat  oiafs   eindeutige   Pimction  in  di^  Punkten  innerhalb  eioei 

KreisuB  durcrbauv  den  Wertb  1 ,  in  den  aufüerbalb  demielben  duKluuu 
den  Wertb  Null,   so  kann  eie  nicbt  eine  analytiBchc  seio.    l'eDii  in- 
tolgij  des  Merkmales  der  Monogencität  tanh  eine  solcbe  Fuiii:tioi],  ilie 
in   allen  Ponkk'n   innerhalb   des  Kreiaea   den  Wertb    1   bat,   in  jdeni 
tunkt«  Jt^r  Ebene  (mit  EinscbloTe  von  x  =>  oo)  gleich  1   Bein,    Danas 
ergiebt  sich,  wie  Weitirstrass*)  bemerkt  hat,  dafs  ein  aualftitcbo« 
Aundriick  nicbt  eine   analytiscbe  Function   danuBtellen  braucht   PshJi 
kann  dann  eintreten,   wenn   der  Bereich    derjenigen  Punkte,  wo(3r  ^31 
defiuirt  iat,    ans  getrenntän  Gebieten  besteht  (vgl.  V.  17).     Biemli»   ~ 
war  in  dieser  Frage  anderer  Ansicht'). 

Hiuaiubtlich  des  aligemeinen  Begriffes  der  Function  tod  iw  ^* 
und  Ton  mehreren    uuabhängigcn  Teta,ndertiobeu  aigt^am 
IX.  18  d.  1.  T.  Terwieaen  werden.    Die  eindeutige  analytia 
tion   z-   B.   der   zwei  Verilnderlicbeu  x  i/  bat   in  jeder  nicht- «ingnlli — ^ 
Stelle  X  =^  a  y  =•  b  die  Eigeuecbafl,  dafs  es  positive  Zahlen  S 
derart  dafii  die  Wertbo   der  Function   für  die   in  Kede  eteheii 
und  für  alle  Stellen  xy,  welche  der  Bedingung 

\x-a\<d        |j,-b|< 
^'enügen,   durch  eine  nach   ganzen  positiven  Potenzen  von 
if  ^  b  fortücbreitcude  endliche  oder  unendliche  Potenzreihe 
werden. 

6.    Die  nneigentliohe  Zahl  c». 
Wenn  eine  einJeutige  Function  y  =  f\x)  für  den  V^^Tth 
X  =  a  nicht  definirt,   ihrem  reciprokeu  Werthe  1  :/'(,*)  aW 
der  Werth  Null    beigelegt    iat,    ao  sagt   man,  f{x)  sei  tSr 
X  ^  a  unendlich: 

f\a)  -=  oo . 

Das  gilt  inäbesondere  fQr  die  Function 

x'  =  l  -.x, 
wenu  X  den  Werth  Null  anuimnit.  Wird  der  Veränd«- 
licheu  X  irgend  ein  endlicher  Bereich  zugewiesen,  fa  iea 
a:  =>  0  gehört,  so  hat  nun  uuch  1  :  a:  für  alle  Werthe  von  * 
einen  Ijeatimmteu  Wcrth,  denn  zu  a:  =  0  gehört  :^=oo. 
Wie  ['ruber  zu  den  reellen  Zahlen,  so  wird  also  auch  m  du 
coinplesen  die  uneigentliche  Zahl  oo  gefügt.  —  Die  Funetioii 
y=3f(x)  hat  liir  x  ^  ao  den  endlichen  Werth  h  oder  d«H 
Werth  oo,  je  iiacbdem  für  a;'  =•  0  der  Function 
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der  Werth  b  oder  der  Function 

der  Werth  Null  zukommt.  —  Der  Werth  j:  =  oo  gilt  für 
eine  eindeutige  analj'tische  Fiiuctiou  f{x)  ula  nicht-aingu- 
lär  und  sie  selbst  als  holomorph  iu  x  ^  oo,  weim  /'(oo)  eine 
endliche  Zahl  6  ist  und  es  eine  positive  Zahl  ä  yiebt,  der- 
art ddfs  alle  VVerthe  f{x) ,  woför 
\x\>6 
»Bt,  durch  eine  endliche  oder  unendliche  Reihe  nach  ganzen 
positiven  Potenzen  von  1  :  a:  dargestellt  werdeu,   welche  für 

1  :  X  =  0 
^  lieferi    y:  =  oo  heifst  ein  aufserweseutlicher  siugulärer  Punkt 
oder  ['ol  vou  f{x},  wenn  iu  dieser  Reihe  nocli  positive  Poten- 
zen von  X  in  eudlicher  Anzahl  vorkommen. 

Entsprechend  der  vorstehenden  Erweiterung  des  Syste- 
**iea  der  complexen  Zahlen  wird  die  Ebene  der  Euklidischen 
"^eometriö  um  einen  uneigentitcheu  Punkt,  den  „ünend- 
Uchkeitspunkt"  V,  bereichert.  Ihm  legen  wir  das  iu  II.  10 
Ooeli  nicht  vergebene  Schnitt verh alt uifs  —  1  zu  jedem  Paare 
eigentlicher  Punkte  bei.     Es  sei  also 

(AB,  U) 1 

*iiid  ferner 

(.d  0,  CO  =•  0 
\:{ÜB,C)-='0. 
Dm  dtu  System  dei;  eigentlichen  Punkte  der  Ebune  la  vervolt- 
■t&ndigen,  verehrt  die  Functionentbeorie  anders  als  die  nenere  Geo- 
metrie, die  bekanntlich  jedum  Büschel  von  I'arallelstrahlen  «inen 
oneigentlichen  Schnittponkt  beilegt  uud  die  auf  diene  Art  einer  Ebtiue 
iQgetheiIt«n  uneigentlichen  Punkte  eine  uneigentliche  Gerade  bilden 
lUit.  Dieae  Anflicht  bat  den  Zweck ,  so  viele  uneigentUcbe  Elemente 
ins  Leben  xn  nifen,  AaXa  jedem  Elemente  eiiiea  eigentlichen  nlumlichen 
SbrablbQücIieU  ein  und  nur  ein  Element  der  Ebene  entepricbt  and  Ewar 
jedem  Strahle  ein  Punkt,  jeder  Ebeuo  eiue  Gerade.  Das  vou  der  Func- 
tionen tbeorie  eingeschlagene  Verfahren  dagegen  fUllt  Kusammen  mit 
der  dtereographischen  Protection  der  Kugel  auf  eine  Ebene  (wobei  die 
Punkte  der  Kugel  von  einem  beliebigen  demelben  A  auf  die  i 
Gegenpankte  die  Kugel  berührende  Ebene  projicirt  worden).  Soll 
nftmlicb  hier  einem  jeden  Punkte  der  Kugel  ein  Punkt  der  Ebene  ent- 
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be«.  die  endlicbeD  Grenzwerthe  ii,  i„ . . .  fc„  besitzen,  so  hat 
die  Function  von  x 

wo  R  eine  rationale  Function  der  Veränderlichen  fiU...fm 
bedeutet,  bei  lim  x  ^  a  den  Grenzwertb  R{h„  b^  . . .  b„),  wenn 
nur  der  Nenner  von  Ji(/",  f^ . .  l',,,)  sich  uiclit  dem  Urenawerthe 
Null  nähert.  Hat  dieser  Nenner  bei  lim  3:  =  a  den  Grei 
werth  Null,  der  Zähler  einen  von  Null  verachiedeneu  Greo: 
werth,  80  ist 

lim  fl  ^  00     bei     lim  x  ^  a," 
Auch    der  Satz   über    die  Substitution   für   diu    unabhängi 
Veränderliche  in  einer  Grenzwerthformel  gilt  hier. 

Die    nothweudige    und    hinreichende   Bedingui 
dazu,   dafs   bei   einem   vorgeschriebenen  GreniQb^ 
gange  von  x  z.  B, 

«    f(.')-v(li)  +  iHli) 

einen  endlichen  Greuzwerth  hat,  besteht  darin,  i^Cä 
zu  jeder   poeitiveu  Zahl   c   eine    positive  Zahl  Ö  ge- 
hört,  derart  daTs   für  alle   dem  Bereiche  der  Veräii- 
derlicheu    x   iiugehi3rigen    Werthe    x  x',    welche  den 
Ungleichungen 

c  —  o|<tf        \x'  —  a\<d 
ügen, 

l«i-)-/-(a:)|<. 
ist     Dafs  diese  Ungleichungen  nebeneinander  beBtehen  ni3>- 
sen,  ergiebt  sich  auf  die  nämliche  Art,  wie  die  entsprechende 
Bemerkung   in  IX.  8  d,  I.  T.     Die  in  Rede  stehende  Bedin- 
gung ist  aber  auch  hinreichend.     Setzt  man  nämlich 

SO  ist   für  irgend  zwei    Werthsysteme  |i),  4'jj'j   welche  den 
Ungleichungen 

ir-«i<i*i     u'-^K^Ä 

geniigen,  nach  dem  Vorstehenden  sowohl 
als  auch 
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\Hi',n)-Hlv)\<s. 

Somit  existiren  bei  denjenigen  Grenzübergängen 

lim  6  =  a     lim  iy  =  /J , 

welche  dem    oben    vorausgesetzten   lim  x  =  a   entsprechen^ 
^dliche  Grenzwerthe') 

lim  q>  (I,  iff)  ==  a  lim  ^(g,  rj)  =  /T. 

Also   gehört  zu  jeder  Zahl  s>0  eine  Zahl  *'  >  0,  so  dafs, 
wenn  für  Werthsysteme  dieses  Bereiclies  von  5  V 

6-«|<d'       !^-/j|<c}^ 


^*»    sowohl 
"»    auch 

l^(g,iy)-/r|<£' 

i^t.       j{||||  hi^t  also  sicher  neben 

I  a;  -  a  |<  <r         |  /-(a:)  -  «'  ~  /T*  |<  «'  }/2; 

®*   ist  somit 

lim  f(x)  =  a  -^  fii. 

Die  hinsichtlich  der  Grenzwerthe  von  Functionen  mehre- 

^^1"  unabhängigen  Veränderlichen  in  IX.  19,  20  d.  I.  T.  vor- 

K^ragenen  Sätze  lassen  sich  ebenfalls  ohne  Schwierigkeit  auf 

^en  Fall  ausdehnen,  dafs  unter  den  Veränderlichen  auch  com- 

PUxe  vorkommen« 

a    Stetige  Fnnotionen  complexer  Ver&iderlichen^. 

Die  fCLr  alle  Punkte  eines  den  Punkt  x  =  a  enthalten- 
den stetigen  Bereiches  von  x  —  sei  derselbe  eine  Linie 
oder  Fläche  —  eindeutig  definirte  Function  f'(x)  heifst 
dann  und  nur  dann  stetig  im  Punkte  X'=a,  wenn 
f{x)  bei  stetigem  Grenzübergange  lim  x^=^a  den  Grenz- 
werth  f{a)  hat  d.  i.  zu  jeder  positiven  Zahl  £  eine  positive 
Zahl  8  gehört,  derart  dafs 

\f{x)-f{a)\<s 

ist  f&r  alle  der  Bedingung 

X  —  a\<d 

genügenden  Punkte  des  Bereiches  von  x.     Auch  diese  Er- 
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klärung  liifst  sich  ala  Verallgemeinerung  der  entepreclieDclflKm 
für  die  Functionen  reeller  Veränderlichen  in  IX.  12  d.  L  1^- 
unHchen. 

Wenn  für  jedes  Werthaystem  Xi  x^ . .  i™,  das  sieb  ilm.- 
samiueu stellen  Isfst  aus  den  Werthen  von  x,  in  einem  dcMi 
Punkt  a^i  =  0,  enthaltenden  stetigen  Bereiche,  den  Wertb^^n 
von  x^  in  einem  den  Punkt  x^  =0^   enthaltenden  stetig»   ii 

Bereiche ,  den  Werth  von  x„   in   einem  den  PuiÄ^ 

a^m  =  öm  enthaltenden  stetigen  Bereiche,  eine  Functiczza 
f(Xi  X) . .  x,,i)  eindeutig  definirt  ist,  so  heifat  sie  dann  u^lz 
nur  dann  au  der  Stelle  a;,  »=  o,  s^  =  a^  ■ -■  x^^^^c 
stetig,  wenn  zu  jeder  positiven  Zahl  t  positive  Zahl  ■— 
d,  d^  . ,  6,^  gehören,  derart  dafa  für  alle  den  Relationen 
I  *i  —  «1  I  <  *1  I  »i  —  «a  I  <  <*»  ■  •  •  i  *"•  —  "™  i  <  *■ 
genügenden  Werthsysteme 

I  f(Xj  x, . .  a;™)  —  /"(a,  «, . .  o„)  |<  £ 

ist. 

Auf  die  nämliche  Weise  wie  a.  a.  0,  Nr.  21  leiten  wir 
daraus  den  wichtigen  Satz  ab:  „Ist  die  eindeutige  FunctJOfi 
fp(jfi,yi-  •  -y»)  an  der  Stelle 

!/i  =  ''i     y»  =  ''i  ■■■  ff-  —  fr- 
stetig  und  haben  die  Functionen  ' 

/;(«,»..•«.),  /;(»;, i,--x..).../;(«,j:,..».)    (J) 

bei  denselben  von  einander   unabhängigen  Grenzflber- 
gangen  der  Veränderlichen  Xi  x^, .  Xn 

lim  x,  =  «i     lim  x^  =  a^  ■  ■  •  lim  Xm  ■=  «m 
bezw,  die  endlichen  Grenzwerthe  b,  b^  .  .b„ ,  so  hat  auch  die 
zusammengesetzte  Function  der  x^x^ . .  x,„ 

fif'A.^,  ■■■=>:.„)•  ■■■fAx,--x^))  (8) 

bei  diesen  Grenzübergängen  einen  Grenzwerth  und  zwar  ist 
er  ip{bj  6j  ■  ■  b„)."  —  Ein  besonderer  Fall  des  Satzes  ist:  ,^t 
jede  der  Functionen  (7)  an  der  Stelle 

a^i  =  a,     X2  ^  a^  •  •  x„  =  Om 
stetig,  so  auch  die  Function  (8)." 
Wenn 
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i  Punkte  a:  =  n  +  ßi  stpl.ig  ist.  so  sind  ^(1,*))  und  *(6,)l) 
stetige  Functionen  von  ^  rj  an  tler  Stelle  |  =  «  t]  =^  ß,  so- 
mit zufolge  des  soeben  erwäJiuteu  Satzes  d.  I.  T.  auch 

I ««)  1  - 1  YvXiM'+Hlnf  I  ■ 

Daraus  ergiebt  aicli  Dach  einem  a,  a.  0.  bewiesenen  Satze 
der  folgende:  „Weun  för  alle  Punkte  eines  stetigen  Be- 
reiches von  X  mit  Einachlufs  der  Begrenzung  f(x) 
eindeutig  definirt  und  stetig  ist,  so  iat  die  obere  Grenze 
von  I  /'(x)  {  eine  endliche  Zahl  y  und  es  giebt  mindestens 
ein«n  Punkt  x^x^  in  dem  Bereiche,  so  dafs 

!/■«!-}■ 

lat."    Ein    ähnlicher    Satz    gilt   fiir   die    untere   Grenze   von 

I /■(.)!. 

Eb  iat  anch  leicht  eiozoseheo ,  dafa  ffir  die  obigo  Function  f{x) 
«in  ilem  Theoreme  iö  IX.  16  d.  I.  T.  analoges  benteht. 

Wenn  fflr  alle  Punkte  Auftserhalb  einer  beliebigen  endlicbün 
*"  loche,  alao  SQch  fnr  x  =  oo,  eine  Function  f{x)  eindeutig  definirt  iut, 
*^  bellst  sie  in  ic  ^  oo  stetig,  wenn  f{x)  bei  dem  OrenzQ bergan ge 
"»>  a  =  oo  in  diewni  Bereiohe  den  endlichen  Gronzwerth  f{oo)  bat. 

9,    StetigkeitsrmteTbreohnngen. 

Da  die  Stetigkeit  von  /\x)  im  Punkte  x  =  a  voraus- 
setzt, dafs  l)  f(x)  für  x  =  a  detiuirt  und  2)  bei  stetigem 
Grenzübergänge  lim  a;  »=  a  in  dem  für  x  festgesetztem  Be- 
i^iche 

lim/-W-rta) 
iat,  so  wird  sie  aufgehoben,  wenn  f(^x)  fflr  x  =  a  nicht  defi- 
Birt  ist  oder  falls  f{x)  für  x  ^a  definirt  ist,  wenn  f(x)  bei 
obigem  Grenz  üb  ergange  lim  x  ^  a  keinen  oder  einen  von 
f(a)  verschiedenen  Grenzwerth  hat,  insbesondere  unendlich 
wird.  Zur  Darstellung  der  Discontinuitiiten  von  f{x)  in 
einem  Punkte 

*  =  «  =  «  + ^' 
hat  man  das  Verhalten  ihrer  Coordinatcn  ip{^,i}),  ^{l,rj)  als 
Fanctionen    der    reellen    Veränderlichen    £  ij    an    der  Stelle 
I  K3  (c  jj  ^  ß  ZU  untersuchen. 

Die  einfacbBte  Uuatetigkeit  iat  folgende.  Eine  Function  /'(x)  ist 
fSr   alle   Funkte   eiuer   gescblosäeneu  Liniu   eindeutig   definirt  nnd  für 
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alle  iUtig  mit  AuBaahnie  eines  einzigen  x  =  a,  vo  sie  nnr  ntch  «iiier 
Seite  hin  stetig  ist,  wülirend  von  der  anderen  Seite  her  f{x]  iich 
einem  vun  f{a)  Torscliiedenen  Oreuzwertha  nähert. 

Eine  solche  Fanction  bildet   z.  B.  der   anf   dem  vom  Nullpmikt« 
mit  dem  Radius  o'  (o  >  0)  beschriebenen  Kreise 

eindeutig  definirte  Zweig  der  (juadratwursel  ans  x 

Man  hat  nämlich 

m  -  a        lim  ax)  =  c        lim  f(x) o . 


10.    Oooforme  oder  iaogoaale  Abbildnng  einer  Bbme. 
Um  eine  Function  der  coniplexen  Veränderlichen  X 

geometrisch  darzustellen,  construirt  man  die  Punkte  /  ü 
einer  zweiten  Ebene  oder  auch  in  der  Ebene  der  x  selhBt 
Dadurch  werden  BÜmmtliclien  Punkten  der  letzteren  od« 
wenigstena  einem  Theile  von  ihnen  je  ein,  beaw.  mehre« 
l'nnkte  der  ersteren  zugeordnet  und  so  jene  auf  diese  ait- 
gebildet.  Wenn  f{x)  eiue  analytische  Function  von  T  ist, 
Bo  bezeichnet  man  die  Abbildimg  als  conform  oder  isogo- 
nal, was  an  den  einfachsten  Fällen,  der  Aehnlichkeit  uii<l 
Kreisverwandtschaft,  erläutert  werden  soll.  Dabei  md- 
atruiren  wir  die  Punkte  x'  ebenfalla  in  der  Ebene  der  x  ond 
gebrauchen  für  beide  Schaaren  von  Punkten  dasselbe  Coo^ 
dinatensystem  X0¥. 

1)  Durch  die  Gleichung 

j;  =  a-\-hx  (10) 

wird  die  x-Ebene  einstimmig  ähnlich  auf  sieb  selbst  all- 
gebildet. 

Sind  nioilicli  (r  y  f  drei  beliebige  Punkte,  as  y  x   die  ihnen  mt- 
aprechcnden ,  ho  dafs 

x   =  n  +  fca;         y'  =.  o  +  /*y         i    =  a  +  6r 


I  nach  U.  7  folgt,   dafa   die  Ureiecke  xy*  und  x'  y  :'  eiQBtiiw> 


■lieh  and  inebpsondcre  falli  |  ft  |  =-  1  ist,  einstimiuig  cougnienl 
,t  man  in  (tO)  x  =-  x,  so  findet  man  den  eich  eelbst  eot- 
eigentlichi'U  Punkt  (diu  Aehnlichkeitacentrum) 

11  üt  jedoch  6  a!e  von  I  verschieden  vonuageselzt.  Im  Falle 
giefat  es  Ifeiuen  solchen  Punkt.  —  Die  Sihnlichea  Systeme  a  x 
va  sich  in  perspectiver  Lage  d.  b,  je  zwei  entaprei:hendeOe- 
xy,  z' y'  sind  einander  parallel  dann  und  nnr  dann,  wenn  h 
■t,  wie  mtui  ans  (11)  nnmittelbar  erlrennt. 
()  Durch  die  Gleichung 

■  -■=:::,:  02) 

\ad  —  fec  und  ä  nicht  Null  sein  aollen,  wird  die  eigent- 
|£rei3verwandtachaft  deßnirt").  Üer  Name  rührt 
\  her,  dafa  wenn  vier  Pnukte  x  anf  einem  Kreise  liegen. 
Ich  die  entsprechenden  vier  Funkte  x.  Das  folgt  so- 
daraus,  dafa  nach  Gleichung  (22)  in  II.  IG  dad  Duppel- 
Itaifs  Tou  vier  beliebigen  Funkten  x.  gleich  iat  dem 
ier  entsprechenden  x ,  als  auch  aus  der  Formel  (4)  in 
\,  Beschreibt  nämlich  x  den  Kreis  (4),  so  verharrt  x 
^  Gnr»e 
\  V  =  g  +  6P  -  ("  +  fc iV^i 

\  c  -j-dp~{c-f  dg)rt' 

■lim  Allgemeinen  d.  i.  falls  c  -\-  dp  nicht  Null  und 
!■  {e  +  d,)r:(c  +  ,lp) 

I  reell  ist,  ebenfalls  ein  Kreis  ist.  Dafs  kreisverwandte 
KB  nicht  ähnlich  sind,  zeigt  die  Formel  (13)  unten, 
ch  der  Quotient  entsprechender  Strecken  nicht  con* 
ist. 

Die  wichtigste  Eigenschaft  der  Kreiaverwandtschaft, 
le  sie  mit  allen  conformen  Verwandtschaften  theilt,  ist 
m  folgenden  Satze  entlialten:  „Zieht  man  durch  einen 
tlichen    Punkt    M„    irgend    eine    convexe    Curve   M^  M, 

\ 

OM  =  x=  g{z)        0M„  =  a;«  =  (f(t,) 

toll  und  durch  den  M^  entsprechenden,  auch  als  eigent- 
iggesetzten    Punkt    Mq     die    entsprechende    Curve 
:  so  ist  der  Grenzwerth 


nur  vom  Punkte  M^,   Dicht  aber  von  der  Curve  M^U 
abhängig."    In  der  That  hat  man  nach  (13) 

c  +  dx. 


om;  — 1„'  . 


-  6e 


(o  +  ix)  (a  +  ix.)  ■ 


m 


also  nach  Nr.  6 


ad  —  be 


Daraus  ei^ebt  sieb,  wenn  die  Polarcoordinaten  der  rechtes 
Seite  mit  A,  a  und  die  positiven  Richtungen  in  den  Strecken 
M„M,  Mn'M'  mit  r,  *■'  bezeiclinet  werden, 


D   1  ■»»  ^  l 


=  A         lim  (jC^/  - 


Die  letztere  Gleichung  ist  identisch  mit 

unter  t  t'  passeud  gewählte  Richtungen  in  der  Tangente  d^ 
Curve  M„M  in  M^  und  der  der  Gurre  M^  M'  in  M^  «r- 
standen.  Denkt  man  sich  durch  M^Mä  noch  ein  Paar  ent- 
sprechender Curven  M^^M,,  M^' M,'  gezogen  und  beieiclmet 
gewisse  Richtungen  in  der  Tangeute  der  ersteren  in  üi,,  und 
der  der  letzteren  in  M„'  mit  ii  t,',  so  hat  man 


lim 


|Ät,M| 


Jim 


Die  irgend  zweien  durch  einen  Punkt  gehenden  Cur' 
ven  entsprechenden  schneiden  sich  unter  demselbei 
Wiakel,  wie  diese  selbst:  die  Kreis  Verwandtschaft  igt 
isogonal  oder  conform. 

Um  die  KreiäverwanJtachaft  eingehender  tu  unterflDchen ,  nrsetii 
man  durch  xweckmül'^'ige  Wühl  der  FundamentalatrecheD  in  der  Con- 
atrnctiona ebene  die  Gleichung  (1!)  durch   eine  einfachere.     Setii 

,T  ==  *:  +  ly         .r'  =  t  +  ly, 
BO  erhalten  wir  liniitatt  {13)  die  Gleicliimg 
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^    "^        c  +  dk  -\-  dly 
und  wenn  k  l  90  angenommen  werden ,  dafs 

c  +  dl'^0        a  4-  6Ä;  =  dl^ 


irt, 


y-^  +  -di 


^nait  l&fiit  sich  die  Abbildung  (12)  auch  dadurch  erzielen,  dafs  man 
nach  einander  die  beiden  Abbildungen 

1  ,  , h+c 

^■fthri  Die  letztere  erheischt  lediglich  eine  Verschiebung  der  er- 
*^reii  in  ihrer  Ebene.  Wir  brauchen  uns  demnach  nur  mit  dieser 
^  i.  mit  der  Abbildung 

x'  ^-  (U) 

X 

^  beschäftigen.  Sie  ist  involutorisch  d.  h.  je  zwei  zugeordnete  Punkte 
'  ^  entsprechen  einander  wechselseitig,  z.  6.  die  Punkte  rr  ««  0  und 
*■*■  00. 

Setzen  wir  in  (14)  für  x  den  Ausdruck  (4)  ein,  so  orgiebt  sich 
*w  dem  Kreise  entsprechende  Curve 

1  —  rx 
^  P  —  art 
^'  i.  wieder  ein  Eareis,  ÜEills  j?g  nicht  Null   und  qr  i  p  nicht  reell  ist 
^  l  der  Kreis  (4)  nicht  durch  den  Nullpunkt  geht.    In  der  That,  soll 
*«  rechte  Seite   von  (4)  für   einen  reellen  Werth  von  t  (Hh  00  ein- 
ffeiclilossen)  Null  liefern,  so  muTs 

p  —  qrr  =  0    oder    —  —  qr  =  0 

tem,  also  entweder  p  =»  0  oder  g  =  0  oder  qr  :  p  reell  sein.  Jedem 
durch  den  Nullpunkt  gehenden  Kreise  entspricht  eine  Gerade,  die  nicht 
durch  den  Nullpunkt  geht.    Denn  wir  haben  neben 

p  ,        1  —  rr 

1  —  rx  p 

Umgekehrt  entspricht  jeder  nicht  durch  den  Nullpunkt  gehenden  Ge- 
raden (2)  ein  Kreis  durch  den  Nullpunkt.  Nur  der  durcli  den  Null- 
punkt gehenden  (Geraden 

X  =*  X  (cos  9  +  «  sin  qp) 

entspricht  wieder  eine  solche  Gerade,  nämlich 

X  =■  —  (cos  (p  —  i  sin  9) 

X 

d.  i.  die  mr  reellen  Aze  symmetrisch   mit  der  erstereu  liegende.     Die 
beiden  Azen  OX,  OY  entsprechen   sich  selbst,  auf  der  ersteren  be- 
Stols,  YoriMvngtn.   IL  7 
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finden  sich  die  sich   selbst  entsprechenden  Punkte  xt;  «»  ±  1.  —  Geht 
der  Kreis   (4)  nicht   durch  den  Nullpunkt,    so  entspricht  ihm  wieder 
ein  KreiB.    Sind  c  q  Mittelpunkt  und  Radius  des  ersteren,  m'  6  Mittel 
punkt  und  Radius  des  letzteren,  so  hat  man  nach  Nr.  2 


m 


Wenn  der  Kreis  (4)  den  Mittelpunkt  O  hat,  so  auch  der  ihm  ent- 
sprechende, welcher,  wie  Formel  (3)  zeigt,  im  entgegengesetzten  Sinne 
beschrieben  ist. 

Ans  (14)  folgt 

I  03f  I  .  I  GM'  1  =  1, 

eine  Relation,  welche  auch  bei  der  Abbildung  der  Ebene  mittelei 
reciproker  Radienvectoren  vorkommt.  Dabei  dieser  jedem  Ponkte 
3f(£  rj)  ein  Punkt  It(^  rf)  auf  dem  Strahle  OM  durch  die  Gleichung 


OM 

.  OM'  ■ 

=  1 

zugeordnet 

wird. 

so  hat 

man 

so  dafs 

ri  »  = 

OM' 
OM 

«'-1 

1 
+ 

rii) 

ist.  Die  Abbildung  der  Ebene  durch  reciproke  RadieuTectoren  gehört 
mithin  nicht  zu  den  conformen,  sie  läfst  sich  jedoch  zerlegen  in  die 
conforme  Abbildung  (14) 

Ji  +'?i*  =  «:,  =  1  :.r 

und  die  nicht-conforme  Spiegelung 


0. 


rV".  Abschnitt. 
Die  ganzen  rationalen  Functionen. 

1.    Eid   Ausdruck,  welcher  aus   einer   endlichen  Anzahl 
'OD    Veränderlichen 

3=1  ^g  .  .  .  X,H  (W  ^  1), 

»iereti  jede  alle  complexen  Werthe  annehmen  kann,  und  von 
instanten  mittelst  der  vier  Species,  Jede  endlich  oft  an- 
B^Wandt,  gebildt^t  ist,  heifat  eine  rationale  Function  dieser 
'  ^^tünderlichen.  Ein  Aggregat  aus  einer  endlielien  Anzalil 
'**i>   Gliedern  von  der  Form 

*orin  der  erste  Factor  eine  Constante,  r^r^. .  r,„  ganze  posi- 
tive Zahlen  oder  Null  bedeuten,  heifst  eine  ganze  ratio- 
nale oder  achlechtliin  ganze  Function  von  x^x^-.Xm  und 
*War  von  dem  Grade  in  Bezug  auf  jede  Veränderliche, 
*elehe  der  gröfste  Exponent  von  ihr  angiebt  und  von  der 
Dimension  in  Bezug  auf  x^Xi..x„„  welche  der  gröfste 
Werth  der  Summe 

'■,  +  '■.  +  •■  +  '■■. 

angiebt.  Eine  ganze  Function,  die  in  Bezug  auf  eine  Ver- 
änderlicLe  z.  B.  a;,  vom  ersten  Grade  ist,  heifst  auch  eine 
lineare  Function  deraelbeu  und  eine,  welclie  diese  Veränder- 
liche gar  nicht  enthält,  eine  ganze  Function  derselben  vom 
firade  „NuH".  Eine  gnuze  Function  heifst  ganzzahlig, 
wenn  die  Coefficienten  ihrer  Glieder  ganze  Zahlen  sind.  Hat 
die  Summe 

'-.+'■,  +  ■■■  +  n,. 
in  allen  Gliedern  denselben  Werth  n,  so  nennt  man  die  ganze 
Function  -^'l^c,,  x^ .  .  Xm} 


homogen  in  Bezug  auf  die  VeräDderlichen;    man  hat  nim, 
was  auch  t  sein  mag, 

■     F{lx^  ,tXi. ..  tx„)  =  t'>F(x^,  Xt...x„). 

Der  Quotient  zweier  ganzen  FuDctionen  von  x^,Xt.,Km 
heifst  eine  gebrochene  rationale  oder  achlechthin  ratio 
nale  Function  dieser  Veränderlichen.  Ist  der  Nenner  tod 
ersten,  der  Zähler  nicht  von  höherem  als  vom  ersten  Grade 
in  Bezug  auf  eine  Veränderliche,  so  nennt  man  sie  auct 
eine  gebrochene  lineare  Function  derselben.  Der  Quotient 
zweier  homogenen  Functionen  der  1,2:^..  Xm  heifst  ebenfa.ll* 
eine  homogene  Function  derselben  und  zwar  von  der  Dime'M' 
sion,  welche  der  Unterschied:  Dimension  des  Zahlers  wenige*^ 
der  des  Nenners  angiebt. 

Eine  rationale  Function  der  x^x^..Xm  heifst  symnae- 
trisch,  wenn  sie  bei  Vertauschung  von  je  zweien  der  V^er- 
änderlichen  ihren  Werth  nicht  ändert;  alternirend,  wenii 
sie  dabei  das  Zeichen  wechselt  und  falls  sie  Null  ist,  NtiQ 
bleibt. 

3.  BflohnTingsoperationen  mit  den  ganeen  Fonotionen. 
Bezeichnen  F[x^,  x^  . . .  x,„),  G{x,,  x^ . .  .  x,^  ganze  Fwii'- 
tionen  von  a;,,  x^. . .  x,„  von  den  Dimensionen  n,  j)  und  ist 
*i^P,  BO  können  die  Summe  und  Differenz  F +0  iiich' 
von  höherer  als  der  h''"  Dimension  hinsichtlich  x^Xj..■t* 
sein;  das  Product  FG  hat  genau  die  Dimension  n-{-p- 

Läfst  sich  eine  ganze  Function  H {x^,  x^ . . . x^i)  ^o" 
3:, ,  3^  . . .  :c„  als  Product  einer  ganzen  Function  i^fi, ,  j^  . . .  ^b) 
mit  einer  andern  G{x^,x^  . .  .x„^  darstellen,  so  heifät  stf 
durch  F  theilbar,  F  ein  Theiler  von  H.  Dabei  ist  pr 
meiut,  dafs  die  Coefficienten  von  H  F  G  rationale  FunctJO' 
nen  irgend  welcher  als  bekannt  angesehener  Zahleu  seiea 
lu  der  Functiüneutheorie  und  analytischen  Geometrie  gelten 
zumeist  alle  reellen  und  complexen  Zahlen  als  bekannt,  Vi 
algebraischen  Untersuchungen  jedoch  oft  nur  gewisse  Classen 
derselben  z."  B.  die  rationalen  Zahlen  oder  neben  ihnen  die 
Wurzeln  aus  ihnen  u.  dgl.  Im  letzteren  Falle  hängt  natär- 
lich  die  Theilbarkeit  einer  ganzen  Function  davon  ab,  welch« 
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narten   benutzt   werdeu   dürfen.     So  ist  x^  —  2   durch 
ganze  ganzzahlige  Function  von  x  theilbar,  erscheint 

ds  das  Product  {x  —  |/2)  (x  +  V'^),  wenn  man  y2  als 
nt  betrachtet. 

)iYision  der  ganzen  Functionen.  ,^Sind  die  ganzen 
ionen  einer  Veränderlichen  x  vom  n**"  und  p^^  Grade 

F(x)  =  a^x"  +  «iX»-'  H f-  «« 

G(a;)  =  b^x»  +  6,  a;'^'  H 1-  bj, 

egt,  80  giebt  es  stets  ein  und  nur  ein  Paar  ganze 
ionen  Q  G^  von  x,  die  erste  genau  vom  Grade  n  —  p, 
weite    nicht   von    höherem   Grade   als  p  —  l ,    wofür 

'OefGcienten  von  QG^^  sind  ganze  Functionen  von 

Uq  tti  , , ,  Un  bi  . . ,  bp  , 

zhene  von  b^, 

(eweis.     Der  Ausdruck 

Qe  ganze  Function  höchstens  (w— 1)*®"  Grades  von  x. 
}^  der  Coefficient  der   höchsten  Potenz   von  x  in  F^, 

F^  =  F,  —  ^  a?-^P-^  G        (r>l) 

janze  Function  höchstens  (m— j>— r— 1)*®*^  Grades  von 
I.  f.     Schliefslich   gelangt   man  zu  zwei   ganzen  Func- 
Fk^i{x)j  Fk{x),  die  erste  in  x  vom  Grade 

P  +  8     (S^O), 

reite  höchstens  vom  Grade  j)  —  1?  so  dals 

.(A>-i) 


Jetzt  man 


F.^Fj^t-^x'G 


ddirt  die  vorstehenden  Gleichungen ,  so  erhält  man  in 
hat 


Fu  =  F—  QG. 
Gäbe   ea   uoch  ein   auderea  Functionenpaar  Q'G,',  erstere  iia 
X  vom   <.irade  H  —  p,   letztere   höchstens  TOm  Grade  p  —  L^ 
welche  die  Gleichung 

F=<^G  +  G,' 
befriedigen,  so  hätte  man 

{Q'  -  Q)G  =' G,  -  G,' . 
Das  ist  aber  nur  möglich,  wenn  (^  ^  Q,  G^  -=  Gi  ist;  den:», 
eine   Fjinction    von    höchatens   (p  —  1)*™  Grade  in  x  kaKS 
nicht  durch  eine  p**°  Grades  theilbar  sein. 

Für  ein  Paar  yon  FunctioDen  von  mehreren  Veränderliclien 
F(x,  a:,  .  .  xj       G(a:, ,  x,  .  .  xj        (m  >  2) 
besteht  eine  der  vontehenden  ähntiche  Belatioo  nur  inBofern,  ah  oza  t 
aie  oll  ganze  FunctioneD  einer   ond   derselben  Verilnderlicheii  z.  B.       ; 
(mit  Coe(ficienten ,    die   ganie  Functionen   der   übrigen  VerHuidetlicla^B 
Bind)  bettacbtet.    Dica  ist  unmittelbar  klar,  wenn  F  und  (7  in  f , 
von   demaelben  ßrade   sind,   aU   die  DimenHioD   in  Beziehung  aaC  X).1I* 
Vei^derlicbe  betrügt.     Sollte  da»  nicht  der  Fall  sein,  bo  l'ätit  et  sie 
durch  eine  lineare  Substitution 

X,  =  CjÄ,' ,        a;,  —  %'  +  e,  »1 , 
^  =  V  +  c,a;.'  ....  ^-^  -  V  +  c«^i' 
bei  pasBender  Wahl  der  Coefficienten  c,  c,  .  .  c„  erreichen.    Nimnit 
mau  diese  Zahlen  nur  ao  an,   dal'a   weder  da«  Aggregat  der  Glieder 
höcbutet  Diniennion  in  F,  noch  das  in  G  fflr 

Nnll  itt,  so  iat  in  jeder  der  transformirton  Functionen  der  hOchit«  Ei' 
ponent  von  a:,'  gleich  der  Dimension  der  ursprünglichen  Function  fÖB- 
sichtlich  Xi  x,  . .  x^. 

8.   Die  AbleitoDgen  einer  ganzen  Function  einer 
Veränderliobeu. 

Setzen  wir  in  | 

Fix)  ™  OnZ"  +  a,x"-'  -j f-  a, 

anstatt  x  x  +  A,  unter  a:  einea  beatimuiteu  Werth  verstehenii, 
und  ordnen  F{x  -\-  /»)  mit  Hilfe  des  binomischen  Satzes  filr 
ganze  positive  Exponenten  (I.  7)  nach  Potenzen  vou  Ä,  so 
treten  als  Coefficienteu  von  A  h* . .  h'  ganze  Functionen  von 
X  bezw.   den   Graden  n  —  1,   n  —  2 ...  0   auf,    welche  nüt 
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Sl...nl  maltiplicirt,  die  erste,  zweite  ...n**  Ablei- 
ng  TOD  FQe)  heifsen  und  mit 

DF(x),  iy*F{x)  . . .  D'Fix) 
ar  kflner 

F'(x),F'(x)....F<''>)(x) 
seichnet  werden.    Man  schreibt  also 
F(x  +  A) 

j^(aj)+j'(«).A  +  ^;f)Ä*+...  +  *:^Ä-,     (1) 

v«)='»ao*^*+(«  — l)«i«'~*  H H  2o»_,a;  +  o_i    (2) 

n 

(r  =  1,  2  . . .  w) 

—  Aus  den  Formeln  (2)  (3)  erkennt  man,  daik  F^''\oo) 
I  jFC»^i)(ic)  nach  demselben  Gesetze  hervorgeht,  wie 
C«)  aus  F{x). 

Beispiele.     1)  Setzt  man  in  {x  —  a)"  statt  x  x  -\-  h^  so  ergiebt 
^  die  Formel 


(3) 


jD;  (0?  —  a)*  -  tt(n  -  1) .  .  .  (n  -  r  +  1)  (0?  -  af 

(r=-  1,2  .  .  .  «). 

S)  Bedenten  F(a;)  Cr(a;)   zwei   ganze  Functionen  von  x^  so  hat 
*ti  fCLr  r  »  1,  2  .  .  . 

If^F(x)G{x) 

F^''\x)  G{x)  +  r  F^^^\x)G'{x)  + h  (*)  F^^^\x)  Q^^\x) 

^ YrF'ix)  G^'^^^  (x)  +  F(a;)  G^''^  (x) .  ^^^ 

e  Formel  ergiebt  sich  sofort,  wenn  man  in 

F{x  +  h)G(x  +  h) 

t  F(x  -f-  ^)  den'  Ausdruck  (1)  und  für  G(x  -{-  h)  den  analogen  ein- 
bt  und  das  Product  nach  Potenzen  von  h  ordnet. 
8)  Für  das  Product 

Pix)  «  ao  (a:  -  c,)**  (a;  -  c^)^  ^  •  -  (x  —  c,)*', 
)  Oo  eine  Gonstante,  k^  k^  .  ,  ,  k^  natürliche  Zahlen  bedeuten,  ist 

P'  (x)  —  Oo^  A;,  (x  -  Ci)*'  .  .  .  (o;  -  c^i)*r-i  (a;  -  c^^^r"^ 

1  (6) 


< 


>  dula  xicb  ergiebt 


.dv  +  .d 


t, 


(!) 


Wenn  filr  einen  beetimmteo  Werth  a;  ■=  a:^  F(x)  in- 
schwindet,  so  heilst  er  eine  Wurzel  von  F{x).  heäAfn 
neben  der  Gleichung  F{xq)  -=>  0  noch  die  folgenden 

F'{x^)  =  0    F"{xa)  =  0 J'"-"(io)  =  0,     («^i>l) 

während  F''^''(Xo)  nicht  0  ist,  so  heirst  *(,  eine  Mache  Wu- 
zel  von  F(x).     Setzt  man  in  (1)  zuerst  x^x^,  hieraof 

h  ^  X  —  x^, 
so  erkennt  man,  dafs   in  dem   in  Rede  stehenden  FftUfl 
F{x)  durch  {x  —  x^y  theilbar  ist     Man  nennt  k  dieOri- 
nung  dea  Verschwindens  von  F{x)  för  x  •=  x„. 

Dafa  die  ganze  Function  F(x)  für  jeden  Werth 
X  •=  x^  stetig  ist,  folgt  schon  aus  dem  ersten  Satze  in 
III.  8.  Inabesondere  hat  man  den  Satz:  „Die  ganze  Pll^^ 
tion  n""  Grades  von  k 

Ü(A)  =  i„  A"'  +  ö„,+iA"'+iH \-Kh',    (1  <M^») 

welche  für  A  =  0  Null  ist,  hat  bei  lim  A  =  0  den  GreiB- 
werth  0."  Dieser  Satz,  mittelst  dessen  auch  die  Stetigkeit 
von  F(x)  für  jeden  Werth  von  x  und  zwar  aus  (!)  sich  «■ 
giebt,  wird  manchmal  direct  bewiesen  (vgL  p.  279  d.  I.  I)- 

4.   A1)leltiingen  von  ganzen  Fonotionen  mehrerer 
Veränderlichen. 

Setzen  wir  in   der   ganzen  Function  n*"  Dimension  'öd 
x^x^. .  x,„ 
F{x,  Xf  . .  Xm)  anstatt  x^x^.  .  x„  bezw, 

-^.  +  Ai .  3!.  +  A, . . .  a:™  +  A„ 
und  ordnen 

F{x,  +  h,,    x,  +  K---:^M-{-K)  (8) 

mit  Hilfe  des  polynomischen  Satzes  fUr  ganze  positive  Ei- 
ponentea  nach  Potenzen  von  A,  A,  .  . .  /i^ ,  so  nennen  Mi 
den  Coefficienten  des  Gliedes 
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I  die  Exponenten  natürliche  Zahlen  sind^  deren  Summe 
licht  übersteigt;  eine  partielle  Ableitung  s^'  Ord- 
;  Yon  F  und  zwar  A^^mal  nach  Xi^  k^mal  nach 
.  und  bezeichnen  ihn  gewöhnlich  mit 

x*  \X^  X^  •  .  Xtn)  ) 

1  zuerst  £|  r,  mal ,  hierauf  k^  r^  mal ....  als  Index  an- 
st  wird.  Manchmal  erscheint  als  zweckmafsiger  die 
ide  Bezeichnung  des  allgemeinen  Gliedes  von  (8): 

^~,-f,F{x,x,..x,n),  (9) 

{r^r^...  natürliche  Zahlen  oder  Null  bedeuten  und  0!  =  1 
ttzen  ist.  Hervorzuheben  sind  die  m  partiellen  Ablei- 
n  erster  Ordnung,  nämlich  nach  x^,  nach  ^i;^  . . .  nach 
velche  man  aus  F(Xi  .  .  Xm)  dadurch  erhält,  dafs  man 
alle  Veränderlichen  bis  auf  eine  constant  denkt,  hin- 
ich  dieser  aber  F(Xi  . .  Xm)  demselben  Processe  unter- 
,  welcher  in  Nr.  6  von  F(x)  auf  F\x)  geführt  hat. 
]ie  nämliche  Art  gelangt  man  von  der  partiellen  Ab- 
g  in  (9)  auf  eine  solche,  in  der  irgend  ein  Index  um 
Einheit  gröfser  ist. 
)alj9  die  ganze  Function 

-L*  ^^ajj  X^  '  •  »  Xm) 

edes  System  bestimmter  Werthe  von  x^x^-^^Xm 

g  ist;  folgt  schon  aus  dem  ersten  Satze  in  IIL  8.    Ins- 

dere  hat  man  den  Satz:   ;,Die  ganze  Function  von  h^ 

Amy  in  Ai  vom  Grade  n^,  in  h^  vom  Grade  w^  . . .,  in  A,,, 

GIrade  n» 

G{h^j\  . . .  hm), 
e  flQr 

.Äi  =  0        /<4  =  0...        Am  =  0 

ist;  hat  bei 

lim  Ai  =  0        lim  A^  =  0  . . .         lim  A^  =  0 

frenzwerth  OJ'  Dieser  Satz,  mittelst  dessen  auch  die 
keit  von  F(Xi  . . .  x,n)  für  jedes  Werthsystem  x^  . , .  Xm 
Tgiebt;  läfst  sich  direct;  wie  folgt;  beweisen. 


Bezeichnen   wir   den   grOfsten   der  absolnten  BetAgc  der  Corf- 
ücienten  von  G  mit  B  nad  die  Abeolnten  [leträge  von  h,  h^  .  .h^iäi 
Hl  Uf  .  .  H^,  aa  findeu  wir,  wie  leicht  er»iclitlich  ist, 
I  0(1,  .  .  .  J.)  I 

<ii[ii  +  s,  +  — m,.,) . . .  (1  + 1/,.  + . . .  +  h;.|  -  r], 

somit  vermOgc  dar  Formel 


1  +  Ji,  +  ■  ■  ■  +  JC'  -  j 

wenn   If^  <  1  vomiugeyetzt  wird 

ff  (/.,.,.  ij  I  <  B  ' 


(»■- 


-1. 


(1  - 


H,). 


Demnach  ist 

IOC',  -.-'•JK 

wenn  nur  |  A,  |  <  if  ist ,   wo  die  Zahl  H 
Irleiner  als  1  ist  und  die  Un^leicbang 


10  zn  wählen  ist,  <lsA  ns 


Ul  -  H)- 


i  deukea  iat.    Demiiach  ist  nach  Hl.  T 


.enPunotionenn'-Diiii«"- 

x„ .    Nach  Nr.  1  hat  mwi  * 


Satx  voD  den  hoinoget 
aion  der  Veränderlicfaeo  x 
eine  Bolche  bei  beliebigem  t 

F{tx, ,  tXf  .  txj  =  t'  F(x,  ar,  -  .  a; J  .  (W) 

Setzt  man  hier  (  ^  1  -|-  "i  ^^^o  tx,  =  a;,  -(-  "a;,  n,  b.  w.  oni  S"*" 
wiegelt  auf  beideo  Seiten  nnch  Potenzen  toh  h,  so  findet  mBii  nfolg* 
deB  Tonte  bendeu 

F  +  «(js  i.-  +  .i-,  J.',  +  .  .  .  +  3r„,  F„)  +  -  .  -  =  (1  +  n«  +  ■  ■  ■) *"■ 
worin  J',  J'',  .  .  .  F,^  die  partiellen  Ableitungen  I.Ordnung  von  ?«ii 
Vermöge  der  WillküTlichkeit  von  u  mQsaen  nach  dem  S.-Satxe  du  W' 
genden  Nr.  6  die  nämlichen  Potenzen  von  u  auf  beiden  Beiten  diuH 
Gleichimg  gleiche  CoefGcienten  haben.    Mau  findet  demnach 

und  eine  Reibe  ähnlicher  Formeln, 

Dieie  Formeln  gelten  im  Allgemeinen  auch  fdr  nicht  gauw  Bfli' 
Ijtieche  Funotionen 

J-'(x,  ...xj. 
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Um  der  Oleichnng  (10)  Genüge   leisten  und  zwar  auch  im  Falle 
b  n  keine  natfirliche  Zahl  ist 


5.    Identitätss&tse  für  ganze  Funotionen. 

Hilfssats.     „Wenn    die    ganze   Function  n^°    Grades 

n  X 

F(x)  =  o^a:»  +  a^af^^  •] [-  ««  (H) 

I  2^-fache  Wurzel  x  =  Xq,  die  A^-fache  Wurzel  a;  «=»  aji  . . . 
•  üir-fache  Wurzel  a;  =  aJr  (^  ^  0)  tat,  wobei 

*o  +  *i  H h  *r 

Zahl  n  nicht  übersteigt,  so  ist  F(x)  durch 

(a;  —  a;o)*o  (x  —  a^i)*» . . .  (a?  —  Xr^r 
ilbar« 
Beweis.     Man  hat  zunächst  nach  (1)  in  Nr.  3 

F(x)  ^  {x  -  xj' F,{x) ,  (12) 

-Pi(a;)  eine  ganze  Function  (« — Ä^o)**°  Grades  von  x  ist, 
Welcher   das  Glied  a;»~*<»  den  Coefficienten  Uq  hat    Nach 


raossetzung  soll  femer 
J'(a?i)  =  0        i^'(^i)  =  0  . . .        F'^'^\xi)  =  0     (13) 

!•  Aus  der  ersten  Gleichung  folgt  nach  Formel  (12)  wegen 
Ungleichheit  von  Xq  und  x^ 

F,ix,)  =  0. 

mnehr  ergiebt  sich  aus  den  Relationen  (5)  d.  i. 

(«)  -  h,ix  -  a:„)*'->  F,ix)  +  (o;  -  x^f-  F,\x) 

(x)  =  h,ik, -l){x-  Xo)^-«  F, (x) + 2*0(0;  -a;o)*»-i  F,'  (x) 

+  (x-  x^y-  F,"(x) 


gen  der  Gleichungen  (13)  nacheinander 

F,'(x,)  =  0        F,'\x^)  =  0  . . . .        J\(**~i)  (x,)  =  0 . 

Da  -F(**>(a?i)  nicht  Null  ist,  so  kann  jetzt  auch  F/*»J(a?,) 
ht  Null  sein.  Demnach  ist  x  ^=^  x^  A^^-fache  Wurzel  auch 
I  ^1(0;)  und  man  hat 

F,(x)  ^  {x  ^  x,y^  F,{x) ,  (U) 

F^{x)  eine  ganze  Function  (n — Ä^— ^i)*^  Grades  von  x 


ist,  in  welcher  das  tilied  höcbateu  Grades  deu  CoelticteuUn 
a„  besitzt.     Mitliiu  ist 

I'Xx)  =  (a:  —  x^f'  {x  —  ZtY'  F,(x) . 
Denkt   man   sich    hier  (x  —  x,^  (x  —  ä,)*'   als    eine   ganze 
Function   und   wendet   wieder   den  Satz  (Ö)   an,   ao  ergiebt 
sich,  dafa  x  =  x^  /.yfache  Wurzel  von  -Fj(a:),  alao 

F^{x)  =  {x~  x;f'  F,{x)  (15) 

ist,  wo  Faix)  eine  ganze  Function  («— ^q — h, — f^i)'^"  Grades 
von  X  ist,  iu  welcher  das  Glied  höchsten  Grades  den  Coef- 
ficieuten  a„  liat  u.  s.  f.  Auf  diese  Art  gelangt  mau  schJidis- 
liuh  7.U  ganzen  Functionen  Fr(x)  Fr+i{x')  von  x,  bezw.  tqd 
den  Graden 

W  -frf,  -  Ä-, kr-i, 

n  —  Ä'u  ^  i\  —  ■  •  ■  —  hr, 
in  deren  Jeder   dau  Glied   höchsten  Grades  den  Coefficienteo' 
o„  hat  uud  unter  denen  die  Beziehung  besteht: 

Fr{x-)  =  ix-XryrFr+,{x).  (16) 

Ana  den  Gleichungen  (13)  (14)— (16)  folgt  dann  die  Formel 

F(x)  =  (X-  X^)^  (X  —  »,)*'  .-.(«-  XrYrFr^i{x).    (H) 

1.  Satz.  „Wenn  eine  ganze  Function  n*™  Grades 
von  X,  wie  F{x)  in  (11),  l  +  1  il>0)  Wurzeln  und  iw« 
die  Äo-fache  Wurzel  a;  »=■  «„,  die  Ä,-fache  i  =  3:,  ...di« 
Aj-fache  X  ^  Xi  hat  und  es  ist 

^■0  +  ^'i  -I \-h  =  n+\, 

so  ist  F{x)  identisch  Null  d.  h.  man  hat  in  (II) 
Oo  =  0        a,  =0....        rt,  =0. 

Inabesondere  besteht  der  Satz:  „Wenn  eine  ganW 
Function  »""  Grades  von  a;  für  n+  1  ungleiche  Werthe 
von  x: 


Null  ist,  so  ist  sie  identisch  Null." 
Beweis.     Wir  haben  nach  (17) 

Fix)  =  a^{x  —  Xn)*^  (x  —  j:,)*' 

{x  —  X|-^ft-l■  {x  —  X^t- 
lat  i  =  U  A-,  =  »»  +  1 ,  30  hat  man 


(18) 
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IM),  da 

F^'i-'^^xt)  =  0  (19) 

in  soll,  Oq  =  0.  Ist  Z  >  1 ,  80  deuke  man  sich  in  (18)  alle 
ictoren  bis  auf  den  letzten  zu  einer  ganzen  Function  P(x) 
reinigt    Dann  zeigen  die  Formeln  (4)  (5)  in  Nr.  3,   dafs 

F{xi)  =  0        2^(a:/)  =  0...    jP(*/-2)(.t,)  =  0 

i.  Vermöge  der  Gleichung  (19)  mufs  P{xi)  =  0,  somit,  da 
^i-.Xi  als  ungleiche  Zahlen  zu  betrachten  sind,  ^o  =  ^ 
in.  —  Es  bat  demnach  auch  die  Function 

5  2?o-fache  Wurzel  x  =  Xq,  die  i-j-fache  Wurzel  rr  =  a^, . . ., 
5  ftrfache  Wurzel  x==*  Xi,  wobei 

*o  +  *i  + h  */  >  (n  -  1)  +  1 

^9  also  mufs  o^  s=s  0  sein  u.  s.  f. 

2.  Satz.  Die  ganzen  Functionen  von  x,  jede  hoch- 
ens  vom  n*^  Grade, 

G(x)  =  6o^  +  &ia;"~^  H h  &« 

^Hen  für  Z  +  1  (Z  >  0)  Werthe 

©iche  Werthe  haben: 

G{Xr)  =  H{xr)        {r  =  0,  1...Z). 

'id  nun  Jcq  hi,,ki  Z+1  natürliche  Zahlen,  deren 
^inme  n  +  1  beträgt,  und  bestehen  aufser  diesen 
'Eichungen  noch  die  folgenden 

G(*r-i)(a:,)  =  if<*r-i)(a:,)     (,.  =  0,  1  . . .  0 , 

^  sind  die  ganzen  Functionen  G{x)  und  ir(a:)  iden- 
Bch  d.  h.  es  ist 

Insbesondere  besteht  der  Satz^):  Wenn  zwei  ganze 
anctionen  von  x^  jede  höchstens  vom  n**°  Grade, 
r  »+  1  von   einander   verschiedene  Werthe  von  x 
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gleiche  Werthe  haben,  so  sind  sie  identisch. 

Die  Sätze  folgen  unmittelbar  durch  Anwendung  des  tot- 
hergehenden  auf  die  Differenz 

G(x)  —  H{x) 

=  (po  —  Oo)x-  +  (61  -  ^i)^-'  H !-(&«-  Cn). 

3.  Satz.  „Wenn  die  ganze  Fuuction  Fi^x^^  x^. .,  a;»),  in 
a?j  fljg  . . .  Xm  bezw.  von  den  Graden  n^n^  . .  ,fimy  Null  ist  för 
alle  Werthsysteme  x^x^. .  .Xmy  worin  x^x^  . .  .Xm  bezw.  aus 
den  Reihen 

V'^  a:/^) . . .  x^^l 


^  (m)^  (m)  ^         .p(m) 

deren  jede  unter  sich  verschiedene  Zahlen  enthält, 
entnommen  sind,  so  ist  sie  identisch  Null  d.  h.  alle  ibre 
Coefficienten  sind  Null." 

Der  Satz  wird   schrittweise   bewiesen.'    Denkt  man  sieb 
zunächst  m  ==  2,  so  sei 

0 
Da 

F{xr^^\  x^)  =  0        (r  =  0, 1  . . .  n,) 

ist  für  die  Werthe 

so  hat  man  nach  dem  1.  Satze 

F, (a;/'))  =  0        F,  (^V^O  =  0  . . .        F^  (xr^'^)  =  0 . 

Jedes  der  Polynome  Fr{Xy)  ist  höchstens  vom  Grade  «i 
in  iCj  und  verschwindet  für  die  Werthe 

^1  =  «V^^         ^1  =  ^/^^  •  •  •         fl?i  «=»  a:^^^^ , 
ist  also  identisch  Null  d.  i.  alle  Coefficienten   von  Fix^^  t^ 
sind    Null.      Denselben    Schlufs    wiederholt    man    im    Falle 
m  =  3  u.  s.  f. 

4.  Satz*).     „Wenn  zwei  ganze  Functionen  von  m  Ver- 
änderlichen 


G(x,x,..x,..)         f{iT,a;^..x„), 
nOrad  in  x,  dip  Zaiil  n,,  in  .r„  die  Zahl  w„...in  x,„  die 
itn  nicht    Bbersteigt,   fiir    alle   im    3.  Satze   genannten 
thsysteme  von  XfXi..Xm  einander   gleich   sind,   so  sind 
dentiscb  d.  h.  die  CoefGcienten  eines  jeden  Gliedes 

in  beiden  einander  gleich."  —  Der  Satz  folgt  aus  dem 
srgehenden  ebenso  wie  der  2,  aus  dem  1. 


I   6.    Theilbarkeit  der  ganzen  Functionen  einer 
I  VsräDderliohen  X. 

An  den  in  Nr.  2  vorgeführten  Satz  über  die  Division 
ir  ganzen  Functionen  einer  Veränderlichen  knüpft  sich 
Theorie,  welche  der  in  II,  11  d.  I.  T.  entwickelten  über 
Theilbarkeit  der  natürlichen  Zahlen  aualog  ist.  —  Zu- 
Bt  bemerke  mau  die  ans  dem  Begriffe  der  Theilbarkeit 
ittelbar   hervorgehenden    Sätze:    „Es    seien  F{x),   G{x), 

) ganze  Functionen  von  x.     Ist  F{x)  durch  G{x) 

bor,  80  auch  das  Product  F{x)  II{x\  Ist  F{x)  durcli 
\,  G(x)  durch  H(x)  theilbar,  so  auch  F{x)  durcli  H(x). 

F{x),  G{x)  durch  H(x)  theilbar,  so  auch  jede  ganze 
tion 

P(j)  FW +  ?{!)(?(»:).■' 
Wenn  von  den  ganzen  Functionen  F(x),  G^x)  des  n*"" 

ptm  Grades  (m  ^  p)  die  erste  nicht  durch  die  zweite 
bar  ist,  so  hat  man 

Fll)-eW  SM +  (?■(«),  (a) 

ti  Q  eine  Function  vom  Grade  n — p,  G'  eine  solche  hüch- 
!  vom  Grade  ji — 1  bedeutet.  Jeder  gemeinsame  Theiler 
F  und  G  ist  auch  Theiler  von  G'.  Ist  G  durch  G' 
bar,  so  auch  F  und  zwar  ist  G'  der  beiden  Functionen 
einsame  Theiler  hüchateu  Grades.  Ist  aber  G  durch  G' 
t  theilbar,  so  hat  man 

G(i)-«-(i)e'(i)  +  G"W, 

von   niedrigerem  Grade  als  Q'  und   durch  jeden  ge- 


meiusameii  Tbeiler  von  F  G  Iheiibar  ist  u.  8.  f.  Im  All- 
gemeinen  sei 

a-^r-^'ix)  =  (?<->'(a;)  Gc^"(3:)  +  G'->(x).  (b) 
Da  die  Grade  der  Reate  G'  G"  . . .  G'"  beständig  abaehmei, 
so  mufs  diese  Reihe  einmal  abbrecben.  Äucli  der  letzte  Bett 
G'*'  ist  durch  jeden  gemeinsamen  Theiler  von  F  und  G 
theilbar;  somit  kann  es  keinen  8oIi:hen  tou  höherem  Gradr 
in  X  geben  als  Gl'i.  Falls  GW  Yom  0""  Grade  in  x,  «Im 
ein  in  den  Coefficienten  von  F  G  (bezw.  in  den  als  be- 
kannt geltenden  Zahlen)  rationaler  Ausdruck  ist,  so  be- 
zeichnet mau  F  G  als  Functionen  von  x  ohne  gemein- 
samen Theiler.  Falls  G'"  x  entbäit,  so  ist  es  der  g^ 
meinsanie  Tbeiler  höchsten  Grades  von  F  G  und  heifat  ihr 
gröfster  gemeinsamer  Theiler.  Man  hat  dann 
F{x)'=G^^'>{x)F,{x) 
G{x)  =  G^*\x)G,{x),  (c). 

wo  F^  und  G,  Functionen  ohne,  gemeinsamen  Theiler  aiAi 
—  Der  gröfste  gemeinschaftliche  Theiler  von  mehr  als  «"C 
Functionen  F  G  II...  lüTst  sich  ermitteln,  indem  man  n- 
erst  den  gröfsten  gemeinsamen  Theiler  T  von  F  G  sucbl, 
hierauf  den  von  T  und  H  u.  s.  f. 

Auch  hier  gilt  der  Hauptsatz:  Haben  die  Fonc- 
tionen  F(x),  G(x)  keinen  gemeinsamen  Theilet,  «o 
ist  jeder  gemeinsame  Theiler  Mix)  der  Functionen 
F(x).H{x)  und  G(_x)  ein  Tbeiler  von  Hix). 

Er  wird  genau  bo  bewiesen,  wie  der  entsprechende  Sita 
a.  a.  0.  und  fflhrt  zu  der  analogen  Folgerung:  „Eine  ganM 
Function  F(x)  ist  entweder  irreducibel  d,  b.  ohne  Theiler 
oder  sie  läist  sieb  und  zwar  nur  auf  eine  Weise  als  Pro- 
duct  einer  endlichen  Auzahl  von  irreducibelen  Functionen 
darstellen,"  Die  Frage,  ob  eine  gegebene  Function  i 
irreducibel  ist  oder  nicht,  hängt  zufolge  einer  in  Nr.  2  t^e- 
machten  Bemerkung  davon  ab,  welche  Arten  von  Zahlen  all 
bekannt  vorausgesetzt  sind.  Wir  werden  sehen,  dafs  wei 
sie  alle  zugelassen  werden,  jede  ganze  Function  von  x  v( 
bühercm  als  dem  ersten  Grade  in  lineare  Factoren  serle 
werden  kann. 
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Ans  dem  Hauptsatze  ergiebt  sich  noch,  wie  die  gemein- 
aen  Vielfache  zweier  oder  mehrerer  Functionen  gefunden 
rden  und  dafs  es,  wie  in  dem  Falle  der  gemeinen  Brüclie 
m.  11  d.  I.  T.,  für  jede  gebrochene  rationale  Function 
1  X  F(x):  G{x)  eine  und  nur  eine  reducirte  Form 

F{x)iG{x)  =  t\(x):G^{x) 

M,  in   welcher  Zähler   und   Nenner   Functionen   ohne  ge- 
insamen  Theiler  sind. 


Theilbarkeit  von  ganzen  Funotionen  von  zwei  und  von 

mehreren  Veränderlichen. 

Die  Sätze  der  vorigen  Nr.  lassen  sich  in  folgender  Art 
f  ganze  Functionen  zunächst  von  zwei  Veränderlichen  x^ 
übertragen. 

1.  Hilfssatz.     „Wenn  eine  ganze  Function  Ton  x^  x^ 

F(x, ,  x^) 

xdi  eine  ganze  Function  von  nur  einer  der  Veränderlichen  z.  H.  x^ 
filbar  sein  soll,  bo  müssen  alle  Coefficienten  der  nach  der  anderen^ 
D  x^  geordneten  Function  F  durch  dieselbe  theilbar  sein/* 

Es  sei  wie  in  Nr.  5 

F(x, ,  a?,)  =  ^  F^(x,)  a:,^-'' .  (d) 

0 
D  soll 

F(«i,  «,)  =>  G{x,)  H{x^ ,  x^)  (e) 

I,  worin  G  eine  ganze  Function  von  x^  allein,  H  eine  solche  von 
r,  bedentet.    Dann  mufs  H  in  x^  vom  Grade  fKj  sein;  es  sei  also 


«1 


-ff(a?i.«t)='^-ffr(^i)^i"*    '"• 

0 

ken  wir  uns  in  (e)  für  x^  irgend   einen  bestimmten  Werth  x^'  ge- 
fc,  so  dürfen  wir  nach  dem  2.  Satze  in  Kr.  5  schliefsen,  dafs 

^r(^')  -  ö^(^i')  ^M')        (r  =  0,  1  .  .  .  «,) 
woraus  sich  anf  die  nämliche  Art  wegen  der  Willküriichkcit  von 
die  Relation 

^r(^i)  ^  ^M  ^M)       (r  =  0,  1  .  .  .  «,) 
ebt. 

2.  Hilfssatz.    „Wenn  das  Product  zweier  ganzen  Functionen  von 
r, :  F(d?,  a;,)  .  G{x^  x^) , 

liols,  VorlMBDgMi.  H.  8 


die  beidu  ir,  etitbalteo,  theilliar  ist  durch  eine  irredncibele  Fnso- 
tion  »on  X,:  H'(a;,),  so  müsBea  entweder  alle  Coefficienten  der  Dui 
a;,  geordneten  Function  I'\  oder  alle  der  otith  x,  geordneten  Funclioa 
G  durch  V{x^)  tbeilbur  gein" 

Beweis,  Angenonimen ,  es  ieien  aowohl  in  der  Entwickelug 
(d)  von  F  uiLch  Potenzen  von  j",,  ala  auch  in  der  von  G  Qlieder  loi- 
bnuden,  deren  Coefticieoten  nieht  dorch  V{ic,)  theilbar  sind,  bo  moi 
ihre  SiiBimwn  die  fjanzen  Functionen  F'{x,  a^)  G'{x,  3^),  in  x,  b«». 
vom  Grade  i,  k  d.  i. 

G-(.r,,:t,)-ü„-(j-,).  V  +  ---- 


Dann 


'  G' 


F'  +  VF-        G  =  G'  +  VG" 
entweder  NnU   oder  gante   Functionen   1 


na,!, 


bedeuten.     Nun  hat  n 

FG=  F'G'  +  ViF'G"  +  F"G'  -f  VF"G"). 
DcLTaue  iet  ersichtlich,  daf»  onter  der  obigen  Voraussetzung  dar  CscF- 
ficient  von  af,'"*"     d.  i.  die  ganae  Function  von  x, 

F,-{x,).a„-(x,)  +  V(x.).r{x,), 
worin  'V'lx,)  auch  eine  ganze  Function  ton  ,r,  bezeichnet,  nicht  dimt 
¥(2,)   theilbar   sein   kann.    —    Somit   sind   entweder  alle  Coeffidtatu 
FfC-^i)  in  (<3)  oder  alle  in  dar  analogen  Daratel In ng  von  0  dnrch  V(l,) 
theilbar. 

Wenn  zwei  ganze  Functionen  i^(i]  a:^  ^(^i  ^s)  ^"^ 
Theiler  gemein  haben,  so  muh  derselbe  entweder  frei  nu 
x^  sein  oder  x^  enthalten.  Ihr  gröfater  gemeinsamer  Theiiet 
der  ersten  Art  niufs  zufolge  des  1.  Hilfssatzea  der  grötte 
gemeinsame  Theiler  aller  Functionen  I''r{x^)  in  (d)  und  all« 
analogen  Functionen  Gr{x^  in  G  sein.  Kommt  ein  sollet 
Theiler  T{xy)  vor,  so  setze  man 

F{x„x,)  =  T{Xi)riXi,7:;} 
G(x„Xt)^  T(x,)G\z,,x,) 
worin  F'   und  G'  keinen  blofa  x^   enthaltenden   ThUler  ge-j 
mein    haben.     Der    gröfate    gemeinsame   Theiler   von   F 
der   zweiten  Art   ist   zi^leicb   grüfster   gemeinsamer  Theü« 
von  r  G'. 

3.   Satz.     „Findet    man    nach    dem   Verfahren    d< 
vorigen  Nr.,  dafa  die  Functionen  F(xi  a^)  G'{x^  x^,  weidu, 
keinen  blofs  x^  enthaltenden  Theiler  gemein  haben,  als  Func 
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tionen  von  x^  betrachtet,  einen  gröfsten  gemeinsamen 
Theiler  U(x^)  besitzen ,  so  wird  der  grölste,  ihnen  als 
Functionen  von  x^  und  x^  gemeinsame  Tlieiler  ü{Xi  x^) 
erhalten,  indem  man  die  Glieder  von  lJ{x^y  falls  sie  in  x^ 
nicht  schon  ganz  sein  sollten,  auf  den  (Seneralnenner  bringt 
und  diesen,  sowie  etwaige  blofs  x^  enthaltende  Factoreu  des 
neuen  Zählers  wegläfst.     Dann  hat  man 

F'(x^,  a?j  =  V{x,,x^  Fy{x^,  .r.) 
(y{x^j  x^)  =  U{x^ ,  x.^)  G^  (^x'i ,  x^) , 

wo  üy  jFj,  Gj  ganze  Function  von  x^  und  x^  bezeichnen,  die 
beiden  letzteren  solche  ohne  gemeinsamen  Theiler/' 
Beweis.     Aus  den  Gleichungen  (c)  d.  i.  hier 

r{x^,x^)=  Ij{x,;)i\{x.) 

0\x,,x,)=lJ(x,)G,{x,) 

ergiebt  sich,  wenn  man  anstatt  U(x^)  U{x^  x,j)  und  analog 
anstatt  F^ix^)  Gy{x^)  ganze  Functionen  von  x^  und  x^i 

Fi(x,x.,),    G,{x,x^), 

welche  keinen  blofs  von  x^  abhängigen  Theiler  enthalten  und 
sicher  ohne  gemeinsamen  Theiler  sind,  einführt, 

^  (a;, , «»)  =  Q(;,^)    

Die  darin  etwa  auftretenden  Functionen  von  x^i  <i>  ^  einer-, 
und  X  Q  andererseits  sollen  jedenfalls  ohne  gemeinsamen 
Theiler  sein.  Dann  mufs  aber  ^(x^  eine  Constante  sein. 
Denn  wäre  das  nicht  der  Fall,  und  M'^,(a;J  ein  irreducibeler 
Factor  von  ^{x^,  so  müfste  er  in  UF^  enthalten,  somit 
nach  dem  2.  Hilfssatze  entweder  alle  Coefficienten  der  nach 
X^  geordneten  Function  U{x^  x^)  oder  alle  von  J',  (x^  x^)  durch 
YoC^i)  theilbar  sein,  was  unmöglich  ist,  da  weder  die  einen 
noch  die  anderen  einen  Theiler  gemein  haben.  Auch  <t>{Xi) 
mufs  eine  Constante  sein,  da  F'{x^x^  durch  keine  Function 
von  x^  theilbar  sein  soll.  Auf  die  nämliche  Art  ergiebt  sich, 
dafs  X  Q  Constante  sind. 

4.  Hauptsatz.     „Haben  F{x^x^   (^{^1^2)    keinen    ge- 

8* 


meiuaameu    TheiUr,    so    ist  jeder   gemeinsame    Theiler  der 
Functionen  F(Xi  x^)  .  Hix^  a;,}  und  G{x,  x^)   ein  Theiler  «n 

n{x,x^)." 

BeweiH.  Der  genannte  gemeinaume  Theiler  ist  fnt- 
weder  frei  von  x^  oder  nicht.  Im  ersten  Falle  folgt  nach 
dem  2.  Hilt'asatze,  dafa  alle  Coefficienten  der  nach  Zj  geonl- 
aftLen  Function  iI(Si  x^)  durch  jeden  irrediicibelen  Fatlor 
M^{Xi)  dieses  Theilers,  den  wir  mit  M{Xjj  bezeichnen,  thei^ 
bar  sind,  denn  die  Coefficienten  von  Fyx,  x^)  haben  mit  dnien 
von  G(x,  x^)  keinen  Theiler  gemein.  DiTidirt  man  F.E  dardi 
Mf,(Xi)  und  wiederholt  am  Quotienten  denselben  Schlufs  Ma- 
sichtlich  eines  zweiten  irreducibelen  Factors  von  JH(Xi)  {(ler 
natürlich  wieder  M„(xt)  sein  kann)  u.  s.  f.,  so  gelaugt  ni«n 
zur  Eineicht,  dafa  alle  Coefficienten  von  Mi^Xj  x-^)  durcii  M(i]) 
theilbar  sein  müssen.  —  Im  zweiten  Falle  sei  die  Function 
M(x,  Xf)  gemeinsamer  Theiler  von  F .  H  und  G  und  wiv 
ohne  hlofs  x^  enthaltenden  Theiler.  Wenn  man  alle  Func- 
tionen als  solche  von  x^  betrachtet,  so  darf  man  nach  dem 
Hauptsatze  der  vorigen  Nr.  schliefsen,  dafa  S^a;,  «J  durch 
M{Xi  Xg)  theilbar  Bein  mufs.  Man  hat  also 
M{x^ ,  ar,)  fl'(j;,.a!,) 

WO  B'  eine  ganze  Function  von  a:,  x^,  ^{^i)  zunächst  «iM 
solche  von  a;,  bedeutet,  beide  jedenfalls  ohne  gemeinwn'B'i 
Theiler.  Demnach  mufs  nachdem  soeben  Bemerkten  JtflJ|  ^ 
durch  M'(a;,')  theilbar  sein.  Da  jedoch  M{x,  x^)  keinen  Theil« 
von  der  Form  H'(jr,)  enthalten  soll,  so  mufs  V(a;,)  eineCoo- 
stante  sein  und  es  ist 

H{x, ,  x^)  =  M{x, ,  Äj)  H'  (»„  afg) . 
Aus  dem  vorstehenden  Satxe  folgen: 

5.  Satz.  „Eine  ganze  Function  F{x^  x^  ist  entffedff 
irredncibel  A.  i.  ohne  Theiler  oder  sie  läfst  sich  und  sn^*' 
nur  auf  eine  Weise  als  Product  einer  endlichen  AhmU 
von  irreducibelen  Factoren  darstellen." 

6.  Satz.  „Für  jede  gebrochene  rationale  Function  *on 
^,  x^-  F(xi  x^) :  G(a:,  a:,) 

giebt  es  eine  und  nur  eine  reducirte  Form 


-ff(».,«,)-- 
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F{xi  x^)  :  Cr(x^  x^  =  /'i(^'i  '^d  '  ^'i<-^i  J'i)} 
ia  welcher  Zähler  und  Nenuer  Functionen  oline  gemeinsamen 
Theiler  sind. 

Die  Sätze  1 — G  kann  mau  auf  ganze  Functionen  von 
beliebig  vielen  Veränderlichen  x^  x^  . ,  x^  ausdehnen. 
Der  Beweis  ist  so  zu  führen,  dafs  man  sie  für  ganze  Func- 
tionen von  l,2.../w  —  1  Veränderlichen  als  giltig  voraus- 
setzt^ und  bietet  keine  Schwierigkeit  mehr  dar. 

8.    Der  Fundamentalsatz  der  Algebra^). 

Was   immer  aucli    die  Cocfficienten   der   ganzen 
Function  w**°  Grades  von  x 

F(x)  =  a^a?»  +  a^x""-^  H \- a^         \%\>^ 

für  Werthe  haben  mögen,  es  giebt  mindestens  eine 
beatimmte,  reelle  oder  complexe  Zahl  c,  welche  für 
*  in  die  Gleichung  F{x)=0  gesetzt,  sie  befriedigt. 
^  heifst  eine  Wurzel  dieser  Gleichung. 

Beweis.     Setzen  wir  a;  =  5  +  ^*  und  bilden 

F{1  +  ni)  =  0(g,  n)  +  «M'(i  ri)  (1) 

*o  springt  in  die  Augen,  dafs  P  (^,  17)  eine  stetige  Function 
^öH  I  ij  für  jedes  System  bestimmter  Werthe  von  g  1^  ist. 
*^a  F(0)  =  flu  ist,  so  hat  P(S,  1^),  während  g  tj  alle  end- 
"chen  Werthe  durchlaufen,  eine  endliche  untere  Grenze  x: 

0<x^\an\. 
^8  ist  ferner  (vgl.  ITI.  7) 

lim  F{x)  =  00 . 

öringt  man  nämlich  F(x)  auf  die  Form 

lind  bemerkt^  dafs  weil  bei  lim  :i;  =  00 

lim  (1  :  X)  =  0 

iBt,  der  zweite  Factor  bei  lim  a;  =  00  den  von  Null  verscliie- 
denen   Grenz werth   a^  hat,   so  erkennt  man,  dafs  F(x)  bei 
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lim  a;  =  oo  deu  Grenzwerth  oo  hat.  D.  h.  es  giebt  zu  jeder 
positiven  Zahl  f  eine  solche  positive  Zahl  q,  dafs  für  alle 
Werthe  von  x,  wofür 

kl>P,    P{lv)-=\Fix)\>r  (2) 

ist.  —  Wir  zeigen  nun: 

1)  Es  giebt  ein  Werthsystem  S  =  «  i?  =  ft  wofür 
P(§,  rj)  den  Werth  x  annimmt.  Nehmen  wir  in  (2)  r>x 
an  und  ziehen  in  der  Construetionsebene  der  x  vom  Null- 
punkte einen  Kreis  mit  dem  Radius  q,  so  mufs  innerhalb 
desselben  (seinen  Umfang  mitgerechnet)  die  untere  Grenze 
von  P(5,  rf)  X  sein.  Denn  da  sie  in  einem  der  beiden  Gebiete, 
in  welche  die  Ebene  durch  den  genannten  Kreis  zerlegt 
wird,  X  sein  mufs,  so  mufs  sie  in  dem  soeben  bezeiclineteii 
X  sein.  Nun  ist  0(|,  r^)  eine  stetige  Function  von  {  i?  in 
allen  Punkten  dieses  Gebietes,  somit  giebt  es  nach  IX.  31 
d.  I.  T.  ein  Werthsystem  5  =  «  V  ^=^  ß?  wofür  die  Gleichung 

besteht 

P(a,  ^)  =  X. 

2)  Die  untere  Grenze  x  von  P(5,  ^)  ist  Null,  also 
ist  P{a,ß)  =0  und 

F(a  +  ßi)  =  0, 
Denn    wird   x  als  positiv    angenommen,    so   kouuen  Werth- 
Systeme  5  V  nachgewiesen  werden,  wofür  P(5,  i^)  <  x  ist,  was 
der  Relation  P  (|,  rj)>  x  widerspricht.     Die   Möglichkeit  sol- 
cher Werthe  ^  ly  wird  so  gezeigt.     Setzt  man 

a  -\-  ßi  =  c , 
so  sei 

\F{c)\  =  x>0. 

F\c),  F"(c)...  können  Null  sein,  endlich   mufs    man  abei 
auf  eine  nicht  verschwindende  Ableitung 

F^'"^{c)     (l  <m<H) 
stofsen,  da 

F^''\c)  =  n!  a^ 

ist.     Man  hat  demnach 

F(c  +  h)  =  F(^c)  +  --^^  //'"  +  \     .  -  ^'  A'»+i  -] i.„i 
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wo  in  trigonometrischer  Form 

h  =  H  (cos  0  +  i  sin  9) 
sisiii  sollen.     Es  ist  mithin 

^±^  =  1  +  p„,  i^-  [cos  {y,n  +  me)  +  i  sin  (y,„  +  we)] 

Bestimmen  wir  nun,  was  uns  frei  steht,  6  so,  dafs 

ym  +  we  =  n 
ist,  so  erhalten  wir 

~f|*^  =  (1  -  9»  ^"')  +  c„.+  »  /*"•+'  +  •  •  •  +  c,  A-  . 
Nehmen  wir  H  zunächst  so  au,  dafs 

p„  ZT™  <  1 
^>  80  ei^ebt  sich  nach  dem  1.  Satze  in  I.  8 

F(e  +  h) 
F(c) 

F{e  +  h 
F{e) 

Durch  weitere  Verkleinerung  von  H  läfst  sich  jeden- 
&1]b  bewirken,  dafs  auch 


<  (1  -  p,„  11"-)  +  p„,+i  7/"'+i  +  •  •  •  +  p„.  //- 

<  1  —  p„  i^'''(l  -  ^"^±lH ZZ— "'). 


ist.    Dann  ist  aber 

\Fic  +  h)\<\F{c)\, 

also,  wenn  das  in  dieser  Art  bestimmte 

h  =  Q  -\'  öi 
gesetzt  wird, 

P(«  +  p,  ß  +  ö)<x. 

9.    Folgernngen. 

1)  Jede  algebraische  Gleichung  n**°  Grades 

F(x)  =  a^af"  +  «lir'— ^  H h««  =  0  (3) 

hat  n  Wurzeln  x  '=^  c^  c^ . .  Cn,  wobei  eine  wiederholte 


IV.  Abschnitt. 

Wurzel    80    oft   au  zäbleu   ist,    als   die   OrdnuDg  d^s 
NiilUeina  vun  F(j:)  anj^iebt. 

Nacli  dem  Satze  der  vorigen  Nr.  giebt  ea  miiidostens 
eine  Zahl  c,,  woför  F(c^)  =  0  ist,  Dividiren  wir  F{x)  liurcli 
den  Wurzelfactor  x  —  c,,  so  ist  der  Quotient  eine  giuiM 
Function  l^n— 1)*™  Gradea  von  xi  i'\(j:)  (Nr.  3).  Nach  dem 
genannten  Satze  giebt  ea  eine  Zabl  c^  (die  auch  gleich  c, 
sein  kann),  wofQr  F,(c^)  =  0  und  zufolge  der  Formel 

F{x)  ^  (x  -  c,-)  F,(x) 
auch  F(c^)  =  0  ist.     Mittelst  der  ganzen  Function  («—3)"* 
Giades 


FAX) 


-F,ix) 


gelangen  wir  zu  einer  dritten  Wurzel  ti,  der  Gleichuni;  (3). 
So  i'ortfahrend  werden  wir,  da  der  Grad  der  QuotiMiUu 
Fi{x)  F,(x) .  . .  sich  stets  um  eine  Einheit  ernieilrigl,  n 
Zahlen  c,  c^ . .  c^  erhalten,  deren  jede  die  Gleichung  (3)  bfr 
friedigt,  denn  man  hat 

F(i)-o,(i-c,){i-c,)...Ci-i:.).  W 
Wenn  unter  den  c^  .  .c„  fc,  (aber  nicht  mehr)  gleich  c,  sinfl) 
so  ist  F(_x)  durch  (x  —  c^)*'  theilbar  und  der  QuotiAit 

verschwindet  t'flr  a;  =  c,  nicht  mehr,  k,  ist  also  die  Ord- 
nung des  Nullaeins  von  F{x). 

Der  vorstebende  Satz  zeigt  schon,  dafs  wir  eret  durch  EidUinE 
iler  gemeiueu  complexen  Zahlen  die  richtige  Gmtidlagc  f^  die  in*" 
lyaifl  eriangt  haben.  Ohne  dieaelbea  würdon  nich  ihre  SftUe  »iel  "* 
stilndlicher  R^Btalten.  So  könnteo  wir,  wenn  wir  blofs  die  reell» 
Zahlen  zulassen  würden,  nur  sageii:  Eine  algebraische  Gleichung  iW 
geradem  Grade  hat  entweder  keine  oder  zwei  oder  vier  ,  .  .  ,  ein«  W 
imgeradem  Gradi;  hat  entweder  eine   oder  drei  oder  fünf  . . .  Woi»"- 

2)  Die  Formel  (4)  lehrt,  dafs  wenn  sämmtUche  reellen 
und  complexen  Zahlen  aU  bekannt  vorausgesetzt  werdfln^. 
jede  ganze  Function  m""  Grades  von  a:  in  n  lineirft 
Factoren  zerlegt  werden  kann. 

Aus  (4)  ergeben  sich  ferner  nach  dem  2.  Satze  in  Ni. 
die  folgenden  Beziehungen  zwischen  den  Coefficitn* 
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en  ÜQ  a|..a«  der  Gleichung  (11)  und   ihren  Wurzeln 


«0 
«3 

'/»  ^V  ^''  —  a 


2m  Cp  Cq  Cr  =  ~ 


C|  Cj  .  .  .  C^  — *  ^         1^ 


orin  die  Summen  sich  erstrecken  bez.  auf  alle  Amben  p  q, 
if  alle  Temen  p  q  r . . .  aus  den  Nummern  l,2..,n. 

Jede  mehrfache  Wurzel  von  (3)  ist  zufolge  ihres  Be- 
•iflfes  (Nr.  3)  auch  Wurzel  der  Gleichung  F(x)  =  0 ,  folg- 
-h  auch  Wurzel  des  gröfsten  gemeinschattlichen  Theilers 
(a:)  der  Functionen  F(z),  F'(x).  Umgekehrt  ist  jede  Wur- 
1  von  T(x)  eine  mehrfache  Wurzel  von  F(x).  Nunmehr 
>niien  wir  aber  den  folgenden  Satz  aussprechen: 

3)  ,yEs  seien  c,  Cg  . . .  c<  ungleiche  Zahlen  und  i  <  n. 
'^eim  Cj  eine  ÄTj-fache,  c^  eine  Ä-g-fache  , . ,  Ci  eine  Ärfache 
Wurzel  der .  Gleichung  (3)  ist  und  sie  keine  anderen  Wur- 
'In  hat,  so  dafs 

t,  +  ^  +  •  •  •  +  ^'/  =  w 

F{x)  —  ao(a;  —  c,)**  (x  —  c^)*»  .,.(x  —  Ci^i  (5) 

»m  mufs,  so  ist  das  Product 

T{x)  =  {x  —  c.Y^-^  {x  —  c^^-^  .,.{x-  CiYr-^ 

^>f  grSfste  gemeinschaftliche  Theiler  von  F(x)  und 
(x),  somit  rational  in  den  Goefficienten  a^  aj  . .  a«/' 
Die   Formel   (5)   zeigt,   dafs  F{x)y   die   Formel  (())  in 
'*".  3,    dafs   F\x)   durch    T(x)    theilbar   ist.     Die   ganzen 
Unctionen 

F{x)  :  T{x)  =  ^o(^  —  ^i)  {x  —  c^  . , ,  {x  —  o) 
^d  F'{x) :  T{x)  haben  keine  gemeinsame  Wurzel  mehr, 
ienn  eine  solche  könnte  nur  eine  der  Zahlen  q  c^  . .  Ci  sein, 
4r  deren  keine  F'ix)  :  T{x)  den  Werth  Null  annimmt.  Also 
laben  F(x)  :  T{x)  und  F'{x)  :  T(x)  keinen  ITieiler  mehr 
;emein. 
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4)  Einer  Gleichung  mit  reellen  Coefficieuten  ge 
nügt  neben  einer  coniplexen  Wurzel 

a;  =  a  +  /3i 

auch  die  conjugirte  Zahl 

X  =  a  —  ßi 

und  zwar  kommen  beide  Wurzeln  gleich  oft  vor. 
Soll  F{a  +  ßi)  =  0  sein,  so  mufs  nach  (1) 

0(a,  ^)  =  0        Y(a,  ^)  =  0 

sein.  Im  Falle  dafs  die  Coefficienten  a^a^  , . .  a^  reell  sind, 
hat  man 

also 

F{a-  ß{)  =  0. 

Da  wir  denselben  Schlufs  am  Quotienten 

F(^)  ^ F{x)  _ 

der  eine  ganze  Function  (n— 2)**'*  Grades  von  x  mit  reellen 
Coefficienten  darstellt,  wiederholen  können  u.  s.  f.,  so  ergiebt 
sich,  dafs  die  Wurzeln 

X  =  a  -\-  ßi     und     x  =  a  —  ßi 

der  Gleichung  (3)  gleich  vielfach  sind. 

Deckt  man  sich  unter  der  Voraussetzung,  dafs  die  öo 
«i  . . .  «VI  reell  sind,  in  (4)  die  zu  jedem  Paare  conjugirter 
Wurzeln  gehörigen  Wurzelfactoren  mit  einander  multipUcirt, 
so  erhält  man  den  Satz  von  Gaufs*):  Jede  ganze  Function 
von  x  mit  reellen  Coefficienten  läfst  sich  in  reelle  Factoren 
des  ersten  oder  zweiten  Grades  zerlegen." 

6)  In  vielen  Lehrbüchern  wird  ein  besonderer,  schon  von  Cot«^ 
gefundener  Fall  des  folgenden  Satzes^)  angeführt  „Es  seien  C|C,- -^ 
die  Wurzeln  der  Gleichung 

G(a:)  =  x»  +  6,  «"-^  +  .  .  .  +  ft,.!«  +  ft, , 

jede  so  oft  angesetzt,  als  sie  darin  vorkommt,  so  dafs 

G{x)  =  (:c  —  Cj)  {x  —  c,)  .  .  .  (x  —  c^) 
ist.     Constiiiirt  man  in  der  Ebene  XOY  die  Strecken 

OM  =  X,     OC,  ^  c,     O C,  =  c„  .  .  .  OC^  =  c^  , 
so  ist  demnach 
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G{(JM)    ^    C^M    .    C^M    .  .  .    G^M 

\  G(OM)  I  =  I  6\  Jtf  I  .  i  C;  Jtf  i  .  .  .  !  C^  jtf  I ." 

»ondera  einfach  gestaltet  sich  diese  Formel,  wenn  x  und  die  Coef- 

ienten  &,...&.  reell  sind ,   wie   in   dem    von   C  o  t  e  s  betrachteten 

die,  wo 

G{x)  «  ic"  -  6 
i  setien  ist. 


Anhang.     Arithmetische  Reihen  nnd  Interpolation. 


10. 

Die  Differenzenreihen. 

I. 

11. 

III.    .    .    . 

y, 

) 

Ay 

0 

yi 

i 

A*S 

'o 

Ay, 

A'y« 

Vi 

A^^j 

'«           • 

• 

■ 

• 

Ay, 

• 

• 

y» 

A"2/o 

.'^"Vi 

A*y„_3      .    : 

:    A»j 

^-s              .  •  ■     : 

Ay 

«— 1 

A-'y,-«          : 

y 
y 

n 

A^i 

<n 

^n-l 

Es  sei  eine  Reihe  von  beliebigen  Zahlen 


VoV 


i  •  •  • 


Vn  ,  »»+1 


Orgelegt  Man  bildet  zuerst  die  Differenzen  der  aufein- 
>&derfolgenden  Glieder,   wofür  gewöhnlich  die  Bezeichnung 

Ayr  =  yr+l  —  Vr       (>*  =  0,  1,  2  .  .  .) 

[ebraucht  wird.  Subtrahirt  man  je  zwei  aufeinander  fei- 
nde Glieder  der  ersten  Differenzenreihe  (I),  so  erhält  man 
ie  zweiten  Differenzen  (II)  der  gegebenen  Zahlen 

A^y,  =  Ay.+,  -  Ay,     (r  =  0,  1,  2  . . .) 

8.  f.     Auf  diese  Weise   gelangt   man  nach   und   nach  zur 
\ — 1)***  Differenzenreihe  mit  den  Gliedern 


A"-'y„,    A"-'y, ... 
uud  eudlicli  zur  »""  mit  den  Gliedern 

A-J,  -  A-'SH-i  -  A—'ür     (>--0,  1,2...),       (21 
bei  der  wir  stehen  bleiben.     FQr  die  Ditferenzeo 

Ay,  A"y,  A^i/r  .  . .  A"i/r    (r  =^  ".  1,  y  .  . .) 
ergeben  sich  die  folgenden  Äuädrücke   durch  die  Zahlen  der 
Eeihe  (1) 

A  s/,  —  i/,+,  —  ), 

A'j,  —  y,+.  —  Syr+,  +  ), 

&'),  —  y,+,  —  ay,-^,  +  3j,+,  —  Sr 


0 

rd   dui 

imen,  < 


(I) 


Die  letzte  Formel  wird   durch   den   Scblnfa   von  n — 1   auf  il 

begriiiiOet.     Aiigeriümmen,  es  sei 


A''-'f/,.+,  =  2  ^"  1)"-'-'  ("/)y,+t+i, 

80  findet   man   mit  Benutzung    der  in   VIII.   3.  d.  I,  T.  er 
wähnten  Gleichung 

a+C7')-(:) 

aus  (2)  sofort  die  Formel  (I). 

Die  Formel  (I)  gilt  auch  bei  negativen  Werthen  von  r 
d.  i.  wenn  man  eich  die  Reihe  (1)  durch  die  Glieder  y_,, 
y_-s...  nach  rückwärts  verlängert  denkt. 

Au8  (l)  ergeben  sich  unmittelbar  die  folgenden  Sätu 
der  Differenzenrechnung:  1)  Sind  die  Glieder  der  ge- 
gebenen Reihe  (I)  Summen  mit  gleichviel  Gliedern,  so  iät 
jede  «*•  Differenz  gleich  der  Summe  der  entsprechenden  n™ 
Differenzen  für  die  aus  den  gleichütelligeu  Gliedern  i"  , 
Summen  (1)  gebildeten  Reihen.  2}  Ein  gemeinsamer  Factor 
c  der  Glieder  (1)  ist  auch  Factor  jeder  «'""  Differenz  d.  i. 
A"(cffr)=cÄ»yr. 
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Aus  diesen  beiden  Säizen  folgt:  3)  „Die  m^  Differenz 
einer  ganzen  Function  m'®"  Grades  von  z 

F{x)  =  a^,x"'  +  ^iX"*-*  H h  a„. 

ist  constant,  d.  li.  setzt  man  in  (1) 

yr  =  F(x  +  r<{)     (r  =  0,1,2...), 
so  hat  A"*i^(a;)  den  von  .r,  also  A"'yr   den  von  r  unabhän- 
gigen Werth  tn !  d*"  a^ ." 

Beweis.     Vermöge  der  Formel 


(a:  +  £/)*-  X*  =  rf  {ka/^^  +  k^y-^d  H (-  d' 


k—i  \ 
I 


(*=  l,2...m) 
findet  man,  dafs 

AF(a:)  =  F(a;  +  d)  -  F{x)  =  mda^^x"'-'  -\ 

eine  ganze  Function  (m  — !)*•"  Grades  von  x  sein  mufs,  wo- 
rin ic"*~*  den  Coefficienten  mda^  hat.  Indem  also  ^F{x) 
eine  ganze  Function  (w  —  1)''"  Grades  von  x  ist,  ergiebt  sich 
durch  denselben  Schlufs,  dafs 

A^F{x)  =  AF{x  +  d)  —  AF(x) 

=  ni(m  —  1)  fPa^  ^"*~*  H 

eine  ganze  Function  (m — 2)*®**  Grades  vqji  x  ist,  worin  a;"*~^ 
den  Coefficienten  m(m  —  l)«^*«o  '^^^^  "•  ^^^^  ^-  Schliefslich  er- 
halt man 

^"'F{x)  =  m\  d"*aQ. 

Setzt  man  hier  statt  x    x  '\-  rd,  so  erhält  man  auch 

LT'Fix  +  rrf)  =  m !  rf"*«« . 
U.    Durch  Auflösung  der  Gleichungen  (I)  gelangt  man 
^Jäzu,  die  Glieder  j/r+i  yr+a . .  'Vr^n  der  Reihe  (1)  durch 

yr,  Ayr,  A^yr  . . .  A'-yr    (r  =  0,  +  1»  +  ^  •  •  •) 
AQssudrücken.     Man  findet  nacheinander 
yr^x  =  yr  +  Ayr 
yn-»  =  yr  +  2Ayr  +  A^yr 
yr+8  =  yr  +  3Ayr  +  3A^yr  +  A>r 


(P<w)   yH^  =  2(')^*y^-  ^"^ 


126  n.  Abschnitt.     Nr.  11.  12. 

Dabei   ist  A^f/r  =  Vr  zu  setzen.     Auch  diese  Formel  beweist 
man  leicht  durch  den  Schlufs  von  p  —  1  auf  p. 

Der  Formel  (II)  steht  eine  zur  Seite,  welche  die  Glieder 

Vr—l       Vr—i  •  •  •  J/r— « 

der    (nach   rückwärts    verlängerten)    Reihe   (1)  durch   die 
nach  rückwärts  verlaufenden  Differenzen 

yr        A^r-l         A2yr-2  .  .  .  A"  ifr-n 

auszudrücken    lehrt.      Wir    erhalten   sie   durch    Auflösung 
der  in  (1)  enthaltenen  Gleichungen 

A"yr-2  =yr  —  2yr-^i  +  yr-i 


A'»  yr-n  =  yr—  nyr-l  H h  yr 

nach  yr—1)  yr-2  u.  s.  f.  —  Daraus  folgt 

Vr-l  =yr  —  ^  yr-1 

j/r_2  =  j/r  —  2Ayr-i  +  A*yr-2 


{p  <  n)     yr^  =  ^  (-  1)^  Q  A*y._. .  (III) 


12.    Arithmetisohe  Beihen  m^®'  Ordnung. 

Wenn  die  Reihe 

•  •  •  y-2    !/-i    yo    yi    ^2  •  •  •  (3) 

so  beschaffen  ist,  dafs  die  m^  Differenz  constant  ist,  so  heifst 
sie  eine  arithmetische  Reihe  w*®'  Ordnung.  Den  Aus- 
druck des  allgemeinen  Gliedes  derselben  yp  liefert  die 
Formel  (II).  Setzt  man  dort  r  ==  0  und  läfst  n>;|)  und 
p  >  m  sein,  so  folgt  wegen 

t,m^r^y^  =  A"'+^yo  =  •  •  •  =  A»yo  =  0 


m 


yp  =  2M*)^*yo.  (4) 

0 

Die  Formel  gilt  auch,  wenn  p  <  m  und  p  negativ  ist.  Letz- 
teres ergiebt  sich  auf  folgende  Art.  Nach  (4)  ist  yp  bei 
2?  >  0    eine    ganze    Function    m*°"    Grades    von  jp.     Da   um- 
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gekehrt  die  Werthe  einer  ganzen  Function  m*°"  Grades  von 

X  für 

x  = 2,  -  1,0,+  1,  +  L>... 

eine  arithnietisclie  Reihe  m***'  Ordnung  bilden   und  die  Zahl 
yp  auch  bei  |>  <  0  aus  den  Werthcn 

yo»    ^»0»   ^"^u  •  •  •  ^"'yo 

vollständig  bestimmt  ist,    so   niufs   sie   auch    bei  p  <  0    mit 
der  rechten  Seite  von  (4)  übereinstimmen. 

Auf  ähnliche  Art  tindet  man  aus  (Illj  die  Formel 


in 


yp  =  2(-i)*(7)A*?/-. 


0 

m 


= 2*  rr)  A*y-..  (D) 

0 

Die  Summen 

«p  =  Vo  +  yi  H 1-  yp   0>  >  0) 

bilden   eine  arithmetische  Reihe  (m  +  1)*^'  Ordnung.     Fügt 
man  Null  als  erstes  Glied  hinzu,  so  hat  man  nur  in  (4) 

y^  =  0    AO«yo    A-'O  =  Ay„ . . .    A-+»0  =  A-y„ 
zu   setzen,  um  die  Summenformel 

1  0 

zu  erhalten.  —  Die  Summen 

5-p  =  y-p  +  y-/>+i  H —  y-i  +  y,,   (/^  >  o) 

bilden  nach  steigendem  Index  geordnet,  ebenfalls  eine  arith- 
metische Reihe  (m  +  1)*"  Ordnung,  welche  mit  den  Gliedern 

0,     —  5i+yo;     —  ^2  +  yo--- 
fortzusetzen  ist.     Demnach  findet  man  nach  (4) 

w-f-l 

s-p  =  yo  +  >*  {7)  ( -  ^'-'Vo) 


in 


(2'+l)yo-2U'.)^'?/«- 


Beispiel.     Die  ^**^"  Potenzen  der  natürlichen  Zahlen 

1'«    2"*  .  .  .  (n  -  1)"'  .  .  . 
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bilden  nach  Nr.  10  eine  arithmetische  Reihe  m*^  Ordnung,  welche  au 
folgende  Art  snmmirt  wird.     Es  sei 

1»»  4.  2"*  H ^-  (n  —  ir  =  S^^^     (n  >  2) . 

Nach  (6)  hat  man  für  yo  =  O"* 


m 


es  läXst  sich  demnach  S^^  als  ganze  Function  (m  +  1)**°  Grades  vo 
n  darstellen.     Setzt  man 

so  kann  man  die  Coefficienten  c^  recurrirend  bestimmen.     Aus  der  hii 
sichtlich  n  identischen  Gleichung 

m 
0 

ergeben  sich  vermOge  der  Formel 

(n  +  ir+i---  -  n-'+i-'  =""2  r^rO  n""*-'~'~* 

1 
durch  Yergleichimg   der  Coefficienten   derselben  Potenzen   von  n  a 
beiden  Seiten  die  Formeln: 

1  =  («  +  1)  c. 

<»  =  (*"  2"  0  '»  +  *"'• 

» = 5^- (:+ 1-;) ''^  (Ä=2,3. ..».). 

0 

Daraus  folgt 

1  , 

^'~m  +  i       ^' *• 

Falls  r  >  2  ist ,  setzen  wir  zunächst 

c   ^h  +  ^\  -^1 
^r        [     r     )    m+1' 

wodurch  die  vorstehenden  Gleichungen  übergehen  in 

Hieraus  erkennt  man,   dafa  d^  explicite  nur  von  r,  nicht  vo 
m  abhängt  und  findet 

dj  =  d^  =  .  .  .  =  0 . 
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r  werden  in  VII.  9  f.  sehen,  daffi  allgemein  ^22«  "^  ^  ^^^ 
B»  —  (-  1)*"^  ^2^1    («  =  1,  2  .  . .) 

e  pOflitiTe  Zahl  ist.-  B^,  B^  ,  .  ,  heifsen  die  BernouUi^schen 
hlen.    Man  erhält  ans  den  Gleichungen  (7) 

■öl  •=  i     -^i  =  3*J     -B»  =  i4     ^4  =  ^^ö      ^a  =  A 

^«  -  WiF    B,  =  iu.^.  w. 
Die  ganien  Functionen 

qpj  (a;)  «■  X        <p,  (a;)  =  ar*  —  x 

(in>8), 

eher  Ansdrack  bei  ungeradem  m  bis  zum  Gliede  mit  x^  bei  ge- 
Mn  m  bis  zu  dem  mit  x*  fortzasetzen  ist,  nennt  man  Bernoul- 
obe  Functionen^).    Hiernach  hat  man 

besteht  die  Relation 

9«4.i(«  +  1)  -  9',„+i(^)  =  (w  +  1)«"» ,     (m  ^  0) ; 

n  sie  gilt,  wie  die  letzte  Formel  zeigt,  für  jedes  ganzzahlige 
^2.  — 

Setzt  man  in  (7)  ^  »»  m ,  so  folgt  noch 

V^+iW^O     (m^l). 

Die  Lagrange*sohe  und  die  Newton'sohe  Interpolations- 

formel. 

Es  giebt  eine  und  nach  dem  2.  Satze  in  Nr.  3  nur  eine 
öze  Function  n**^  Grades  von  x,  welche  für  x  =  Xq  den 
gebenen  Werth  y^  annimmt  und  für  die  von  Xq  und  unter 
•l  verschiedenen  Werthe 

X  •""""  X\  ■       X^  •  •  •  Xfi 

uU  ist.  Nach  dem  Hilfssatze  in  Nr.  5  mufs  eine  solche 
^ction  durch 

(X Xi)  (X  —  X2)  .  .  .  (X  —  Xn) 

Leilbar^  folglich  von  der  Form 

if  ^C(x  —  Xi){x  ^X^)  .  ,.{X  —  Xn) 

in.  Bestimmt  man  die  noch  willkürliche  Constante  c  so, 
ifs  für  rc  "=  Xq  y  =  y,>  ist,  so  findet  man 

8 toll,  VorlMungen.    II.  9 


wobei 
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te,)  {sc  —  a^) («  —  m^) 


P-K)  *-*, 


.   (8) 


(«  —  «o')  (a;  —  ar,)  . . .  (a:  —  ä„)  =  P(ar) 
gesetzt  ist  uud   P'(a:)   die  Ableitung  von   P{x)   naob  x  I»- 
zeichnet. 

Defagleichen  giebt  «b  eine  nnd  nach  dem  2.  8atw  in 
Nr.  5  nur  eine  ganze  Function  »*•"  Grades  von  x:  F{i\ 
welche  für  die  ungleichen  Werthe  x '^  Xg,  l,...!, 
bez.  die  gegebenen  Werthe  y  ^  y^^  Vi  -  -  ■  y-  annimmt 
Und  zwar  erhält  man  dafQr  nach  der  Formel  {S)  den  km- 
druck 

Denn  setzt  man  rechts  x  =  Xr,  so  sind  alle  Glieder  Null  mit 
Ausnahme  des  hier  angeschriebenen,  das  den  Werth  y  =  yr 
annimmt.     Die   Formel   (IV),')    welche   die   Lagrange'sche 
Interpolationsl'ormel  heilst,  erscheint  als  besonderer  Fall  eil 
in  V.  12  angeführten. 

Nimmt    man   in    (IV)   die   Werthe  x„,  x^...x,  äq 
distaat  an  und  setzt 

x„  =  a,    x,  =  a-\-rd     (r  =  l,  2  . .  «)     x  ^  a -^  vd , 
wo  a  d  V  zunächst  beliebige  Zahlen  bedeuten,  so  erhält  n>ui 

(9) 


no  +  vA-^OO'- 


Da  die  Werthe 


.  F{a  +  rd) 
-l,0,+  l,  +  2...) 
eine  arithmetische  Iteihe  n**'  Ordnung  bilden,  so  findet  m»" 
nach  (4)  für  jeden  gauzzahligen  Werth  von  v 

(V) 


Fifl  +  vd)--^Qa.',,. 


Indem  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  ganze  Functitmö' 
»i"°  Grades  von  v  stehen,  so  darf  mau  nach  dem  2.  Sali' 
in  Nr.  5  achliefsen,  dafs  sie  für  beliebige  Werthe  von* 
gilt.     Die    Formel   (V)   heifst   Newton'sche   InterpoUtJon»- 


i 


brmel.     Auf  ähnliche  Art  gelangt  man,  von  (5)  ausgeheDcl, 
Formel 

Fia  +  vrf)  =  2  {"/)  C-  D*  ^'  y-^ '  CVl) 

welche  bei  der  Interpolation  von  rückwärts  benutzt  wird.  — 
Uebrigena  läfat  sich  F{a  -\~  vd]  auch  direct  mit  Hilfe  der 
Relationen  (11),  (lllj  in  die  rechte  Seite  der  Formeln  (V), 
(VI)  überführen. B) 

14.    Jnterpolirte  Funotlonswerthe. 

Es  sei  f{x)  eine  eindeutige  Function  von  x,  von  der  zu- 
nithat  die  zu  den  ungleichen  Wertlien  von  x  ^  Xg,  Xi . . .  Xn 
gehörigen  Werthe 

t(.0-y,  /■(«,)-»,.../(»:.)-». 

bekannt  sind.  Weifs  man  noch  weiter,  dals  f{x)  für  alle 
W'erthe  eines  die  Punkte  x^  x^  . .  x^  enthalteuden  Bereiches 
ane  ganze  Function  von  höchateua  w'""  Grade  von  a;  sei,  so 
irt  sie  vollständig  durch  die  Formel  (IV)  bestimmt. 

So  wird  die  Aufgabe,  zwiacben  Je  zwei  Glieder  einer  arithmeti- 
ichen  Keihe  t«"'  Ordnung  mit  dem  allgemeinen  Gliede  (4)  q  Olieder 
■0  einzuscbalteu ,  iah  die  GeBamtntheit  aller  Glieder  £^  neuerdinga 
«ine  arithmetiache  Reihe  m^'  Ordnung  bildet,  nach  der  Formel  (V) 
Belöst.  z^  mn&  nämlich  eine  gauKe  Function  m""  Grades  von  »  sein 
"Od  fär  n  ^=  gp  mit  w     ilbeteinatimmeii.     Man  hat  demnacih 


-^(!) 


^*!/.. 


Wenn  jedoch  auCäerdem  nur  bekannt  ist,  daTs  eine  solche 
KMize  Function  ji'™  Orades  von  x:  F(x)  existirt,  dafs  ihr 
"nterachied  von  !'{x)  für  alle  Wer.the  von  x  im  genann- 
ten Bereiche  dem  absoluten  Betrage  nach  unter  einer  be- 
stimmten positiven  Zahl  e  liegt,  ao  stellt  die  Formel  (IV) 
f(i)  bis  auf  einen  Fehler  vom  absoluten  Betrage  t  dar.  Im 
Psile  dafs  die  Werthe  ar„  x,  . .  x,  Uquidistant  sind,  ersetzt 
man  (IV)  durch  die  Formeln  (V)  und  (VI),  von  denen  mit- 
hin ebenfalls  das  Gesagte  gilt.  Wenn  x  eine  reelle  Ver- 
üoderliche   und  f(x)   eine   reelle   Function  derselben   ist,   so 


dafs  *  auf  das  Intervall  (— -J-ji)  bescliränkt  werden  kinn, 
so  gebraucht  man  die  erstere,  falls  v  zwiscbea  0  und  |,  die 
letztere,  falls  v  zwischen  —  ^  und  0  liegt. 

Bei  DumeriBcher  Berechnung  der  rechten  Seiten  der  Fonneb 
(V)  ond  (VI)  zeigen  eich  noch  zwei  Fehlerqnellen,  so  dah  dff  DntM- 
achied  Kwisehen  f(a  +  *  d)  nnd  dem  Resultat«  dieaer  Rechnnnii  i 
übeiateigen  k&nn.     Gratens  müfieen  anstatt  der  wabrm  FunetioDimrUit 

Vr  =  '■(«  +  '••i) 
gewöhnlich  unvollständige  Dacimalialilen  ij^  gebraucht  werden,  itTn 
jede    mit   Einheiten    von    der    Ürdnung    10''   achlieret    und   mit  eiBon 
Fühler  d^,   welcher   abaolut    genommen   unter   einer   positiven  2M  i 
liegt,  behaftet  ist.    Zweiten»  werden  die  Frodacte 
(1)^1.      (S  =  l,2,..«) 
nicht  TolUtändig,    aoadern  abgekQrzt  entwickelt,    wodurch  aenerdingt 
Fehler   begangen    werden.     Zu   ihnen  gesellt  «ich  noch   ein   Fehl»  ;, 
dem  aheoluten  Betrage  nach  anch   anter  d  gelegen,   der  von  der  Ter- 
kürsiang   der  aaa  den  genannten  n  Producten  gebildeten  Sumne  anf 
Einheiten  von  der  Ordnung  10^  herrührt.  —  Der  aas  der  ereten  <Juell* 
stammende  Fehler  Ufat  sich  so  abschätzen.     Setzt  man 

SO  hat  man  nach  (9) 

■!'"■  +  ""- 2' C)(--3 '- 

Der  erste  Theil  rechts  slimmt  aberein  mit 

Jc)^,., 

der  zweite  wird  also  vernachlässigt. 

Ist  0<«<iuiidr>i,  90  liat('J  das  Zeichen  von  {-  Ip*  '«' 
der  Einomialcoefficient  C^'^'^  "t  positiv.  Demnach  bleibt  der  »''*'" 
lute  Betrag  des  zweiten  Theilea  unter 

|cr)+i?  (-')'-■  (;)(::;)!'■       "' 

Ist  0  >  »  >  —  l ,  »0  bat  ('J  das  Zeichen  von  (—  l)'  nnd  (^J 
iat   pOBiliv.     Dabei  sind   diese    Binomialcoefficienten,   abaolat  geoW 
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BD,  TOD  r  —  2  an  gröfser  als  die  entsprechenden  oben.  Benutzt  man 
tgegen  jetit  die  Formel  (VI),  so  kommt  man  wieder  auf  die  abso- 
te  Fehlergrense  (10),  indem  aus  (IV)  für 

!.(«  +  ,^  =  2  (T)  O-^ 

0 

»igt  Somit  ist  in  dem  in  Bede  stehenden  Falle  die  Formel  (VI)  vor- 
ziehen. —  Im  Falle  n  =»  1  liefert  (10) 

{1  —  V  +  v)  d 

i.  d.    Rechnet  man  hierzu  wenigstens  noch  den  Fehler  von  ^(a  -^  vd) 
id  den  zuletzt  genannten  9,  so  erhält  man  für  den  absoluten  Betrag 
'8  Fehlers  des  interpolirten  Functionswerthes  die  Grenze  £  -|-  2d. 
Interpolation  der  gemeinen  Logarithmen.     Bei  positivem 

bat  man 

0<a-  l{l+x)<{x', 

i  negativem  o;  >  —  1 

0<x-J(l+x)<   ---^^^-^.») 
tzt  man  hier 

^  nialtiplicirt  mit  dem  Modulus  M  der  gemeinen  Logarithmen,  so 
gt  aus  der  ersten  Formel 

^-  +  log  a\  -  log  («  +  »')<  2   •  -i* 

bt  die  Tafel  die  Logarithmen  der  Zahlen  von  10^'  bis  lO^S  so  ist 
^    10**,  folglich  wenn  v  positiv  und  <  \  ist, 

M    v^  ^^^       1     . 

Berficksichtigt  man  beim   Vorwärt sinterpoliren  nur  die  er- 
^    Differenzen  d.  L  beschränkt  man  sich  auf  die  beiden  ersten  Glie- 
der Reihe  fdr 

log  («  -f  V)  , 

bat  man  die  Fehlergrenze 

M     _!_  _  0,06428 . . 

*  ""8"  '  10^  ""      ~1Ö^^~ 
setzen.    Beim  ROckwärtsinterpoliren 

(0  >  »  >  -  i) 

^  zufolge  der  zweiten  Formel  e  etwas  gröfser  anzusetzen,  nämlich 

=  -^ 

*  ""  8  .  10«^ 


\         2 .  10^/ 
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Sind  die  Logarithmen  der  natürlichen  Zahlen  in   der  Tafel  aaf 
l  Stellen  genan ,  bo  dafs 

10' 


^  =  i 


ist,  80  nimmt  man  2p'^l  an,  also  bei  einer  vierstelligen  Tafel  p^=^2, 

bei  einer  fünfstelligen  p  «:  3,  bei  einer  sechs-  nnd  siebenstelligen  p  ^==i. 
Die  absolute  Fehlergrenze  für  die  vorwärts  interpolirten  Logarithmen 
liegt  dann  nicht  unter 


f  +  2d  =  —  .  __ 
8      lo^P 


+ 


10' 


z.  B.  bei  siebenstelligen  Tafeln  nicht  unter  1,006428...  :  10^ 


V.  Abschnitt. 
Unendliclie  Reihen  mit  eomplexen  Gliedern. 

L  Convergente  micl  divergente  Reihen. 

Es  sei  eine  endlose  Folge  von  beliebigen  Zahlen 

Oq    a^     a^ . .  an  . . . 
gegeben.     Wenn  wir  die  Partialsunimen 

«0  =  «0       *1   =  «0  +  ^h       ^2  =  ^0  +  «1   +  «2  •  •  • 


n 


«0  +  «1  H h  ««  =   >/' « 


'p 


"Aden,  so  kann  5„  beim  Grenzübergänge  lim  w  =  +  cx) ,  wo- 
oei  n  alle  ganzen  Zahlen  von  Null    an  zu  durchlaufen  hat, 
®üien  endlichen  Grenzwerthahaben  oder  nicht.     Im  ersten 
^•"e  heifst  die  unendliche  Reihe 

^^^ivergent,  im  zweiten  divergent. 

Wir  sagen  demnach,  dafs  die   unendliche  Reihe  (1) 

^^vergirt  und  a  ihr  Grenzwerth  ist,  wenn  zu  jeder 
*^^8itiven  Zahl  e  eine  positive  Zahl  ft  so  gehört,    dafs 

^^  alle  Werthe  von  n  grofser  als  fi 

\Sn  —  a\  <£  (2) 

^*t.    Daraus  folgt,  dafs  wenn  jedes  Glied  von  (1)  in  seinen 
^^ellen  und  imaginären  Theil  zerlegt  wird: 

On  =  cCh  -{-  ßni, 
ftuch  die  ersteren,  sowie  die  letzteren  eine  convergente  Reihe 
bilden  müssen.    Denn  ist 
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V 

Abfichnit 

.    Nr. 

1 

».  + 

„,  +  ■■ 

+  ". 

=  a. 

fc  +  ^,  +  ■  ■ 

+  ß. 

s,  = 

0.  +  «. 

a  = 

»  +  ?'. 

■o  hat 

mau  für 

»>(" 

auch 

0. 

—  a  1  <  e     und 

1'. 

-/i|< 

Demnach  ist 

limo. 

—  « 

Iim< 

-ß- 

^L  Kit< 


äind  umgekehrt  die  Reilien 

«0  +  «,  +  ■■  ■     und     ßo  +  ß,-\---- 
couvergent,  so   auch  die  Reibe  fl).     In   der  That   folgt  su6 
(3)  für  «  >  ^ 

|s,  —  a  —  ßi\<2t. 
Die   Dothwendige    und   hinreichende   Bedinguag 
dazu,  dafa  die  Reihe  o^  -|-  b,  -j-  ■  ■  ■  convergirt,  besteht 
darin,  dafs  jeder  positiven  Zahl  e  eine  positive  Zshl 
(i  sich  Bo  znordnen  läTst,  dafs  wenn  h>-^  ist, 

I  o^i  +  «M-«  +  -  ■  ■  +  a.+. '  <  «  (r  =  1,  2  . . .)  C^). 
ist,  was  für  eine  natürliche  Zahl  r  auch  nein 
—  Zufolge  (2)  i«t  bei  Convergcnz  der  Reihe  (_l)  nothwendig» 
dafa  wenn  m  >  ft  ist, 

I  s„+r  —  a\<s,     also     |  s*+^  —  s,  ]  <  St 
ist.     Wenn    aber    (4)    erfüllt  ist,   so   ergiebt  sich,   dafs  t»^ 
n>  fi 

!  «n+i  + h  «-+--  I  <  E 

I  ^,+1  +  ...-{- ß^\<s         (r  =  1,  2  . . .) 
ist.     Somit  convergiren  die  Reihen 

ßo  +  «1  H uß«!     (So  +  (3,  +  -  ■  ■ 

und  daher  auch  die  Reihe  (I).  —  Zur  Convergenz  derBff*-* 
(1)  ist  »war  nach  (4)  nothwendig,  jedoch  nicht  hi* 
reichend,  dafa  a,  bei  lim  n  =  -|-  oo  den  GremweK"* 
Null  hat 

Der  voretehende  Satz,  welcher  als  ein  besonderer  F** 
eines  Satzes  in  III.  7  zu  betrachten  ist,  hat  denselben  Wort- 
laut, wie  der  ihm  entsprechende  in  X.  1  d.  I.  T.  Das  vi^ 
Dank  der  zweck mäfsigen  Ausdehnung  des  Begriffes  „ahso- 
hiter  Betrag"  bei   vielen  Sätzen   dieses  Abschnittes  der  FsJl 
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Bern;  selbst  die  in  der  reellen  Reihentheorie  gegebenen  Be- 
weise lassen  sich  oft  in  dem  jetzt  betrachteten  allgemeinen 
Falle  gebrauchen.  So  können  wir  genau  so  wie  a.  a.  0. 
beweisen: 

1)  Die  unendliche  geometrische  Reihe 

1  +  a;  +  ^  +  •  •  • 
convergirt  dann   und   nur  dann,  wenn  x  dem  abso- 
UtenBetrage  nach  kleiner  als  1  ist  und  zwar  ist  ihr 
Grenxwerth  1  :  (1  —  a;). 

Ans  diesem  Satze  folgt,  daüs  wenn  ,  ^  |  <<  |  a  |  ist , 

a  —  X  X  a         a^ 

a 

"^^M  man  sich  a  in  trigonometrischer  Form: 

a  f=»  A{  cos  a  -|-  i  sin  ff } 

^  a;  als  reelle  Zahl  £,  so  dafs 

a  A{Ä  —  J  cos  a)  —  iA  J  sin  a 

^*  to  erh&It  man  die  für  alle  reellen  £,  deren  absoluter  Betrag  kleiner 
**■  -4.  ist,  giltigen  Entwickelnngen 

{Ä  —  g  cos  a)  Ä 
A*  —  2Äfco%  «  +  g'' 

{  /g  \n 

—•  1  +  "j~  COS  o  +  •  •  •  +  I  •  j  I    cos  na  +  •  •  • 

A*  sin  a 
A*  —  2AicoBa  +  g» 

I    S    •   «     .  .   /  6  \»-^  .  , 

-•  sm  a  +  -j-  sin  2a  +  •  •  •  +  \~r)       ^^^  na  +  •  •  •  . 

Coefficienten  dieser  recnrrenten  Reihen  lassen  sich  anch  mittelst 
^corsionsgleichuDgen  erhalten.    Dafs  ihr  Convergenzinterrall  ge- 

"^    {-^  Af  A)  ist,  erkennt  man  anch  nach  IX.  22  d.  I.  T.  sofort,  in- 

'^  die  Coefficienten  von 

^•chen  den  Grenzen  —  1  und  +  1  liegen.  —  Schreibt  man  in  der 

'^^ten  Formel  statt  A  cos  a  ^  sin  a  bez.  a  6,  also  statt  A  Ya^  +  b^^ 
^  erhalt  man  die  auf  p.  287  u.  291  d.  I.  T.  angekündigte  Potenzreihe 
^  die  Function 

^it  dem  Convergenzintervall 


2)  Die  imendliche  Eeihe 

(6.-6.)  +  (S,  -  S,)  +  . .  .  +  ((,._,  -  J.)  +  •■■ 
couvergirt  dann   und   nur  dann,  wenn  6„  bei  limn=»-fao 
einen   endlicheE  Grenzwerth  b  hat.     Der  Grenzwerth  dersel- 
ben ist  h„  —  b.     Ein  Beispiel  s.  Nr.  17,  2. 

Im  Falle  dafs  die  Reihe  (1)  divergirt,  kannj^l 
bei  lim  n  ^  -\-  'Xi  einen  endlichen  oder  uneadlichen  Gibm- 
werth  oder  von  einander  verschiedene  Unbestimmtheitsgrenien 
haben.     Ist 

lim  I  s,  I  ^  +  ''o . 
80  sagt  man,  dafs  die  Reihe  (1)  den  Grenzwerth  oo  hat. 

2.    Allgemeine  Sätse  über  die  anemlliohen  BelbeD. 

Es  bestehen  auch  für  Reihen  mit  comjdexen  Gliedern 
die  Sätze  1}— 6)  in  X.  3  d.  I.  T.  und  zwar  gelten  d»mr, 
den  zweiten  Satz  ausgenommen,  die  nfimlichen  BeweiBC.  — 
Im  zweiten  Satze  ist  „gröfaer"  in  dem  Sinne  Ton  L  1  «n 
verstehen.  Der  Beweis  desselben  ergiebt  sich  sofort,  wera 
man  die  Grenzwerthe  der  beiden  darin  vorkommenden  COD- 
vergenten  Reihen  in  ihre  reellen  und  imaginären  Theile  zerlegt 

3.    Unbedingte  und  bedingte  Convergens. 
Satz.^)     Die  notbwendige   und   hinreicbendfl  B*- 


dingung  dazu, 


dal's  die 


unendliche  Reibe 
■-■+«,+■■■, 


«,  =  «„  4-(3,i         (tt=0,l,2...)    • 
ist,    bei   jeder   Anordnung    ihrer  Glieder   convergi" 
und  stets   den   nämlichen  Grenzwerth  darbietet,  B** 
steht  in   der   absoluten   Convergenz   derselben, '4  *■ 
die  Reibe  der  absoluten  Beträge  ihrer  Glieder 

|o.l  +  l«il  +■•■+  I«.  I+---  l" 

mufs  convergiren. 

Der  Satz  erscheint  als  eine  unmittelbare  Folge  des  e"^ 
sprechenden  über  reelle  Reihen  in  X.  9  d.  I.  T..  wenn  mW 
bedenkt,  dafs  nach  Nr.  1 
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lim  s,  =  ^  «n  +  i  ^ßn 

sL  Soll  dieser  Grenzwerth  von  der  Aufeinanderfolge  der 
Slieder  nicht  abhängen,  so  mufs  demnach  sowohl  die  Reihe 
lurer  reellen  Theile 

«o  +  «i  H y 

Ü8  auch  die  ihrer  imaginären  Theile  d.  i. 

/^O  +  /*!  H 

inbedingt,  also  absolut  couvergiren.  Das  ist  auch  hin- 
gehend.    Wenn  aber  die  Reihen 

l«oH-|«,  !  +  •••,         ;^o!  +  l/3.  :+•••  (6) 

ionvergiren,  so  ist  die  Reihe 

(l«ol+l/5ol)  +  (l«,H-|ftl)  +  --- 
öntergent,  somit  wegen  der  Relationen 

\^\  +  :ßn\>  V^n  TJl  =  i  ö. ;      Ol  =  0, 1 , 2 . . .) 

i*ch  die  Reihe  (5).  Convergirt  umgekehrt  die  Reihe  (5),  so 
>iivergirt  wegen  der  Relationen 

I  o,  i  >  i  a„  I  bezw.  |  /3„  |         (n  =  0,  1,  2  . .) 

'de  der  Reihen  (6). 

Die  Grenzwerthe  der  absolut  convergenten  Reihen  und 
*r  sie  dürfen^  wie  aus  den  folgenden  Sätzen  hervorgeht,  als 
^mmen  ihrer  in  unbegrenzter  Anzahl  vorhandenen  Glieder 
'^gesehen  werden.  Im  Falle  dafs  die  absoluten  Beträge  der 
eihenglieder  a^,  a^ . . .  eine  divergente  Reihe  bilden,  ver- 
^t  man  unter  der  Aussage:  „die  unendliche  Reihe 

«0  +  «1  H h  »H  H 

^livergirt  (dirergirt)"   dafs  ihre  Glieder  in  der  angegebe- 
en,  dem    Wachsen  des  Index  «  entsprechenden  An- 
fdnnng  eine  convergente  (divergente)  Reihe  bilden. 
1)  „Wenn  die  unendliche  Reihe 

«0  +  «1  H f-  «I.  H (7) 

bsolut  convergirt  und  die  Glieder  derselben  nicht  sämmt- 
ßh  dieselbe  Neigung  haben,  so  hat  man 
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Beweis.     Zufolge  der   Voraussetzung   naufs   vod  mm 
bestimmten  Werthe  von  n:  »  ^  m  an 

|s.|<l».l  +  l«il  +  ---+'l«.|-5- 
Bein.     Daraus  folgt  bei  lim  «»=  +  00  aber  nur,  dafs 

ist     Setzt  man  jedoch 


.!  +  • 


•  4-  I  «".-h' ' 


BD  dafs 

s.,+,  —  s.  +  1:,,  1.,+,  —  I.  +  P,„,, 

!.,.+„  :<|..|  +  |r.„|  |r.,,  IgP.., 

ist,  so  findet  man 

Im»  -  I  S.+,  I  >  I.  -  I  s.     +P.^,-|r,, 

somit 

lim  Z„+p  —  I  lim  R^+p  1  >  0 . 
P=+äo  p — hoo 

w,  z.  b.  w. 

2)  „Convergirt  neben  (7)  die  Reibe 

K +  !>,  +  ■■■ 

absolut,  so  convergiren  auch  die  Reihen 

K±i.)  +  (».  +  W  +  --- 
absolut." 

3)  „Convergirt  die  Reihe  (7)  absolut  und  bedeuten  c, 
c,  . ,  c,  . . .  Zahlen ,  die  dem  absoluten  Betrage  nach  wt« 
einer  positiven  Zahl  C  liegen,  so  convergirt  auch  die  B*"'* 

«o'^o  +  "i^^i  H h  '^c.  H 

absolut," 

4)  „Hcht  man  aus  einer  absolut  convergenten  Bei»* 
irgend  eine  endlose  Folge  von  Gliedern  hervor,  so  bila* 
auch  sie  eine  absolut  convergente  Reihe." 

6)  „Vertheilt  man  die  Glieder  einer  absolut  com«- 
genten  Reibe   in   eine   endliche  Anzahl  von  Reihen, 
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giren  die  unendlichen  unter  ihnen  absolut  und  es  ist  die 
mme  ans  ihren  Grenzwerthen  und  den  Summen  der  etwa 
rhandenen  endlichen  Reihen  gleich  dem  Grenzwerthe  der 
ihe« 

Die  Satze  2) — 5)  werden  genau  so  wie  die  entsprechen- 
1  in  X.  10  d.  I.  T.  bewiesen. 

6)  „Vertheilt  man  die  Glieder  der  absolut  conver- 
nten  Reihe  (7),  deren  Grenzwerth  a  =«=  a  +  /^i  sei,  in 
begrenzt  viele  Reihen 

«0^'^  +  «i^'^  H h  öi.^'^  -\ 

•     •     •     • (8) 


conyergirt  jede  unendliche  Reihe  unter  ihnen  absolut 
B  aus  den  Summen  der  endlichen  und  den  Grenzwerthen 
'  unendlichen  Reihen  in  (8) 

a(0)     a(i)  . . .  a(^) . .  . 

bildete  unendliche  Reihe  convergirt  absolut  und  zwar  ist 
Grenzwerth  a." 

7)  ^^Convergiren  die  unendlichen  Reihen 

«0  +  «1  H h  «m  H ,g. 

^0  +  *i  H 1-  &I.  +  •  •  • 

öolut  und  sind  ihre  Grenzwerthe  bezw.  a  b,  so  conver- 
"t  jede  aus  den  Gliedern  Om  hn  gebildete  einfach-unendliche 
ihe,  wie 

a^K  +  a^bn-i  H h  arhnr-r  H h  a^b^  -{ ,     (10) 

solut  und  es  ist  ihr  Grenzwerth  a .  b.'* 

Die  Sätze  6)  und  7)  können  auf  die  entsprechenden 
•tse  fär  reelle  Reihen  zurückgeführt  werden,  indem  die 
ieder  der  Reihen  (7) — (10)  in  ihre  reellen  und  imaginären 
istandtheile  zerlegt  werden.     Z.  B.  setzt  man  in  (8) 

d  bezeichnet  den  Grenzwerth  der  Reihe  der  reellen  Theile 


142  V.  Abschnitt    Nr.  3.  4. 

der  Glieder  in  der  (m  +  1)*®°  Zeile  von  (8)  mit  a^^\  den  der 
Reihe  der  Coefficienten  von  i  mit  ß^"^\  so  hat  man  nach  dem 
Satze  6)  in  X.  10  d.  L  T. 

mithin,  da 

ist, 

!«("»)  =  la^"*)  -f  iI/3^'")  =  a  +  /S*  =  a.  : 

Die  beiden  letzten  Sätze  lassen  sich  auch  vermittelst  des 

■ 

Hilfssatzes  in  X.  11  d.  I.  T.  ableiten,  welcher  auch  bei 
complexen  Werthen  der  a^^"*^  gilt.  Der  a.  a.  0.  gegebene  Be- 
weis desselben  ist  ebenfalls  noch  zu  brauchen.  —  Demnach 
besteht  auch  der  Cauchy'sche  Satz  3)  a.  a.  0.  für  complexe 
Werthe  der  a^^^'l^) 

Die  in  der  A^merkuDg  zu  X.  11  d.  I.  T.  angeführten  Sätie  von 
Abel  und  Mertens  über  die  Mnltiplication  von  bedingt  conTergenteu 
Reihen  gelten  auch  dann  noch,  wenn  ihre  Glieder  complexe  Zahlen  six^^- 

4.    Über  die  Oonvergenz  mid  Divergenz  der  Reihe 

1)  Satz.     „Wenn  die  Reihe 

«0  +  «1  H h  ««  H C^^ 

convergirt  und  die  reellen  Zahlen  /3q  /S,  .../}«. ..  ^^^ 
unbegrenzt  wachsendem  n  dem  endlichen  GreiiZ' 
werthe  ß  in  einem  Sinne  sich  nähern,  so  convergif^ 
auch  die  unendliche  Reihe 

/5o«o  +  A«i +  •••  +  /?««.  +  •••"  0^> 

Der  Satz  folgt  aus  der  Identität 

n  n— -1 

Ü  ü 

worin 

^n  =  «1  H h  «I» 

ist,  bei  lim  n  =  '\-  oo .  Denn  zufolge  des  3.  Satzes  in  Nr.  3 
convergirt  die  unendliche  Reihe 

oo 

^  (ßr  —  ßr+l)  Sr  , 
Ü 
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bsolut,  da  die  ßr  —  ßr-\-x  gleich  bezeichnet  und  die  Sr  dem 
bsoluten  Betrage  nach  unter  einer  positiven  Zahl  liegen. 

Der  Satz  gilt  offenbar  auch^  wenn  an  Stelle  der  /^^  com- 
plexe Zahlen  &»  treten,  deren  beide  Coordinaten  sich 
khnlich  wie  die  /S«  verhalten. 

Aus  dem  ersten  Satze  folgt  dureii  einen  indirect^n  Beweis : 

2)  Satz.  „Wenn  die  Reihe  (11)  divergirt  und  die  reellen 
Kahlen  ß^  /3j  . .  /3„  . . .  bei  unbegrenzt  wachsendem  n  einem 
ron  Null  verschiedenen  Grenzwerthe  in  einem  Sinne  sich 
Qihern,  so  divergirt  auch  die  Reihe  (12^/^ 

3)  Satz.  „Die  Reihe  (12)  convergirt  ebenfalls,  wenn 
Jie  Partialsummen  von  (11) 

«»  =  «0  +  «1  H f-  «H     (w  =  0,  1, . . .)  (14) 

lern  absoluten  Betrage  nach  unter  einer  positiven  Zahl  C 
legen  und  die  reellen  Zahleu  ß^  /3^ . . .  /3,i  . . .  bei  unbegrenzt 
wachsendem  n  dem  Grenzwerthe  Null  in  einem  Sinne  sich 
ähern.*' 

Der  Satz  folgt  gleichfalls  aus  (13)  bei 

lim  w  =  +  ^^  • 
'IS  ihm  ergiebt  sich  der  Satz:  „Wenn  die  positiven  Zahlen 
>  /^i . .  /3ii  . . .  mit  wachsendem  n  beständig  abnehmen  imd 
^*  lim  »  =  +  oo  den  Grenzwerth  Null  haben,  so  convergirt 
^  Potenzreihe 

^^r  fQr  alle  Werthe  von  Xj  deren  absoluter  Betrag  1  nicht 
'^^tschreitet,  ausgenommen  a;  ==  1."  —  Denn  ist  |  a;  |  <  1, 
'doch  X  nicht  1,  so  hat  man  wegen 

1  •—  a;"+^ 


5,  I  <:  2  :  I  1  —  a; 

4)  Satz.    „Liegen  die  Partialsummen  8^  in  (14)  dem  absoluten 

^Btrage  naob  unter  einer  positiven  Zahl  G  und  nähern  sich  die  reellen 
^en  ^0  ^  ...  ^^  ...  bei  unbegrenzt  wachsenden  n  in  einem  Sinne 

Willem  endlichen  Grenzwerthe  |3,  so  liegen  auch  die  Summen 

^n  "=-  A«t  +  ft«l  H h  ?n^n      (»  =»  0,  1  .  .  .) 

lern  absolaten  Betrage  nach  unter  einer  positiven  Zahl/* 
Ans  (18)  folgt  unmittelbar,  dafs 


V.  Abscbnitt,    Nr,  4,  6. 

"■'  <''|  2'"' "''+''!  +  "''•'""'''•  "'•'  +  "•'' 
.■■.  <C{|fc|  +  2||).  I 
ist.  Eh  liegen  aber  die  Zahlen  |  ß,  |  (n  ^  0,  1  .  .  .)  unter  einei  pon- 
liven  Zahl,  und  iwar  entweder  nntor  |  ß„  \  oder  unter  Iß',  wodurrk 
der  Satz  erwiesen  iet.  —  Am  ibni  ergiebt  eicfa  durch  einen  indicectmi 
Beweis  der 

5)  Satx,  „Liegen  die  |  s^  |  nicht  anter  einer  positiven  Zahl  and 
die  reellen  Zahlen  ß„  P,  .  .  .  ß^  .  .  .  nähern  sich  bei  nnbegrenit  vuh- 
sendem  n  in  einem  Sinne  einem  Ton  Null  Terechiedenen  Grenzwerte, 
80  liegen  aach  die  Zahlen  |  ii>,  |  nicht  uoter  einer  positiven  Zahl." 

In  den  Sätzen  1)  und  8}  kann  man  die  reellen  Zahlen  ^ 
ß,  ■  ■  •  ß,  ■  ■  ■  dnrch  Bolche  oomplexe  Zahlen  b,  6,  ,  .  .  6,  .  .  .  ersetzM, 
dafs  die  ßeihe 

1 6.  -  M  +  1 6,  -  6, 1  + \-\K-  K+i  \-\ 

convergirt  nnd  b^  bei  lim  «  =  -j-  oo  einen  endlichen  GrentwerUi,  becw. 
den  Grenzwetth  Null  hat. 


6.  Crtterien  der  Conve^eiiB  und  DivergeiiE  von  Reihen 
mit  complexen  Gliedern. 
Gelingt  es  mit  Hilfe  der  im  I.  T.  gegebenen  Sätze  ei 
zeigen,  entweder  dafa  die  absoluten  Beträge  der  Glieder  dei 
Reihe  Za„  eine  couvei^ente  Reihe  bilden  oder  dafs 
hei  lim  n  ^=  -\-  ao  einen  positiven  Greiizwerth  hat,  so  ist  im 
ersten  Falle  die  Convergenz,  im  zweiten  die  Divergenz  von 
Za,  erwiesen.  So  erkennt  man  z.  B.,  daJa  die  Reibe  Zo. 
convergirt  oder  divergirt,  je  oachdem 

lim  i  0,+*+,;  a,+i  |, 
-=+oo 

wo  k  wie  im  I.  T.  eine   feste  ganze  Zahl   bedeutet,    kleiner 
oder  gröfser  als   1  ist.     Wenn  aber  bei 

lim  w  ^  -f-  °°  lißi  a„  ^  0 
ist  und  dabei  Z|  a„  \  divergirt,  so  läfst  sich  über  das  Ver« 
halten  der  Reihe  Zn,  erst  durch  eine  weitere  Unteraiichi 
entscheiden.  Den  folgenden  Fall  kann  man  nach  Weiei 
atrafs'')  vollständig  erledigen,  ~  Der  Kürze  halber  bezeid 
lim  /■(«)  den  Grenzwerth  von  /"(»)  bei  lim  n  =  -|-  oo,  woba' 
n  alle  ganzen  Zahlen  von  einer  bestimmten  an  durchläoft 
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Satz.  ,.E8  sei  gegeben  eise  endlose  F^lge  von  Zahlen 
Aq  Ol  . . .  fla  .  .  .  und  es  >ei  a,  =  A, .  Angenommen  der 
Quotient  a.^i^iia.^i  lasse  sich  von  einem  bestimmten 
Werthe  tod  n  an  in  eine  endliche  oder  unendliche  Reihe 
nach  ganzen  positiTen  Potenzen  von  1 :  n  verwandeln: 

!^+*+i  =  1  +  £«  _}.  1«,  _  . . .    ,„>,«),        (ib, 

WO 

Cr=^lir+Vri  i'r  =  1,  2  .  .  . »  (1»J » 

sein  soll,  so  kann  man  Folgendes  schliefsHu: 

I)  Ist  fi|  >  0,  so  ist 

lim  A,  =  +  "^ 
und  zwar  wachst  A«  von   einem   Viestimniten  Werthe   von  n 
an  mit  n  beständig.     Die  Reihe  Za,  divergirt .  ihre  Partial- 
Bummen 

««  =  «0  +  ^'i  H "^  «»    ' "  =  * *•  ^  "•)         ^^") 

liegen  ihrem  absoluten  Betrage  nach  nicht  unter  einer  posi- 
tiven Zahl. 

II)  Ist  ^  ^"0,  so  nähert  sich  A,  bei 

lim  w  =  +  3c 

einem  positiven  endlichen  Grenzwt-rthe  und  zwar  von 
einem  bestimmten  Werthe  von  n  an  in  einem  >inne. 

1)  Ist  Vj  ^  0,  so  hat  a,  selbst  bei  lim  w  =  +  3c  keinen 
Grenzwerth. 

2)  Ist  V,  -=  0,  so  hat  a,  bei  lim  ;i  =  +  "^  einen  end- 
lichen, von  Null  verschiedenen  Grenzwerth. 

Die  Reihe  Za.  divergirt  auch  in  diesen  Fallen  und  zwar 
liegen  die  absoluten  Betrage  der  Summen  <  IT)  nicht  unter 
einer  positiven  Zahl. 

III)  Ist  fi^  <0,  so  ist  lim  A,  =  <»  und  zwar  nimmt  A, 
Ton  einem  bestimmten  Werthe  von  n  an  mit  wachsendem  ii 
bestandig  ab. 

1)  Falls  0>^,  >  --  1  ist,  so  divergirt  die  Reihe 
Za..  Die  absoluten  Betrage  der  Summen  (IT  liegen  unter 
einer  positiven  Zahl  dann  und  nur  dann,  wenn  ii,  =  —  1 
und  V,  ^  0  ist. 

8 toll,  VorlMBOgan.    II.  10 


L 


?i8.     Zunächst  hat  man  nach  (16) 
Daraiia  folgt 


=('+j3'+(2^' 


-1+' 

somit  nacli  X.  25  und  XI. 
Wertlieti  von  n 


i 


-r  -1    -r  'tt  _|_  _  _ 
d.  I.  T.  bei  hinlänglicb  graä 


=  '  +  ^'  + 


-,'  +  «>■. 


(L! 


Mittelst  des  Satzes  iu  X.  19  d.  1.  T.  aber  die  reell« 
Zahlen  Afl,  deren  Quotient  A„+m.|  :  A.4^  in  eine  Keihe  ca^ 
fallenden  ganzen  Poteiizen  yod  n  entwickelbar  ist,  schüels^ 
wir  hieraus:  „A,  ist  von  einem  bestimmten  Werthe  toü 
an  eine  einsiiinige  Function  von  n  und  es  ist,  je  nachdem 
^L^  positiv,  Null  oder  negativ  ist,  lim  A„  +  oti,  endlidi  0* 
positiv  oder  Null.  Die  Reibe  ZA,  divevgirt  uder  converp^ 
je  nachdem  (t,  ^  —  1  oder  (t,  <  —  1  ist."  Somit  co« 
vergirt  die  Reibe  Z«,  absolut  dann  und  nur  dann,  wp-3 
(i,  <  —  1  ist. 

Setzt  man  ferner  ^^^H 

a.  ^  a.,  -I-  /j  J  =  A.  { cos  e„  +  1  ain  6.  |  ,i^^| 


ist,  80  einlebt  sieb  nach  (18) 

*3±^^'  cos  {9,+.+,  -  0,4-*)  =  1  +  ^  ^: 
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Daraus  folgt,  wenn  man  für  An+it-f-i :  A;,^^  die  Reihe  (19) 
eist,  nach  X.  26  d.  I.  T. 

cos  (9,4.44.1  —  0n4-t)  =  1  —  2^  H 

Sin  (e,4.,4.i  -  e«4.*)  =  5;  +  ^'-/»-"^  + . . . 

Wenn  nun  n  grolSs  genug  ist,  so  ist 

cos  (e„+t4.i  —  e«+i) 

itir,  somit  liegt  9n4-t+i  —  ö»4-*  zwischen  —  —  und   —  • 

n  findet  demnach  aus  der  letzten  Gleichung  nach  VI.  9 
telst  der  Entwickelung 

arc  sin  I  =  g  +  ^5'  H 

e.+t+x  -  e,+t  =  ;i  +  '^•^/-•-'''  + . . . ,       (20) 

Lachst  für  hinlänglich  grofse  Werthe  von  n.  Zerlegt  man 
1  die  Di£ferenz  6»4.*+i  —  6^4-*,  wo  m  eine  constante  Zahl 
lentet,  wie  folgt: 

9»4.*4-l  —  61114-*  =  (6m4-t4-l  —  Öm+Ar) 
+  (9„,4.i4.2 0;;,+*+i)  +  •  •  •  +  (0n+*4-l  —  9n4-*), 

erkennt  man,  dafs  das  Verhalten  von  6^  bei 

lim  w  =  +  00 
)  dem  der  unendlichen  Reihe 

(9m4-*4-l  —  9m4-t)  +  (9i„4-*+2  —  0m+jt4-l)  4"  •  •  •         (21) 

^blossen  werden  kann.     Da  ihre  Glieder  als  gleichbezeich- 
betrachtet  werden  dürfen,  und 

lim  n  (9»4.A4.i  —  e«4^)  =  v^ 

80  diyergirt  die  Reihe  (21)  falls  v^  nicht  Null  ist;  sie 
Vergirt  aber,  falls  1/^=0  ist,  weil  nunmehr  entweder 
-*4.i  —  9«4^  identisch  verschwindet  oder  es  eine  natür- 
ie  Zahl  Ä>  1  giebt,  wofür 

lim  w*  (e„+*+i  —  0,4-*)  ^  0 

(vgl.  X.  16  d.  LT.).     Demnach  ist  lim  6n  endlich  oder 
^endlich,  je  nachdem  v^  Null  oder  nicht  Null  ist. 
Wenn  fij  =  0  und  i'i  ^  0  ist,  so  hat  A»  bei 

lim  n  =^  -\-  00 

10* 
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einen  endlichen  positiven,  6,   einen  unendlichen  Gremwertl, 
folglich   n,  keinen  Grenzwerth.     Wenn  (i,  ^  v^  ^  0  iat,     s« 
.ben   A,  und  9,  bei  lim  n  ^  -f-  oo  endliche   und    von  M  txU 
verechiedene  Grenzwerthe,  also  auch  a,  selbst. 

Um  die  übrigen  Theile  unseres  Saizes  beweisen  zu  k6n. 
nen,    bedürfen    wir    des    folgenden   Bilfssatzes:   „Sollten    im 
Falle  dafs  in  (15)  Cj  =  0  ist,  a,  ß,  nicht  von  einem  ge- 
I  Werthe  von  h  an  monotone  Functionen  von  n  seio, 
so  giebt  es  sicher  unendlich   viele   complexe  Zahlen  x  -f  Ai 
I  der  Eigenschaft,  dafa  die  beiden  Coordinaten  von 

(x-\-lt)a,     d.i.     xan  —  lß.     A«,  +  x(J, 
1  einem  bestimmten  Werthe  von  «  an  monoton  sind."     — ' 
1   Falle  liefert  die  Gleichung  (15) 


=  (« 


■+*  - 


N+t, 


1  +  - 


--'    (Ä^2)- 


Lira  ipiiin)  und  lim  (('^(w}  sind  beide  endlich,  einer  von  ilic^i^*^ 
ist  nicht  Null.     Zerlegt  man  hier  in  reellen  und  imi 
Theil,  so  erhält  man  die  Gleichungen 


■1  +^ 
■l+,^{9>.(»)- 


'M')\ 


Cm   hieraus   nach   dem  Satze  auf  p.  266  d.  1.  T.  äcblie  J~sei> 
zu  können,  dafs   a„  ß^  von   einem    bestimmten  Werthe     v" 
n  an  monotone  Functionun  von  n  sind,   mUTste   man  wissen, 
dafs   jeder   der  Factoren   von   «~'  bei  lim  n  ^  -}"  ^  eine« 
endlichen  Grenzwertli  hat  und  schliefslich  sein  Zeichen  aicbi 
mehr  ändert.      Das    wird    man    im    Allgemeinen    schwerlidi 
behaupten  dürfen.     Sollten  aber  auch  die  in  Rede  stcheiiJeo 
Ausdrücke  die  verlaugte  Eigenschaft  nicht  besitzen,  ao  kua 
sie  doch   beigelegt  werden  denjenigen,  welche  aus  ihnen  da- 
durch hervorgehen,  dafs  man  a„^i  ß„^  bez.  durch 

«;+*  =  )(«,+*  —  iß^      /r,+i  =  U.+,  +  xß^    (2?i  j 

ersetzt,  wenn  nur  die  nicht  zugleich  verschwindenden  Zahlen  i 
X  l  geh;'>rig   gewählt  sind.     Ersetzt  man   uamlich  o.  i\irA^ 
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— l-ii^a. ,   wodurch   der  Quotieut  a»^t^[  :  o,_(_t  sicli  nicht 
dert,  so  treten  die  Ausdrücke  (22)  an  Stelle  von  «„  ß^.  — 

lim  tt,  =  «  lim  /3,  =  j5 

lim  9)a{»)  =  9*  lim  (!-*(»}  =  tu- 
ir  Bchliefseii  zunächst  diejenigen  Werthaysteme  x  l  aus, 
afiir  einer  der  Ausdrücke  (22)  den  Grenzwerth  Null  hat, 
äo  die  Systeme  aß  aa,  aa  —  mß,  wo  a  jede  reelle  Zahl 
Xser  Null  sein  darf.  Auch  jetzt  noch  lassen  sich  x  A  so 
stimmen,  dafs  jede  der  Functionen 


» 


W  (")  = 


♦.•(»). 


'*.W 


''■+> 


«■.(..) 


aen  endlichen  von  Null  verschiedenen  Grenzwerth  besitzt 
id  somit  gewifs  der  obigen  Bedingung  genügt.  Wenn 
I  °=0  ist,  80  ist  9>A  nicht  Null  und  es  reicht  die  bisherige 
eschrfinkung  der  x  X  aus.  Wenn  ir^  nicht  Null  ist,  so  kann 
■an,  wie  leicht  ersichtlich  ist,  x  A  so  annehmen,  daTs  der 
reniwerth  von  i/')i'(n)  bei  Hm  m  ^  +  cxj  eine  beliebige,  von 
lull  und  (p^  verschiedene  Zahl  ^i,'  wird.  Zwischen  i(>,'  und 
em  Grenzwerth«  tp^'  von  <p^'{nj  besteht  die  Beziehung 


9*  = 


_  Vk  +  n*  —  i>»  ^*' 

9*  —  V*' 


"^  V*  =  0,  so  ist  (pA  nicht  Null  und  ist  gj*  von  Null  ver- 
^liieden,  so  genügt  es,  um  für  ip^'  eine  endliche  von  Null 
'^ehiedene  Zahl  zu  erhalten,  ^'^  auch  nicht  gleich 

■"aetzen. 

Der  Satz  1)  in  III)  und  die  Behauptungen  über  das 
•criialten  von  |  s,  |  im  Falle  dafs  die  Reihe  Za,  divergirt, 
trden  nun  auf  folgende  Art  erwiesen.  Zunächst  bemerken 
*ir,  dafs  wenn  die  feste  natürliche  Zahl  »t  so  gewählt  ist, 
!lli  keiner  der  Factoren  des  Productes 


i'--(i+r;)(i+..*;i)-('+"-0  <- 

verBchwindet,  der  Ausdruck 

In 


oo  einen  endlichen,  von  Null  »eractie 
erth  hat.     In  der  That  hat  man  nach  (13 


bei  lim  «  = 
denen  Grei 

woraus  die  Behauptung  nach  Satz  2)  in  11)  unmittelbar  folg 
Ebendaraua  schliel'sen  wir  noch,  dafa  es  solche,  von  N»; 
verschiedene  Zahlen  li  geben  mufe,  dafs  die  beiden  CooS 
naten  der  complexen  Zahl  | 

von  einem  bestimmten  Werthe  von  n  an  monotone  Fo 
tionen  von  n  sind. 

Nun  divergirt,  wie  leicht  zu  zeigen  ist,  die  uneudli 
Reihe  Zj?„,   falls.  ;ti  ^  —  1  ist.     Daraus   folgt,   dafs 
endliche  Reihe  Zg„pn,   also   auch   die  vorgelegt«  lo,  ^ 
giren  mufs.     Würde  nämlich  ^g„p,  convergiren, 
Lpn  convergiren.     Denn  da  nach  11.  2)  \y„  \  einem  endlici 
von    Null    vtrschiedenen    Ureiizwerthe    monoton    sich   näl 
so   mül'ste    nach   dem    1.   Satze   in   Nr.  4  neben  Zj/.j), 
die  Reihe 


und  neben  dieser  die  Reihe 


d.  i.  X.p^  couvergiren. 

Die   soeben   benutzte  VergleichBreihe  £p^  .stimmt,   Falls  ^  I 
reell  iat,  atetB  im  WeBentlJcben  mit  der  biooraiichea  Reihe 


aberein  (vgl,  VI.  6).    Das    Verhalte! 
nrtheüen  vermtttelBt  der  Formel 


■  +  <-"   \       n       )  +  ■■ 

ilereelben    läfst    Hieb   leicW 
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ilche,  da  tie  nach  p.  807  d.  I.  T.  für  alle  reellen  Werthe  von  c,  he- 
iht,  zufolge  des  2.  Satzes  in  IV.  6  auch  für  die  compiexen  Werthe 
n  C|  gilt.    Indem 

<-  «■  t  \-  '■)  ■■  <-  ■>-'  (-.--'■) 

"•         n  n 

^  80  erkennt  man  nach  den  zuerst  erwiesenen  Theilon  I)  11)  unseres 
kties,  dals  die  Reihe  (24)  divergirt,  wenn 

l»j  +  1  >  0    d.  i.     /ü,  >  -  1 

.  Ihre  Partialsummen  (26)  liegen  dem  ahsoluten  Betrage  nach  unter 
ler  positiven  Zahl,  nur  wenn 

^,  +1<0    d.  i.    fii<-  1 

—  Falls  Cj  reell  ist,   so   heurtheilen  wir  die  Reihe  2p^   mittelst 
'  Formel 

-  =-  1  -r  —  ♦ 

Pn  ** 

^UB  heryorgent,  dafs  £p^  divergirt  und  ihre  Partialsummen  ins 
Endliche  wachsen^  wenn  f^i  ]>  —  1  ist. 

Ans  dem  Verhalten  der  Partialsummen  der  Reihe  Tp^ 
LÜelst  man  nach  dem  4.  und  5.  Satze  in  Nr.  4  auf  das 
'  Partialsummen  von  Tg^Pn  und  Za». 

6.    Reihen,  deren  Glieder  Functionen  einer 
Veränderlichen  sind. 

Sind  die  Reihenglieder  complexe  Functionen  einer  reellen 
'Täuderlichen ;  so  gelten  noch  die  Sätze  in  X.  21  d.  I.  T. 
bst  ihren  Beweisen.  Sie  lassen  sich  auch  auf  den  Fall 
•sdehnen,  dafs  der  unabhängigen  Veränderlichen  x  ein  be- 
^biger  Bereich  85  zugetheilt  ist.  Für  jeden  Werth  von  x 
demselben  seien  die  Functionen  in    unbegrenzter  Anzahl 

klärt  and  die  unendliche  R^ihe 


couvergeut,  aumit  auch  die  Reihe 

U{x)  =  U,{x) -\- U,{x) -\- ■  ■  ■ 
Man  sagt  nun:  „Die  unendliche  Reihe  (a)  conTergirt  gleich- 
niäfsig  für  alle  Werthe   von  x  im  Bereiche  SB,  weDii 
jeder  Zahl  t  >  0  eine  Zahl  ;*  >  0  so  zugeordnet  werden  kaoii, 
dafs  für  alle  Werthe 

»>li         \r,{x)\<e  (bi  ■ 

ist,  welchen  der  genannten  Werthe  x  auch  annehmen 
mag."  Mit  Hilfe  dieses  neuen  Begriö'es  läTat  sich  der  (ol- 
gende Satz  aufstellen. 

Satz.  „Angenommen,  es  sei  bei  einem  und  demselben 
Grenzübergange  lim  3;  =  n,  wo  a  einen  Punkt  der  Begren- 
zung w)n  S  bezeichnet,  für  die  fnix)  je  ein  endlicher Greni- 
werth  -i,  vorhanden: 

]imUx)  =  K         {»-0,1,2..,)  (e) 

und  es  convergire  die  Reihe  (a)  gleichmäfaig  fflr  iu' 
Werthe  x  des  Bereiches  S8,  so  convergirt  auch  die  Reihe 
J.ba  und  man  bat  bei  diesem  Grenzübergänge 


ii„^/-W-2?»-" 


Convergenz  ' 
Jeden  Funkt 

I  /WiW  +  Ci-i 
WH  aueb  p  lein  nuig. 


Gehört  der  Werth  a:  =•  a  m  8,  eo  verBtehl  «ich  **' 
Zb^  von  Belbat.  Sonst  bemerke  man  Folgend«.  ^^" 
.n  %  bat  mau  nach  (b) 

<')  + l-/»+^(^)!<a»    (Ol  «>^. 

Ferner  iat  nach  (c) 


l2^.+-<..)-2'',l 


-+1 


.4.1 


[  kleiner  i*t  ali  eine 

in  beiden  UsgleichnKV^ 


für  alle  Werthe  von  x  in  S,  wofür  | 
wis»e  Zahl  «S,  _-  Somit  folgt,  wenn 
den  nAmlicben  Wertb  erhält,  dtS»  fSr  n  >  u 

I  frn-i  +  ^+>  +  ■  ■  ■  +  \+;,  l<  3^        (p  -  1.  2  .  ,  ,)  (<•) 

ist.  Also  convergirt  Zb^.  —  LSfat  man  m  ^ine  natürliche  Zahl  grCÜtf 
aU  fi  sein  und  beetimnit  eine  poBitive  Zahl  S^  so,  dafe  für  diejenige 
Werthe  von  j:  in  »,  wofür 

I  a  -  a  |<  a„ 


-i;"-2( 


2" 


i2^-W-2'''!<' 


t  Hilfe  von  (b)  Dtid   (u),   daüi   für  die  ebengenannten  Wertbe 

Ein  besonderer  Kall  des  vorstehenden  Satzes  iat:  „Wenn 
jeden   Punkt  x  eines   stetigen    Bereiches  S   (mit  Ein- 

ilufs  seiner  Begrenzung)  jede  der  Functionen  i\[x)  stetig 
und   wenn   fOr  eben   diese  Werthe   von  x  die   ß^ihe  (a) 

ivergirt  und  zwar  gleichiuäfeig,  so  ist  ihr  Grenzwerth 

Ieine  stetice  Fuuction   von  x  in   allen  Punkten  von  S." 
■ 
Die 
■  T< 


Belhen  naoh  ganaeii  positivea  PotenBeA  einer 
Veränderlichen. 


■Die  Natur  bezw.  Gestalt  dea  Convergenzbi 
w  Ton  der  Form 


eicbes  einer 


a^->r  a^x-\ (-  a^x'  -\ (1) 

^  vermittelst  der  folgenden  Sätze  erkannt. 

Wenn  für  einen  bestimmten  Werth  a;  =  r^  alle 
'«der  der  Potenzreihe  (1)  ihrem  absoluten  Betrage 
^\  eine  endliche  Zahl  q  nicht  überschreiten,  so 
*ivergirt  sie  und  zwar  absolut  für  alle  Werthe  von 
Welche  dem   absoluten  Betrage   nach  kleiner  sind 


Convergirt  die  Reihe  (1)  für  x  ^  x^  nur  bei  einer 
'stimmten  oder  bei  keiner  Anordnung  der  Glieder, 
•  ilivergirt  sie  für  jeden  Werth  von  x,  welcher  dem 
OBoluteu  Betrage  nach  gröfeer  ist  als  x^,  bei  jeder 
»Ordnung  ihrer  Glieder. 


I 


Die  Sätze  werden  genau  so "  bewiesen  wie  in  S,  32  i. 
I,  T.  und  führeu  zu  einer  ganz  ähnlichen  Eintlieüung  der 
Potenzreihen  wie  dort: 

1)  Die  Potenzreihe  (1)  couvergirt  überhaupt  für  keiiitm 
Werth  aufser  x  ^0. 

2)  Die  Reihe  (1)  ist  befltändig  d.  h.  för  jeden  end- 
lichen'Werth  von  X  convergent  und  zwar  absolut 

3)  Die  Reihe  (1)  cou»ergirt  absolut  für  einen  von  NbII 
verschiedenen  Werth  x  =  *„,  jedoch  nicht  für  jeden  Werth 
von  X.  -Dann  giebt  ea  eine  und  nur  eine  Zahl  K,  ao 
dafs  die  Reihe  absolut  couvergirt  fßr  alle  Werth« 
von  X,  deren  abauluter  Betrag  kleiner  ist  als  R,  da- 
gegen divergirt  bei  jeder  Anordnung  der  Glieder  für 
alle  Werthe  von  x,  deren  absoluter  Betrag  gröfser 
als  li  ist.  In  der  Constructionsebene  der  complexen  Zalilfi 
wird  der  Couvergennbereicb  der  Reibe  (1)  dargestellt  durch 
die  Fläche  des  vom  Nullpunkte  mit  dem  Radius  R  besehrif 
benenKreises,  welcher  derConvergenzkreis  der  Reihe  heif**- 
In  den  Punkten  innerhalb  denaelben  convergirt  die  Rein* 
absolut,  in  den  Punkten  aufserhalb  desselben  divet^rt 
bei  jeder  Anordnung  der  Glieder,  üeber  ihr  Verhalten  i" 
den  Puoklen  des  Kreises  selbst  läfat  sich  nichts  Allgeineinai 
aussagen. 

Im  zweiten  und  dritten  Falle  soll  die  Potenzreihe  (1) 
als  convergent  bezeichnet  werden.  Sie  heifst  in  eineo 
Punkte  r  ^  r  ihres  Cunvergenakreiaea  convei^ent  (divergeotji 
wenn  die  Reihe 

"ü  "l~  ^1^  "I"  'h*^  -|-  ■  •  ■ 
mindestens    bei    dieser,    dem    Wachsen    des    Index  n  *"■*■ 
sprechenden  Anordnung   ihrer  Glieder  convergirt  (diTergirt) 
Es  gilt  auch  hier  der  Satz:  „£s  sei 

I  a,  I  ==  A,     und     lim  (A,+f+i  :  A,+*) 
bei  lim  n  ^  -{-  cx3 

vorhanden.  Je  nachdem  dieser  GrenKwerth  -j-  3t>,  Null  od« 
eine  positive  Zahl  A  ist,  gehört  die  Reihe  (1)  zur  l,,  '2,  oder 
3.  Classe.     im  letzten  Falle  ist 

if  =  1 :  i ." 


3  uDendliuhe  Reihen. 


S.    Verhalten  gewisser  Fotenxreihen  auf  dem 
C  o  u  V  ergenskre  Iba  . 

Satz.*)  „Wenu  die  Coefficienten  ß,  in  der  Potenzreihe 
)  30  beschaffen  sind,  dafs  der  Quotient  n^^-tf  i -.  «„44  von 
nein  beatioimten  Werthe  von  »  an  sich  in  eine  Reihe  nach 
illeadeu  ganzen  Potenzen  von  n  entwickeln  läfat: 


■_,+^fL±V+'; 


(2) 


gehört  die  Reihe  (1)  zur  dritten  Classe  und  zwar  hat  ihr 
Dvergenzkreis  den  Radius  1.  Auf  dem  Kreise  seihet 
igt  sie  nachstehendes  Verhalten. 

I.  II.  Ist  (ii>_0,  so  divergirt  die  Reihe  (1)  för 
lle  Werthe  von  x,  deren  absoluter  Betrag  1  ist. 

m.  1)  Ist  0>^|  >  —  l,  so  convergirt  die  Reihe 
1)  für  alle  Werthe  von  x,  deren  absoluter  Betrag  1 
st,  ausgenommen  z  =  \.  Üiesc  Convergenn  ist  mit- 
in  bedingt. 

2)  Ist  fi,  <  —  1,  so  convergirt  die  Reihe  (1)  für 
lle  Werthe  von  x,  deren  absoluter  Betrag  1  ist,  und 
War  absolut" 

Nach  dem,  was  in  Nr,  5  bemerkt  ist,  bedarf  nur  der 
hsati  III.  1)  noch  des  Beweises.  Er  kann  so  geführt  wer- 
'O.  Convergirt  för  die  Werthe  von  x,  deren  absoluter  Be- 
»g  1  ist,  die  Reihe 


(3) 


a,+  ^riar-^or-x):^ 


Lswar  zum  Grenswerthe  ip{x), 
lim  a^if  = 


I  hat  man  wegen 


lp{x)^(l   -x)^'a,Xr 


\,  es  convergirt  die   Reihe  (1)  gewifa   für  jeden   der  ge- 
inten Werthe    von   X   aufaer  a;  =  1,    wofür  sie  aber  uayh 
em  öatze  in  Nr.  5  divergirt.     Um  das  Verhalten  der  Reihe 
})  zu  untersuchen,  betrachten  wir  den  Quotienten 


Ea  ist  nach  (2),    wenn  wir  statt  (i,  +  *,i  c,  schreiben,  zu- 
folge Nr.   11 

iiSS-        '  +ü  +  i  +(n  +  «-  +  ■■■-'+  <^.(^-?+-) 

Da  c^  jetzt  nicht  Null  ist,  so  ergiebt  sieb  aus  (4)  auch  Dacb 
Nr.  11 


=  1  +  '■^-^  +  •  ■  ■  =  I  + 


(m-D+^i'j. 


»■-M+1  ~ 

Da  /*!  —  I  <  —  1  ist,  BO  coEvergirt  die  Reihe  (3)  fBr  alle 
Werthe  x  vom  absoluten  Betrage  1  und  zwar  nnbediagt 

Hat  der  Convergenzkreis  der  Potenzreilie  (1)  einen  »on 
1  verscbiedeuen  Radius  Jt,  so  kann  die  Substitution  x  =  ft\ 
wo  r  eine  Zahl  vom  abaoluteu  Betrage  li  bezeichnet,  mt 
eine  Reihe  mit  Coefficienten  führen,  welche  der  Bedii^nng 
(2)  genügen. 

Der  vorateheode  Satz  le^  die  VermuthaDg  nahe,  daf«  «ran  ^' 
Potenzreihe  (1)  in  ollen  Punkten  ihres  ConvergenzkreineB  R  conTergitti 
sie  absolut  conver^re  d.  i.  dalj 

A„  +  A.i{  +  A,B'  +  --- 
convergire.     A.    PriDgeheim     hat   jedoch    nach gi! wie een '],    iaSt  *" 
nicht    aticbhftltig  aci,    indem   eu  Potenzreiheo   giebt,    welche  fflr  il'' 
Punkte  dpB  ConvergenzkrciaeB  bedingt  convergiren. 

9.    Stetigkeit  der  Grenzwerthe  von  Fotensrelben. 
1.  Satz,     „Je  nachdem  die  Potenzreihe 

beständig  convergirt  oder  einen  Convergenzkreis  vom  Ba^"' 
R  besitzt,  sei  R'  eine  beliebige  positive  Zahl  oder  eine  boIoWi 
kleiner  als  R.  Dann  convergirt  die  Potenzreihe  gleich- 
mäfsig  för  alle  Werthe  von  x,  deren  absoluter  Be- 
trag R'  nicht  übersteigt.     Es  ist  also  ihre  Summe  nacn 
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eine  stetige  Function  von  x  für  jeden  dieser  Werthe." 
weis.  Es  sei  |  x  |  =s  X  und  R"  eine  Zahl  gröfser  als 
sw.  eine  Zahl  zwischen  B,'  und  B.  Da  die  Reihe  (1) 
=>  K'  absolut  convergirt,  so  massen  die  Glieder 

ArB"'-        (r  =  0, 1, . . .) 

jiner  positiven  Zahl  g  liegen.     Demnach  hat  man 

\ar3f\<g(X:R"y 


9{^)^':{l-l),     (l)=l,2...) 


r  OrXT 

1  »-fl 

UT  X  <  U"  ist.     Wenn  aber  X  ^  U'  ist,  so  ergiebt 
eraos 

OrXr     < 

1 

^er  Ungleichung  die  im  Satze  behauptete  gleichmäfsige 
genz  ausgesprochen  ist. 

as  der  Relation  (5)  entnehmen  wir  auch  den  wichtigen 
Jst  die  Potenzreihe 

a^ifl!f+*  +  a^+aa:^*  +  •  *  •     (n  >  0) 

rgent,  so  hat  man 


OD 

lim  "Sr  (Vk**^  =  0." 


■»«+1 

Satz.®)  „Ist  die  Potenzreihe  (1)  in  einem  Punkte 
ihres  Convergenzkreises  vom  Radius  R  min- 
is  bei  der  dem  Wachsen  des  Index  n  entspre- 
en  Anordnung  der  Glieder  convergent,  so  con- 
*t  sie  gleichmäfsig  für  alle  Punkte  der  geraden 
ce  XqT^  wo  Xq  einen  festen,  sonst  willkürlichen 
i  innerhalb  des  genannten  Kreises  bedeutet, 
hat  nach  Nr.  6  ihre  Summe  beim  Grenzübergänge 
=  r  auf  der  Strecke  x^r  den  Grenzwerth  /*(r)."  — 
8.     Setzt  man 

r-+i  +  o^,rH-aH }^  a^j^r^^  =  Qn,p y     Cp>1) 

ort  nach  Voraussetzung  zu  jeder  Zahl  £  >  0  eine  Zahl 


ft  >  0  so,  daXs  bei  beliebigein  p  |  p,.,,  |  <  «  ist,  wt-an  mir 
n  !>  ^  ist.     Man  hat  nun 

=(-v)|-(Tr+-(r 

Bedeutet  x  einen  Pnnkt  von  Xur  und  .setzt  man 

—    ■=p      1 =11  (cos  y  +  I  sin  flo)> 

so  ergiebt  sich  mitbin ,  falls  n>  ji  ist, 

und  ferner,  da 

ß  <  1     und     p  +  ff  ^  1 
ist, 

^.o^.x-+-|<^^.  (S) 

Liegt  Xg  auf  dem  Radius  Or,  so  hat  mau  p  -f  «=  1  iffiil 
erhält  die  Verallgemeinerung  einer  auf  p.  278  d.  I,  T,  g^ 
fundenen  Relation.  Sonst  bedeutet  nach  Formel  i2\)  i" 
II.  16  g»  den  Winkel  Orx^,  der  zwischen  - — ~  und  -q  ü^ 
da  Xo  innerhalb  des  Convergenzkreises  der  Reihe  (1)  sich  be- 
findet.    Somit  ist  cos  9  >  0.     Aus 


folgt  für  p* 

-('-?) 

p*  =  (1  —  ö  cos  9))'  +  ff* 

m?)'=  l  — 2oco.»  +  «', 

also  findet  man 

'          "  (1  +  e) 

l  +  f       ,         » 

1  —  p  I  —  e'  2  CO8  qi  —  o        2  CO8  V  ~  « 

Hat  die  Strecke  x„r  die  Länge 

(2co9g)  —  m}R, 
wu  (o  positiv  sein  mufs,   so   ergeben   sich  nunmehr  aus  (f 
indem 


ff  <  2  cos  tp  —  Et 
i  einander  eutsprecheiideii  Ungleichungen 


»> 


li     |^a^,i-+'|<2i 


lebe  auch  für  a:  ^  r  gelten.  Ist  eine  positive  Zahl  t  vor- 
egt,  so  nehme  man  £<^caE'  an  nnd  bestimme  darnach 
worauf  man  auf  der  ganzen  Strecke  x^^r  zugleich  mit 


«>^     |^.a,4,x-+-|<£'     (p=l,2...) 


let  - 


z.  b. 


Wenn  die  Reihe  (1)  im  Punkte  j;  =  r  ibres  ConvergenzkreiseB 
1  KadiaB  S  bei  der  arigegebeoen  Anorduung  der  Glieder 
■ergirt,  so  \kht  eich  daa  Verhalten  von  f(x),  wiihrend  x  auf 
m  EadiiiB  Ot  dem  Punkte  r  unbeschr&nkt  aich  n&hert, 
.  Hilfe  der  Sätr.e  1)— 3)  in  X.  23  d.  1.  T.  buurtheilen.  Setzt  nittD 
11} 


"-='■«  +  iL 


lütman 

Rn  <f(if)  nnd  v(e)  Beiben  nach  ganxea  positiveo  Potenzen  Toa  p 
t  reellen  CoetScienteu  bedeuten.  LSXst  man  8  unverändert,  die 
:lle  positive  Zahl  9  aber  den  Grenzübergang 

-lim  0  ^  1  —  0 
■fähren,  ao  kann  man  Polgendee  bcmerkec.     1)  „Wenn  die  Summen 

■.-<<.  +  ",•■  +  •■•  +  «.•■• 

)  lim  n  ^=  -(-  oo  den  Grenzwerth  00  haben,  eo  hat 

fioR  (cofl  9  +  .  Bin  e,] 
1  lim  g  =^  I  —  0   deu  Grenzwerth  00."     Denu  von  den  Auadrücken 


I 


-.-'2^'''   —2' 


*!•  miudeatens  einer  bei  Hin  n  ^  +  00  den  Qreniwerth  +  00  oder 
DO  habeo,  folpUch  die  ontajireehecide  der  Functionen  ip(i/)  Vf(p)  bei 
>>  j  =  1  —  0  den  Dümlicbeu  Grenzwerth.  haben.  —  2)  „Hat  |  s^  ,  bei 
»n=  -|-  oci  eine  endliche  obere  üubeBtiniuitheitegrenzu  A,  ao  con- 
rgirt  die  Potenireihe  (1)  für  alle  Wertbe,  deren  abaoluter  Butrag 
Nuti  ilIb  R  iat,  und  Kwar  unbedingt.     Uud  es  hat 


!  /teJt  {coB  e  +  .■  lin  6)]  I 
bei  lim  p  ^—  i  —  o  eine  endliche  obere  UnbeatimmtheitBgreDuA'^A^,'' 
Wegen  der  Formel  ~ 

mnla,  wie  klein  auch  die  pasitive  Zahl  c  sein  mag,  sowohl  «,  |,ili 
anoh  {  c,  I  unter  A  -f-  ^  liegen,  beide  haben  eomit  bei 

lim  n  —  +  oo 
endliche  obere  DnbeBtinimtheitBgrenzen  nicht  gtorser  ala  A,  Nacb  dw 
3.  Satae  a.  a.  0,  convergiren  somit  fifi)  und  ^|!(f)  unbedingt  tüi  dit 
Werthe  p  <  1  und  daher  f{x)  för  lüle  Wertht-  von  x.  wofflr  |  e ,  <  2 
ist.  Dabei  sind  die  oberen  D nbe b< im mtheite grenzen  von  \  tp{f)  \  DmI 
I V  (e)  I  bei  Uro  p  =  l  —  0,  endlich  und  nicht  gröreer  sin  A,  somit  die  «n 

l/-[sB(oose  +  .-«in9)]i 
nicht  grÖfBer  als  A  yF. 

10.    Identitätseatz. 
Genau  auf  die  nämliche  Art  wie  für  die  reellen  Potön- 
reiben  (vgl.  X.  24  d.  I.  T.)  wird  für  die  complexen  bewiestn 
der  Satz:    „Haben    die   endlicben    oder   unendlichen  PoUM- 
reiheu 

f{x)=a^  +  a,x-\----  +  a^x-  +  --- 

welche  im  zweiten  Falle  innerhalb  eines  und  desselben  Krei»* 
convergiren,  die  Eigenschaft,  dafs  zu  jeder  positiven  ZbW  ' 
ein  von  Null  verscbiedener  Werth  von  x,  dem  ab"" 
lutea  Betrage  nach  kleiner  als  ä,  gehört,  wofär  ^i^ 
Gleichung  f{x)  =  g{x}  besteht;  bo  njüaaen  die  Goefficieuten 
der  nämlichen  Potenzen  von  x  in  beiden  Reihen  einamiö 
gleich  sein: 

a^  =  hn  «,=?-!...,  a,  =  i,  .  . ." 
Der  Satz  gilt  auch,  wenn  wir  unter  l\x)  ^(a^)  Reiben  nach  pwli 
Potenzen  von  x  verstehen,  in  welchen  negative  Potenten 
in  endlicher  Anzahl  vorkomniGU.  Ist  —  m  der  algebraisch  kleioil« 
der  in  beiden  auftretenden  Exponenten ,  so  braucht  man  nnr  d« 
stehenden  Sliti   auf  die  Potenzreihen  x"' f{x)  und  a:"'g(*)  anEUwfBd« 

U.  Der  Cauchy'sche  Satz  über  die  KntwickelonJ: 
der  zusammengesetzten  Function  ^[/'(a;}]  in  eine  Reib« 
nach   ganzen   positiven   Potenzen    von  x  auf  p.  S 


T.  gilt   auch   bei  complexeo  Werthen   you   x  und  y  und 
j^Coe^cienten   der   Poteuzreihen   tp{if),   f{x).^)     Mau   bat 
^Rn  Stelle  der  ConvergeuzinterTalle: 
W  ~S<y<S,        ~R<y<E 

Kdie  Gonvergeuzkreise 
■  IvKS,        \>:1<H 

"setzen.  Der  Beweis  bleibt  ebenfalls  noch  in  Kraft.  Eine 
nreichende  Bedingung  für  die  Entwickelbarkeit  von  t>\(Xx)] 

eine  Pot«nzreihe  von  x  ist  also,  dafs 

\m\-A 

einer  als  S  ist.  Der  Satz  gilt  auch  für  die  Werthe  von 
deren  absoluter  Betrag  R  ist,  vrenn  f{x)  dafür  absolut 
övergirt  und  *(R)  <  S  ist. 

Beispiele.  Atdser  der  Anwendung  des  Satzes  in  Nr.  8 
'rweiaen  wir  auf  die  im  I,  T,  gegebenen  Beispiele,  welche 
er  wieder  vorzunehmen  sind.  Wir  heben  davon  Folgen- 
is  hervor, 

1)  „Die  beständig  oder  im  Kreise  vom  Radius  li  con- 
irgente  Potenzreihe 

f{x)-^.a.x;  (1) 

achdem  x  ^  x^  -^-  h  gesetzt  ist,  nacli  Potenzen  von  h  zu 
fdnen."  Convergirt  diese  Koiiie  bestäudig,  so  gilt  die 
Heichung 


fe + 


*)-te)  +  J^ 


/*"'«  , 


m 


/'"'W  =  ^'  in{m—  1) . . .  (ffi  —  M  +  1)  Oy^Xo"'-' 

1  denken  ist,  fQr  jedeu  endlichen  Werth  von  x^  und  h. 
t  aber  die  Convergenz  der  Reihe  (I)  auf  den  Kreis  vom 
Eulius  li  beschränkt,  so  besteht  die  Gleichung  (7)  sicher, 
eon  x^  ein  Punkt  innerhalb  dieses  Kreises  und 

l»l<-S-|«J 
iMit  anderen  Worten:  Die  Formel 


V.  ÄbBchnitt.     Nr.  11. 

ist  richtig  mindestens  fiir  jene  Punkt«  x,  welche  innerhaJb  dn 
Ivreises  liegen,  der  von  Xg  aus  so  beächrieben  wird,  dass  erden 
Convergenzkreis  der  Reihe  (1)  von  Innen  berührt  (Fig. 22),  Jedf 
Ableitung  der  Function /"(a;)  d.  i.  jede  Potemreihe/'lJ) 
hat  genau  denselben 
Convergenzbereichirie 
die  Potenzreihe  (1). 

Wie  achon  p.  288  il 
L  T.  bemerkt  ist,  so  kann 
im  Falle,  dafs  die  Reite 
(1)  im  Kreise  vom  [tsdius 
H  couvergirt,  der  Con'er- 
genzkreis  der  Keihe  (?) 
einen  grüfäereu  Radius  Üb 
R  -  I  3:„  I  haben.  Es  ist 
aber  noch  allgemein  zu  lei- 
gen ,  daÜs  in  dieBem  Fälle 
auch  in  denjenigen  Punkten,  welche  innerhalb  der  Conrer- 
genzkreiee  der  beiden  Reihen  (1)  und  (8)  liegen  und  dabei 
vom  Punkte  x^  um  mehr  als  B  —  \Xf,\  abstehen,  die  Stjmnii' 
der  Reihe  (8)  gleich  f(x)  ist.  Der  Beweis  dieses  Satzes  i»' 
in  Nr.  14  nachgetragen.  ^  Eine  obere  Grenze  fär  den 
CouvergenzradiuH  von  (8)  findet  man  in  Nr.   18. 

Setzt  man  iu  (1)  statt  x  x  —  o,  so  erhält  man  ein'' 
Potenzreihe  von  x  —  a,  deren  Convergenzgebiet  im  All- 
gemeinen ein  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  a  und  dem  Radius  II 
(woftir  wir  von  nun  an  die  kürzere  Bezeichnung:  ,^reis  (ü,  K)" 
gebrauchen  mögen)  sein  wird.  Bedeutet  a:„  einen  Punkt 
innerhalb  desselben,  so  erhalten  wir  der  Reihe  (8)  ent 
sprechend  eine  Entwickelung  von  f\x)  nach  Potenzen  tub 
(x  —  a)  —  {Xf,  —  o)  d.  i.  3;  —  x„,  deren  Coefäcient«n  Poteni- 
reihen  von  Xg  —  a  sind  und  ebenfalls  mit  /^"'(jc^)  bezeichne 
werden,  sodass  die  Formel  (8)  ungeändert  bleibt  Die  obigt 
Regel  über  den  Convergenzbereich  der  ani'  der  rechten  Seil« 
von  (8)  stehenden  Potensreihe  bleibt  in  ihrem  geometriscka 


drucke  ungeündert.  Diese  Potenzrcihe  heisst  nach  Weier- 
hta  aus  der  Reiho 

I  ftx)- J:».(x -«)■-?(>: -o) 

lien  Punkt  x^x^,  abgeleitet.  Dabei  zeigt  das  Zeichen^ 
ach  eine  Reihe  nach  ganzen  positiven  Potenzen  des  Ai^- 
tes  an. 

Ist  die  Reihe  (1)  beständig  convergeot,  ao  defiairt  sie  in  der 
8U  Ebene  mit  Änsnubme  von  x  ='  cc  eine  eindeutige  snEÜjtiBcbe 
;tion  f{x).  Hat  diese  Beibe  ein  endlichee  Convergenzgebiet,  so  iet 
lOglich,  daft  vermittelBt  der  aua  ibr  abgeleiteten  Reihen  auch  für 
tte  aufserbttlb  desselben  Functions wertbe  definirt  werden.  Die 
e  (1)  heiTst  daher  naeb  Weieretr^r^  ein  tllement  der  ana- 
chen,  ein-   oder   mehrdeutigen  Funktion  f{x).   —  Die  Äbleitungeu 

hier  nur  erklärt  für  aolobe  Funetionen,  die  als  Summen  von 
nireihen  oder  deren  Fortsetzungen  definirt  sind ,  wobei  wir  be- 
cen  wollen,  dafs  die  n""  Ableitungen  der  Fortsetzungen  einer 
ütion  zn  gl  eich  die  Fortsetzungen  der  n*™  abgeleiteten  Fanction 
.    Die  Verallgemeinerung  dieser  Begriffe  mittelst  der  Formeln 


I  -  lim  '-^-^ 


=  Um'- 


n  man  «ich  unter  f{x)  zunächst  irgend  eine  eindeutige  tmd  stetige 
ition  von  x  denken  kann,  gehurt  in  die  DiSereutialrechnnug. 
chj  bat  jedoch  gezeigt,  dafa  beide  Erklärungen  von  fix)  im 
«ntlichen  zusammenfallen,  indem  die  Existenz  des  ersteren  der 
en  Grenzwerthe  und  Beine  Stetigkeit  für  alle  Werthe  von  x  in 
m  Krei*e  (a,  R)  vorausgesetzt,  f(x)  eben  eine  innerhalb  deaaelben 
ergente  Potenzreihe  von  x  —  a  sein  mula.")  —  Ueber  das  Ver- 
m  der  Eeihe  (8)  im  Punkte  x  =  x,  u.  s.  w.  vgl.  Änm.  9**). 
2)  Hinsichtlich  der  Entwickelnng  des  Quotienten  zweier 
ichen  oder  iiuendlichen  Potenzreihen  von  x  (die  letzteren 
iQvergent  vorausgesetzt) 


/•(*}' 


9i^)  =  ^b,X' 


eine  Reihe  nach  ganzen  Potenzen  von  x  gilt,  falls  t„ 
ht  Null  ist,  das  a.  a.  0.  Gesagte.  Auch  nach  Ein- 
ung  der  complexen  Zahlen  vermögen  wir,  den  Fall,  daes 
g(x)  ganze  Fuuctioiien  von  x  sind,  abgerechnet  (s.  Nr,  12), 
r    das    Convergenzgebiet    der     iiir    f{x) :  (i{x) 


V.  Abachnitt. 

Poteiizreibe  zunächst  uicbt  mehr  zu  sagen^  als  dafs  ta  mdit 
über  <Iea  oder  die  absolut  kleinsten  Punkte  x  ^c,  wofli 
g(c)  ^  0  und 

lin,|rta;):!;Wl-oc 

ist,  sich  erstrecken  könne.  —  Ist  ^(0)  ^  0,  bo  sei 

bo^b, =  6^1  =  0, 

b„,  von  0  verschieden  undpfa;)  •=  3?"h(x),  wobei  also  A(0}»ih 
nicht  Null  ist  Dann  lafst  sich  [{x^ih^x)  in  eine  Reibe 
nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x  entwickeln;  Dlnlicb 

f{x)  :  h{x)  =  Co  4-  qa:  +  Cja:*  H , 

80  daTe 

f(x)  -.gipö)  ■=  c„x-"'  +  e,r—"+'  -{- \r  ^-i  ^^^ 

+  e„.  4-  tw-,i  + .  ■  • 
ist.     Unser  Quotient  liefert  demnach  jetzt  eine  Reibe  Dl(i 
ganzen    Potenzen   von   x,    worin    eine   endliche   Äniahl  to" 
negativeil  Exponenten  auftritt. 

12.    Zerlegung  einer  rationalen  Fnnction  von  x 
in  Fartialbrüche. 

Es  seien  F{x),  G(x)  ganze  Funktionen  m*"  und  i^ 
Grades  Ton  x  ohne  gemeinsamen  Theiler,  Die  WnndB 
der  Gleichung  G(x)  =  0  seien  a;,  a^  ■  ■  ■  arj  '  und  zwar  1» 
(i,  fi^-  ■  ■  (ii-fach ,  so  data 

l^,  +  (h-\ tt,  =  n 

ist.     Demnach  hat  man  für  a:  ■=  a:,  -(-  /i 

G{Xr  +  A)  =  c/'/.^r  +  c,('-'A"-+'  +  -  ■  •  (,r  =  1,  2  . . .  Or 
worin  schon  der  erste  Coefficient  nicht  Null  ist.     Nach  dBB 
soeben  Bemerkten  erhält  man  nun  für 

F(i,  + 4) :«(«,  +  ») 
eine  Reihe  nach  steigenden  ganzen  Potenzen  von  h,  in  weldi" 
die  Exponenten  mit  —  (i,  beginnen.     Es  ist  also,  wenn  man 
statt  /i  wieder  x  ^  Xr  setzt, 


-Ij  +  ...     (r 


wir  den  lobegrifT  der  Glieder  mit  uegativeu 
mten  ton  x  —  Xr  mit  Rrix),  eo  leucbtet  uumittelbar 
I  die  rationale  Function 


Bl.)        -"'W 


n,W- 


-  «W 


:  keinen  endlichen  Werth  von  x  unendlich  wird,  »oniit 
■ganze   Function   H(x)    von  x   sein   musa.     Wir  haben 
[I  den  Satz  gefunden,  dass  jede   rationale  Function 
t  Bich  auf  die  Form 


'  ^-^•i':! +  ".(')  + ■ 


.  +  K,(»)  +  HW,     (10) 


«,(«)- 


-«/■ 


+  ■ 


und  S{x')  eine  ganze  Function  von  x  bedeutet, 
ngen  läi'at  und  zwar  nur  in  einer  einzigen  Weise, 
nn  wir  nämlich  eine  Gleichung  von  der  Form  (10)  als 
glich  voraussetzen  und  beide  Seiten  derselben  nach  Potenzen 
i  X  —.  Xr  entwickeln,  so  zeigt  sich,  dass  nur  vom  Äggre- 
e  Rr(x)  negative  Potenzen  von  X  —  Xr  berrühren  können; 
x)  muss  alsü  mit  dem  Inbegriti'  der  (i^  ersten  Glieder  in 
identisch  sein.  Da  mithin  /^,  li^-  ■  ■  Rt  völlig  bestimmt 
i,  so  natürlich  auch  die  ganze  Function  II(x). 

Mittelst  der  Formel  (10),  welche  die  Zerlegung  der  ratio- 
Bn  Function  F(x) :  0{x)  in  die  Partialbrüche  lehrt,  läsat 
i  erweisen,  dafs  diese  Function  in  eine  recurrunte 
ihe  nach  ganzen  Potenzen  von  x  entwiekelt  werden 
m,  deren  Couvergenzkreis  durch  den  oder  die  dem 
llpunkte  nächsten  der  PunkteoTj  x,  ■  ■  •  Xi,  wofür  der 
Bner  G{x)  verschwindet,  geht.  Setzt  man  nämlich, 
t  Xr  nicht  Null  ist. 


Sfai 


(« 


^rf 


^(}-^r 


täi  sich  der  zweite  Factor  in  eine  Reibe  nach  ganzen 
tiven  Potenzen  von  x  entwickeln,  wenn  nur  [ 2^:3:^1  <  1 
,  lx|  <  |a:,|  ist.     Diese  Reihe   ergicbt   sich   aus  der  geo- 


metrischeu  diircli  mehrmalige  Multip licatiou  mit  t<i(.-lj  ««iU 
oder  als  ein  besonderer  Fall  der  binomischen  (vgl  \1. 5), 
Diil'a  F{x)  :  0{x)  für  alle  x,  deren  absoluter  Betrag  kleiner 
ist  als  der  oder  die  kleinsten  der  Zahlen  |  x,  ' ,  { 3^  |  -  ■ '  |Zil, 
eine  Reihe  nach  ganzen  Potenzen  von  x,  die  fällig  unter  ileii 
Xr  der  Werth  Null  vorkommt,  auch  uegative  PoteiiKeii  tuh 
X  enthalt,  liefert,  ist  somit  offenbar,  Dass  der  Radius  ibcis 
Convergenzkreises  nicht  gröfser  sein  kann,  aU  die  geamnie 
Zahl,  ist  bereits  in  Nr.  1 1  bemerkt. 

Bestimmung  derjeuigen  ganten  FuDction  hCeligUiii 
(ti  —  1)»™  Grades  von  a;:  i\x),  welche  der  Bedingong  genügt, 
dafs  für  2  von  einander  verschiedene  Werthe  von  x:  x,i,...i, 
sie  seibat  und  je  eine  gewiise  Anzahl  von  anfvioandtt 
folgenden  Ableitungen  gegebenen  Zahlen  gleich  ist,  iilEnlicIi 

F(j;,)  =  !/„"■>  y\x;i  -  y,'''  ■  •  •  ^'''■""(av)  =y^'_, 
(r  =  l,  3...J), 


»-.  +  ?<,  +  • 


+  ^,-n 


und  t'iitwiukelt  F(x)  :  P{.e)  naeb  Potenaen  von  x  —  x^,  » 
die  Glieder  mit  negativen  Exponenten  überein  mit  denen  i 
Wickelung  der  Function 


der  Elit- 


är) +■  -  ■ 


V^^^i  (a: 


--  n^)- 


IUI  da«  Agip^gat  der  Glieder  mit  ncgntiveu  Itlipuueca 
von  X  —  x^  in  der  Eutwickelung  dieHes  Ernches  nach  Pot«iiei 
X  —  x^  mit  R^ix),  BD  bat  man  lufolge  dea  Satees  (10)  ofi'enbu 

no :  pw  _  i?,(.)  +  s,M  +  ■  .  +  «,(4, 

Eb  int  demnach 

F{x)  =  [B,  (x)  +  R,{x)  +  ■■■  +  K,W]  Pix) , 

welche  Formel  die  Verallgenieinctung  der  Lagrange'schen  inlT— 

darBtellt.  —  Dab  es  nur  eine  solche  Funktion  f  (x)  giebt,  folgt 
dem  3.  Satie  in  IV.  6. 


Väpleit:  uueudlicLe  Euibcn. 


naoh  gansen  Potensfln  einer  Veräuderliohen. 
Bkt  man  sich  ia  'der  FotenzreiHe  ( 1 )  ia  Nr.  7  anstatt 
gesetzt,  Bo  erhält  man  unmittelbar  den  Satz:  Wenn 
ihe  nach  negativen  ganzen  Potenzen  vuu  x 

".+5  +  ?-+ ■■  +  °:+-        ("> 

Mpt  für  einen  endlichen,  von  Null  verschiedenen  Werth 
Igirt,  so  convergirt  sie  entweder  für  jeden  solchen  Werth 
ahsulut  oder  es  giebt  eine  positive  Zahl  fi',  so  beachaf- 
ass  die  Reihe  (11)  für  alle  Werthe  von  x,  deren  abso- 
Betrag  gröfset  als  Jl'  ist,  absolut  convergirt,  fQr  alle, 
absoluter  Betrag  kleiner  als  R'  ist,  bei  jeder  Änord- 
ler  Glieder  divergirt," 

Fenn  die  Potenzreihe  (II)  convergirt,  in  welchem  Falle 
ir  Grenitwerth  sei,  ao  kann  man  daraus  für  jeden  inuer- 
Ibrcs  CouTcrgenzbereiches  gelegenen  Punkt  ,r„  eine 
fjDach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x  —  x^  ableiten. 
pkt  man  namlicb  io  (11)  .r  =  x„  -^  h  und  liumerkt,  AwU,  wenn 
B<l'„l  ist. 


'  A*»  +  ft)  "«b  Nr.  11  im  ursten  Falle  far  jüdoii 
Men  Wertb  von  Xg  und  h  nach  PoteaEen  von  h 
lilni  Eweiten  sieber  daiiii ,  wenn  |  x^  ]  >-  A'  nnd 


vou  Null 
gcoriiuet 


H 


,-  +  ■ 


X„  -    I 


l^'H  fflt  I  a^,  1 1  ft  1  stehen,  kleiner  als  1 :  U\  also  H  <  X„  - 
icbnet  man  diu  Coefficicnten  in  cliuaer  Potcuureitie  von  , 
I  Nr-  11,  io  erhält  urnn,  du  nach  VI.  b 


+  V     3     ^  ^  «+; 


I 
I 


("<  +  ')■•-("'  +  «-  D-^-Jn^i,  a  •■)■ 
1  *» 

fiien  nach  negiviivcn  Potenzen  von  x„  haben  genau  duMclbc 
&Egebiet,  wie  die  li«ihe  /'(j*„)  d.  i.  (1 1).  Schreibt  man  für  /■ 
—  ^,  BO  erhält  aacb  die  auH  (11)  für  den  Paakt  x -^  x^ 


abgeleiteti!  Beibu  dio  Ueatalt  (8).    Sie  eonTergiit  alao  absolut 

für  Punkte  x  im  ranern  dea  Kreiaes,  nelcbGr  von  x^  aus  so  beachrieta 

ist,  dafa  er  den  Kroia  (0,  IV)  von  aafseQ  berOirt 

Bs  kommen  aucli  R«ilien  vor,  iu  deiiea  uotohl 
positive,  aU  negative  ganze  Putcnzen  Ton  s  in 
unbegrenzter  Anzahl  erscheinen,  die  also  tot  da 
Form  sind 


Zunüchet  bemerke  mau  den  folgenden  Satz:  „Weuo  die 
lleihe  (12)  für  einen  von  Null  Terscliiedenen  Werth  »n 
x:  X  =  x^  mindestens  bei  bestimmter  Anordnung  ihrer  Glieder 
convergirt,  so  couvergirt  von  den  beiden  Ileihen 


•»o-^x-' 


[m 


die  erutere  absolut  fUr  alle  Werthe,  deren  absolutt^r  Betrag 
kleiner  als  { x^  \  ist,  die  letztere  absolut  für  alle  Werthe, 
deren  absoluter  Betrag  gröfaer  al»  |  j;„  |  ist"  Beiseichurf 
man  nämlich  die  Ulieder  von 


S 


a,a;- 


böi  der  erwUhuten  bestimmten  Aneinanderreihung  mit 

K  +  l',+  -+'>,  +  --, 

80   läfst   sich   zufolge  der  Voraussetzung  jedem   *  >  0  i^i^' 
natürliche  Zahl  m  so  zuordnen,  dais  |  6p  |  <  £  iat,  wenn  u*^ 
p>m  ist.     Wenn  nun  m^  den  grofaten,  —  »i,  den  kleinst^ 
Exponenten   von  x^  in   den   Gliedern   h„b^-  ■  -b^   beBeichi*' 
80  hat  man 

I  a^x^-  I  <  *  für  n  >  t»,  -f-  1  , 
I  a-^a:,,-'  |  <  f  für  «  >  »i^  +  I  , 
woraus    man    erkennt,    daas    sowohl    alle   Glieder   a^x^  * 
auch   alle  a..^x^~'  dem   absoluten  Betrage   nach  unter  eir^ 
endlichen   Zahl   liegen.     Man    braucht   also    nur   den 
Satz  in  Nr.  7  anzuwenden,  um  den  obigen  zu  äaden. 


Complaze  nneadlicbe  Reihen. 

Das  Gebiet,  innerhalb  (iesaeü  die  Poteu/.reilie  (12j  ub- 
t  convergirt,  erj^iebt  gicli  sehr  leicht  mittelst  der  Be- 
(ung,  dafs  wenn  diese  Reihe  absolut  convergirt,  auch 
der  beiden  Reihen  (12*)  absolut  convergirt.  Die  Reihe 
convergirt  demnach  absolut  1)  entweder  für  gar  keinen 
■th  Yon  X,  oder  2)  filr  jeden  eudlicheu  Werth  von  x  anfscr 
■0,  oder  3)  ausschliefshch  für  die  Werthe  von  x,  deren 
iluter  Betrag  eine  positive  Zahl  11  ist,  oder  endlich  4) 
ille  Werthe  von  x,  deren  absoluter  BL-trag  innerhalb  des 
rvalles  iß,',  R)  liegt,  wobei  R>lf^O  ist,  und  für 
en,  dessen  absoluter  Betrag  aufäorhalb  desselben  liegt. 
ersten  Falle  kann  die  Reihe  (12)  für  einige,  ja  selbst 
alle  Punkte  eines  Kreises  (0,  R)  bedingt  convergiren, 
t  aber  für  Punkte  zweier  solcher  Kreise;  dem  zu  Folge 
vorstehenden  und  des  ersten  Satzes  in  Nr.  7  führt  diese 
ahme  schon  auf  den  vierten  Fall.  Auf  dieselbe  Art  er- 
it  man,  dafs  es  im  dritten  Falle  keinen  Punkt  aufser- 
I  des  Kreises  (0,  B)  giebt,  wofür  die  Reihe  (12)  auch 
bei  einer  bestimmten  Anordnung  der  Glieder  convergirt 
im  vierten  Falle  keine  solche  Punkte  aufserhatb  des  von 
Kreise  (0,  K)  (weicher  auch  auf  den  Punkt  a;  =  0  zu- 
mensch  rümpfen  kann)  und  dem  Kreise  (0,  Ü)  eingeschlos- 
n  Ringeä.  Der  erste  und  dritte  Fall  werden  bezw. 
h  die  Ketben 


2^  +  2-i. 


lesteilt  Die  zweite  convergirt  absolut  lediglich  auf  dem 
se  (O,  1)  die  erste  bedingt  iu  allen  Punkten  desselben 
er  j:  =  -j-  1,  In  der  Functionentheorie  sind  nur  der 
ite  und  vierte  Fall  von  Bedeutung,  nur  einer  von  ihnen 
mch  im  Folgenden  stets  gemeint.  Der  letztere  ist  der 
Dtlich  allgemeine:  die  Potenzreihe  (12)  convergirt  ab- 
t  für  alle  Punkte  innerhalb  des  von  den  Kreisen  (0,  li') 
(0,  R)  gebildeten  Ringes  und  divergirt  für  jeden  Punkt 
erhalh  desselben  bei  jeder  Anordnung  der  Glieder. 


V.  Abauhuitt.    Nr.  13.  14. 

Da  die  Sutume  der  Reihe  (12),  iunerbalb  des  Beincbe) 
dtsr  absoluten  Convergenz  als  Summe  der  (irenzwerUie  der 
beiden  Reihen  (12*)  aufgefafst  werden  darf,  so  erhellt  un- 
mittelbar, dafa  im  zweiten  und  vierten  Falle  aus  (12)  filr 
jeden  Punkt  x  ^  x„  innerhalb  dieses  Bereiches  eine  Rvibe 
nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x  —  x^  abgeleitet  wer- 
den kann.  Für  die  Coefficienten  der  einzelnen  Potenien 
von  X  —  x„  in  derselben  gebraucht  man  dieselben  Beteich- 
Dungen  wie  in  (8). 

Aebnliche  Sätze  bealoheo  für  die  Reiben   nach  ganEen  Fotnnni 


Satz  über  die  üebereinstimmung  zweier  Beihen  nuA 
ganzen  Potenzen  im  gemeinsamen  Coavergenzgebiete. '") 

„Ea  seien  zwei  Reilieu  gegeben,  die  eine  P{x  —  a)  nach 
ganzen  Potenzen  von  x  —  a,  die  andere  (J(x —■  b)  nach 
ganzen  Potenzen  von  x  —  b  fortachreitfnd.  a  und  h  kBnnai 
gleich  oder  iingleicli  sein.  5  s^'  ^'^^  zusammenbäDgenJes 
Flächenstück ,  das  den  Couvergenzber eichen  beider  Reiln^" 
gemeinsam  ist.  Giebt  es  innerhalb  %  einen  solcheu  Pnubt 
x  =  c,  dafs  zu  jeder  positiven  Zahl  d  ein  von  c  verwbie- 
dener  Werth  x'  gehört,  wofür  \  x  —ci  <d  und 

r(x'  -  a)  ^Q<x'  -  l) 
ist,  so  stimmen  die  Wertbe  der  beiden  Potenzreihen  lu  »H*"' 
Punkten  innerhalb  %  überein." 

Beweis.  Da  c  iimerhalb  der  Convergenzbereichu  "«' 
beiden  Reihen  liegt,  so  mufs  es  einen  ganz  bestinimteu  Kr©'^ 
vom  Mittelpunkte  <;  geben,  innerhalb  dessen  sowohl  ^^ 
Werthe  von  l\x  —  a),  als  auch  die  von  Q(x  —  b)  Jur* 
eiue  Reihe  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x  —  e  d^* 
gestellt  werden.  Nach  Nr.  10  müssen  dieae  beiden  Polec^ 
reihen  von  a:  —  c  in  unserem  Falle  identisch  sein.  ^^ 
ein  Punkt  innerhalb  %,  der  aufserhalb  des  genannten  Krei^ 
liegt,  ao  verbinde  man  ihn  mit  c  durch  eine  stetige,  ^^ 
ständig  innerhalb  2f  verlaufende  einfache  Linie  I,  deren  je'' 
Punkt  mithin  von  der  Begrenzung  von  %  einen  Äbats^ 
grofser  als  eine  gewisse  Zahl  A  >  0  haben  wird.  Nun  ki 
man   der   Linie   I   ein   Polygon  c  c' c"  . . .  c"~""   eiuschrei! 


lesseo  Seiten  sämmtlich  gleich  A  sind.  Da  der  Coiivert^enz- 
ujias  der  oben  erwähuten  Poteuzreiho  voji  x  —  c  gröfser 
Ja  Ä  ist,  ao  besteht  die  tileicbuug 

P{x-a)=  Q{x-h)  (13) 

iiigs  der  Strecke  c  c,  also  msbesondere  ia  jeder  uoch  so 
leinen  Umgebuug  von  c'.  Da  somit  di*-  beiden  Reiben  hin- 
icbtlich  des  Pimktca  s  =  c'  dieselbe  Eigenschaft  habeii,  wi« 
1  Bezug  auf  den  Punitt  x^c,  so  erkennt  man,  dafs  die 
leichung  (13)  audi  längs  der  Strecke  c  c"  gilt.  In  der 
rt  findet  man  nach  Zurückltigiing  der  Strecken 

c"  c'"  . . .  c<— «  c*'-'> 
ie  Gleichung 

T{h  —  a)  =  QQi~h). 
Ana  dem  vorBtuhendcn  Satze  ergiebt  Hieb  uine  Verallgemeiuorung 
es  IdeutitätsHiitees  in  Nr.  10  für  tnei  Reihen  Doch  gooEen  Pot^neen 
on  j  —  a ,  in  welcbec  nur  Potenzen  einer  Art,  z.  B.  positive  in  un- 
Bgreaiter  Annobl  vorkommen.  Offenbar  genügt  es,  dafs  sie  min- 
erteüB  für  je  einen  Punkt  iu  jedur  Umgebung  eines  beli eiligen 
uoktes  ihres  gemeinsamen  Convergenzgebietcs  übereinstimmen. 


Die  bisherigen  allgemeinen  Sätze  übt^r  die  Reihen  nach 
»uzen  Potenzen  einer  Veränderlichen  bilden  lediglich  die 
ehr  oder  weniger  naheliegende  Verallgemeiuerong  der  ent- 
Tecbenden  Sätze  über  solche  Reihen  bei  reellen  Werthen 
"■  Coefficicntcn  und  der  Veränderlichen.  Nun  aber  werden 
if  drei  neue  fundamentale  Sätze  Qber  die  in  Rede  steheu- 
ö  Reihen  kennen  lernen,  welche  nur  bei  Zulassung  von 
töplexen  Werthen  der  Veränderlichen  möglich  sind.  Der 
Irte  wegen  lassen  wir  hier  die  Reihen  nach  Potenzen  von 
anstatt  von  x  —  a  fortsehreiteu. 


4 


'•  Canchf'a  Sata  über  die  CoeffioienteD  einer  Beute  aach 
ganzen  Potenzen  einer  Ver&aderlichen.  ") 

,3eschreibt  man   vom  Nullpunkte   einen  Kreis,   welcher 
incrbalb  des  Convergeuzgebietes  der  Reihe 

Jia.»?  (1) 

Erläuft  —  sein   Radius  sei  K  — ,   so  erreicht  der  abso- 
ita  Betrag    ihrer  Summe  f{x)   mindestens  in   einem 


Punkte    derselben    seine    endliche   obere    Grenze  6 
und  man  bat 

I  a„  I .  ff"  ^  G     (m  —  0,  ±  1,  +  2  . .  .)■*' 

Beweis.  Dafa  \f(x)\,  während  x  den  Kreis  (0, 1) 
durchläuft,  »eine  endliche  obere  Grenze  (r  erreicht,  ist  ein 
besonderer  Fall  des  letzten  Satzes  in  III.  8. 

Der  zweite  Theil  dea  Satzes  ergiebt  sich  so.  Es  eei  p 
eine  beliebige  natürliche  Zaiil  und 

e  =  cos h  i  sin  — 

Xr^K  ( coB  —  +  (  ain  -^  J  =  A't'     (r  =  0, 1  ...  y  —  1). 
Nach  II.  17  hat  mau 

^o"  +  ^i"  +  ■  -  ■  +  *;;_,  =i'ff'  oder  0, 
je  nachdem  n  durch  p  tbeilbar   i^t  oder  nicht.     Mittelst  dtt 
Formel 


'-<■-+ !:•■»■-■- 


worin  der  Äccenl;  bei  Z  ausilruckea  soll,  dafs  n  den  W«nl 
Null  nicht  aunehmen  darf,  findet  man  demnach 

Nun  kann  man  »ich  ji  so  grofs  denken,  dafs  das  ivsttfl 
Glied  rechts  dem  abcioluteii  Betrage  nach  nuter  einer  Tur- 
gegebenen  Zahl  e  liegt.  Vermöge  der  absoluten  CouvergeM 
der  Reihe  (1)  für  x^  K  darf  mau  Eunächst 


I  ^  0.+.,  K"  I  <  AT—  _^i  (A^rt*,  Jf  "^«  +  A.^,  A--") 

I  All  fQr  I  a.  {  steht.     Von  daher  weifs  m 
positive  Zab)  fi  so  bestimmen  lUrst,  da 


setzen,  wo  A»  IBr  |  a.  |  steht.     Von  daher  weifs  man  auch,  d»'» 
eich  eine  positive  Zahl  fi  ao  bestimmen  lUrst,  dafs  für  «>f 
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;.    Nimmt  man  p  grofser  als  fi  an,  so  hat  man  mithin 

+  00 


Om^p  K^P 


<B. 


Da  \f{Ke)  I  ^  G  ist,  so  folgt  aus  (2),  dafs 

^  0 

.    Hieraus  erschliefst  man,   da  a  jede  positive  Zahl  sein 
an,  die  Relation 

CoroUar*    Identitätssatz  für  Reihen  nach  ganzen  Poten- 
ik  Yon  Xj  in  welchen  sowohl  positive  als  negative  Exponenten  von 
n  unbegrenzter  Anzahl  vorkommen  *dürfen.    „Convergiren  die  Reihe 
tmd  eine  ähnliche 

^  5»  «*  (3) 


00 


einem  und  demselben  Gebiete  und  giebt  es  innerhalb  desselben 
len  solchen  Punkt  x  =  c^  dafs  za  jeder  positiven  Zahl  S  ein  von  c 
'•cliiedener  Werth  x'  gehört,  wofür 

\x^c\<d 

und  die  Summen  beider  Reihen  f{x\  g(x)  einander  gleich  sind,  so 
d  die  Goefficienten  der  nämlichen  Potenzen  von  x  in  (1)  und  (3) 
'^der  gleich: 

Beweis.    Nach  Nr.   14  ist  innerhalb  des  ganzen  gemeinsamen 
^vergenzbereiches  f(x)  »-  g{x)f  d.  h.  es  ist  daselbst 

+  00 


2  ^""n  -  K)  ^ 

—  00 


.« 


0. 


^  man  sich .  innerhalb  dieses  Gebietes  einen  Kreis  (O ,  K)  und 
^det  auf  die  letzte  Reihe  den  Goefficientensatz  an,  so  findet  man 
Jen  G  —  0  fQr  jeden  Werth  von  n 

I  «»  -^1,  '<Ö'    also    a„=-6„. 

16.    Weieratrafs'  Doppelreihensatz.  ^^) 

^8  sei   eine   endlose    Folge    von  Reihen  nach   ganzen 
^zen  einer  Veränderlichen 
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2'  ""•■'  ^     (m  =  0,  I,  2  . . .) 

vorgelegt,  deren  jede  positive  und  negative  Potenzen  von  j 
in  endlicher  Anzahl  enthalten  kann.  Angenommen,  es  gebe 
zwei  Zahlen  H'  R,  die  erste  positiv  oder  Null,  die  zweite 
grörser  als  die  erste  und  so  bescliaffen,  dars  unter  der 
Bedingung 

0<R'<\x\<B  (5) 

nicht  allein  jede  einzelne  Reihe  (4),  aondero  auch  dl« 
aus  ihren  Summen  f,„{x)  gebildete  Reihe 

convergirt  und  zwar  die  Reihen  (4)  absolut,  die  letit« 
mindestens  in  der  angegebenen  Ordnung  derGlieder 
und  zwar  gleichmäraig  für  die  genannten  Werthc 
von  X.     Dann  convei^irt  die  Reihe 

oo. ,  +  Ol, "  H h  «",,"  -\ ('"> 

für  jeden  Werth  von  n,  und  wird  ihr  Grenzwerth  mit  o,  be- 
zeichnet, so  convergirt  absolut  für  alle  Werthe  von  x,  denn 
absoluter  Betrag  kleiner  als  E  und  grofser  als  R'  ist,  die 
Reihe  nach  ganzen  PotenKen  von  x 

und  es  ist  ihr  Grenzwerth  gleich  dem  von  (6) : 

2<..«--J- /■-(»)."  (9) 

Beweis.  Zufolge  Voraussetzung  kann  jeder  Zahl  *  >0 
eine  Zahl  fi  >  0  so  zugeordnet  werden,  dafs  was  p  auch  «ei| 
mag,  für  n>  (i 

I  /-^.(i)  +  /;.+,w  +  ■ . .  +  /-^(i)  |< .        (i(^ 

ist  und  zwar  bei  jedem  den  Relationen  (5)  genUgendi 
Werthe  von  x.     Somit  hat  man  auch 


•  (''™+i..  +  R».4 


,  +  ■■■+  "»,. 


,.)^| 


<*. 
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also  nach  Nr.  15,  wenn  K  eine  Zahl  kleiner  als  Ry  grofser 
als  R'  bezeichnet,  bei  n  >  /i 

Es  convergirt  mithin  die  Reihe  (7)  fiir 

n  =  0,  +  l,  +  2.... 
Setetman  ~ 

m     .  00 

0  »71+1 

80  ergiebt  sich  also,  daEs  zugleich  mit 

w>/t    |a;'|<6Z"-»  (11) 

ist.   —    Es   sei  x  ein   Werth,    dessen    absoluter   Betrag  X 

■wischen   R'   und  R   liegt   und  S  S'   zwei   solche   positive 

Zahlen,  dafs 

R'<S'<X<S<R 

isi.     Ersetzt  man  nun,  je  nachdem  n  negativ  ist  oder  nicht, 
in  (11)  K  durch  8'  oder  5,  so  folgt 

|a;'S'M^«         \a:S^\<s.  (12) 

Demnach  convergiren  absolut  nach  Nr.  13  und  7  die  Reihen 


00  00 


O«  X^  ^  ün  X^  , 

—  1  ü 

also  auch  die  Reihe 

+  00 

00 

Da  ferner  die  Reihe 

m  +  OD 

0  —  00 

absolut  convergirt,  so  auch  die  Reihe  (8);  denn  es  isi 

+  00  +00 

^  «»ä;*  =  ^  {dn  +  d^  x^ .  (13) 


00 


Bedeutet  f{x)  den  Grenzwerth  von  (6),  ip{x)  den  von 
(8)  und  ist 

CP  +  00 

m+l  CO 
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so  hat  man 

0  — 00 

f(x)  —  <p(x)  =  R„(x)  -  P„(x) , 

die  letztere  Formel  nach  (13).     Nach  (10)  und  (12)  ergiebt 
sich  för  »»  >  fi 

R,n(x)\<S 


00  ..  00 


p.  (-)!<*  2  ©"+ '  2  (f ) = M"^^ + «--^ 


—  1      '  0 

Mau  findet  demnach,  dafs 

I A^)  —  9>(^)  I  < «  [i  +  xzrg^  +  s~-^x 

ist.     Da  hier  rechts  jede  positive  Zahl   stehen  kann,  so  e^ 
giebt  sich  die  Gleichung 

unter  denselben  Voraussetzungen  Aber  die  Beihe  (6), 
wie  im  vorstehenden  Satze,  hat  man  für  alle  Werthe  von  x, 
deren  absoluter  Betrag  kleiner  als  B  und  gröfser  als  S  iB^ 
neben  (9)  die  Gleichungen 


00 


/^')  (X)  =    >;  /<:'  {X)       (r  =  1,  2  .  .  .)  .  (»1 


m 

o" 


Wenn   R  <C  \  x  \  <^  R  und   |  h  \  kleiner  sowohl  als  R  —  \x  ,  * 
als    auch    als    \  x  \  —  R    ist,    so    läfst   sich    nach    Nr.   IS   nicht  nur 
ff,^(x  +  h),  sondern  veruiöge  der  Gleichung 

nx  +  h)  =  q>(x  +  h) 

auch  f{x  +  h)  in  eine  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  h  fort- 
schreitende Reihe  verwaudeln.  Unter  diesen  Bedingungen  hat  man 
also  einerseits 


oo 


m 

o"* 

WO 


A«  +  Ä)=    >»■/■„,  (a;  +  /0,  (u; 


/■(.r  +  Ä)  =  /-(.T)  +  2   -"^P  *'  •  (!■ 


lodlicbe  ßoiheu. 
>  Werthe  von  (A)  ist  nnn  nach  (10) 
e  +  'O-f  •■•  +  /;„+p(*  +  ft|<f       (P  = 
iich  somit  die  recht«  Seite  in  (16)  nach  Poteni 

'Ch  Verf^leichung  lief  Coeffiintiit«u  iler  nämlichen  Pot£ii! 
if  der  rechten  Seite  dieser  nnd  der  Gleichvmff  (16)  eriiilt  n 
leln  (14). 


h     17.    Anwendungen  des  Satsea  von  Nr.  16. 

I  Eb    liegt   nahe,    diexen  Sutz   znr  Entwickolun^   der   iu  Nr.   il 
Bieten  zuaaminengeBe taten  Function  qi{/(,r)  |    zu  benutzen.     qn>;) 
I  im  Kreise  {0,  S)  convergente  PatuDzreihe  von  y: 
\,  <flv)''b„  +  b,i,  +  b,r  +  ---.  (") 

mächst  eine  im  Kreise  \0,  Jt)  convergente  [leihe  nach  ganien 
en  Potenzen  von  x.  Ist  S'  eine  poütive  Zahl  kleiner  ai»  S,  so 
Ifirt  die  Beibe  (17)  gleichmäfgig  für  alle  Werthe  voa  y,  deren 
tet  Betrag  S'  nicht  fiberstetgt. 

fix).  AX)»  .  .   .  f{3!)*    .    .    . 

iMDEreiben  von  x  mit  demBclben  Convergenzbereiche.  Wenn  es 
$lah6  positive  Zahl  A^R  giebt,  dafs  ftlr  alle  Werthe 
,  welche  dem  abaoluteo  Betrage  nach  kleinnr  al«  A 
\fi,x)\<S'  ist,  80  lä6t  sich  (pi/'(.r)|  nach  obigem  Satie  für 
iVerthe  von  x  nach  Potenzen  von  x  ordnen.  Bierzii  ist,  wie  zur 
dnng  des  Cauchy'schen  Satieg  in  Nr.  11,  uothwendig  und  bin- 
id,  daTa 

I  fW  I  <  s 

ieser  Satz  liefert  dann  die  geanehte  Entwickelang  für  alle 
fc  von  X,  deren  abaolnter  Betrag  unter  der  bo  gewählten  Zahl 
W*(KX  S  üt.  liegt.    Da 

kl  |/-(i)|<«(X) 

[hftt  man  nun  auch  |  f{x)  \<S,  d.  h.  der  Satz  von  Weier- 
|Ii«fert  nie  ein  beachrünktereB  B«Baltat  als  der  Cancby'acbe. 
Iloicht  zu  sehen,  dafa  wenn 

f{x)  —  c(*  —  a)     oder     c  :  (6  —  x) 
te  zu  dem  nilmüchem  Resultat«  fübrenj  wenn 


nx)-clx- 
I  entere  Säte  genauer  iat. 


o)  :  (6  -  X) 


a  positiven  und  n( 
u  zwei  positive  2 


Nr.  17. 

Btimmen,  dalä  j1'  <  J  <  Ä  und  für  alle  Werthe  Ton  fr,  deren  »b«o- 
luter  Betrag  zwischen  A'  nixJ  A  liflgt,  [  fix)  |  <  S'  ist  ip[flXl]  lltit 
sich  dann  für  die  ebengenaiiDteii  Werthe  von  x  in  eine  Reibe  luti 
ganzen  Potenzen  »on  x  verwandeln. 

2j  Jetzt  wollen  wir  Dachweisen,  dafs  es  analytigcht 
ÄiisdrQcke,  nämlich  unendliche  Reihen,  deren  GÜi- 
der  rationale  Functionen  von  x  sind,  giebt,  welche 
in  getrennten  Bereichen  verschiedene  analjtiücht 
Functionen  von  x  darstellen.  ")  Wir  gehen  von  Atr 
unmittelbar  ersichtlichen  Formel 

l  für  I  äc  |<  1 
0  ..    1 1  I  >  1 
aus.     Für  die  Werthe  x  vom  absoluten  Betrage  1  hat 

1  :  (1  —  «")     bei     lim  »  =  +  oo 
keinen    Grrenzwerth.     Bedeuten   m^   m,  . . .  m,  . . .  natOrliche 
Zahlen,  die  mit  n  beständig,  also  über  alle  Grenzen  wacheeo, 
so  hat  man  nach  Nr.  1 


(IS) 


ip(x). 


"W-n^.  +  JCnb 


Hier  steht  rechts   ein  analytischer  Ausdruck,  der 
und  aufserhalb  des  Kreises  (0,  l)  zwei  verschiedene  a 
tische  Functionen  von  x  darst«llt, 

f^{x)=  I     und     /;Ca:)  =  0. 
Besonders    einfach     gestaltet    sich     derselbe     für    m, 
nämlich 


fW-r^x  +  S- 


Mit  Hilfe  von  Nr.  1(5  erkennt  man,  dafs  weun  A  A'  po"' 
tive  Zahlen  bedeuten,  die  erste  kleiner,  die  zweite  gröls« 
als  1,  die  Reihe  (18)  in  der  That  für  alle  Werthe  von  J. 
deren  absoluter  Betrag  A  nicht  übersteigt,  in  eine  Riil" 
nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  z,  für  alle  Werthe  lOB 
X,  deren  absoluter  Betrag  nicht  unter  jl'  liegt,  in  eineRcilii' 
nach  ganzen  negativen  Potenzen  von  x  verwandelt  werdffl' 
kann  (was  keineswegs  selbstverständlich  ist).     Denn  ist 
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läfst  sich  nicht  allein 

l:(l  --af'n)  (19) 

nAi  Potenzen  von  x  entwickeln,  sondern  es  eonvergirt  auch 
ß  Reihe  (18)  gleichmälsig.     Man  hat  nämlich 

r,  (x)  «=  ^«  I ~ „7  —  } 

«4-1     * 

—  1  —         ^  —  a?*"» 


80  für  alle  Werthe  von  x^  deren  ahsoluter  Betrag  A  nicht 

oersteigt, 

\rn{x)\  <-4"»»  :(1  —  A'^n), 

^\x\'^A'y   80    entwickelt    man    die   Function   (19)   nac)i 
otenzen  von  \:x.    Da  nunmehr 


10  ftr  alle  Werthe  von  x,  wofür  {  x  |  ^  ^    ist, 

tr.(a;)|<l:(^'-«~l) 

t,  80  eonvergirt  die  Reihe  (18)  auch  für  dieselben  gleich- 

afsig. 

Es  ist  leicht,  mit  Hilfe  der  Reihe  (18)  einen  Ausdruck  herzu- 
iUen,  welcher  ffir  das  Innere  von  k  getrennt  liegenden  Kreisen, 
tvn  Mittelpankte  bez.  a^  a^  .  ,  .  a^^  und  deren  Radien  bez.  q^  q^,  .  .q^^ 

ien,  der  Reihe  nach  mit  den  willkürlich  vorgeschriebeneu  analyti- 
&en  Functionen  fi{x)  f^{x)  .  .  .  fj^ix)  und  für  das    übrige  Gebiet  der 

lene  mit  einer  weiteren  solchen  Function  f^i^ (x)  übereinstimmt.    Das 

«tet  offenbar  der  Ausdruck 

deher,  fidls  f^(p:)  eine  innerhalb  des  Kreises  (a^,  q^)  convergente 
»tensreihe  von  x  —  a^  vorstellt,  in  der  That  für  diese  Werthe  von 
—  o^  in  eine  Reihe  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x  —  a^  um- 
formt werden  kann. 


12 


T.  AbaohDitt.     Nr.   18. 

18.    lieber  das  Verhalten  der  Snmme  einer  PotanneUie 
In  der  Heiie  ihrea  ConvergenskreiBeB. 
Wenn   man    nich    anf    reelle   Werihe   der   Yeränderiichtn  t  h- 
fchrilnkt,  BO   IMflt  eich  kein    allgeneinbt  Satz  über  iIhb  VerbtllcD  dn 
;  PotcDzreüie   in   der  Nabe   der  Endpnnhte  ibm  Cuniei- 
geDEintervalleB  aiiletelleD.    Einen  solchen  giebl  ea  aber,  wie  Weicr- 
atraf«  hervorffehoben  hat"),   bei  Y.alaaaung   von  compleiea  WertiM 
von   X.     Eb    sei   atisdrücklich    bemerkt,   dafa   der   nene    Doppelreä«. 
Brtti  von  Nr.  16  in  den  Nm.  18^90  nicht  benutzt  wird. 
1.  Satz.     „Wenn  eine  Potenzreihe 


«  On  Sr 


(') 


für  alle  Punkte  x'  im  Innern  eines  Kreises  (0,  S] 
couvergirt,  so  lülst  sich  ihre  Summe  sieber  l'Qr  alle  da 
Relation 

I  ar  -  Ä*  |<  B  -  ,  a'  I 
genügenden  Werthe  von  x  als  Reihe  mich  ganzen  positiven 
Potenzen  von  x  —  x'  darstellen: 


=«-■)  + 2-''-^' c^- 


I)-, 


w 


k 


Der  Convcrgenzradius  dieser  Reihe  wird  jedoch  in  der  B^! 
gröfser  als  li  —  |  a:'  |  sein.  Bedeutet  ]i(x')  den  wahren 
Convergenzradius  der  Potenzreihe  von  x  —  ^  auf 
der  rechten  Seite  von  (b)  und  e8  ist  die  untere  Greot* 
von  Ii{jff),  x'  über  das  ganze  Innere  des  Kreisee  {O.R) 
erstreckt,  eine  positive  Zahl  H,  so  hat  der  Conrer- 
genzkrcis  der  Reihe  (a)  genau  den  Radius  II -\- H" 

Beweis.  Es  sei  H'  eine  positive  Zahl  kleiner  als  ff- 
Man  beschreibe  vom  Punkte  0  einen  Kreis  mit  dem  Hftdiu» 
Ji  -\-  JJ'  und  bezeichne  mit  x^  irgend  einen  Punkt  des  'uo 
den  Kreisen  (0,  E)  und  (0,  R  +  E')  gebildeten  Ringes,  Bin 
von  x^  mit  dem  Radius  H  beschriebener  Kreis  mufs  nut 
dem  Kreise  (0,  it)  ein  Stück  Wt  gemein  haben.  Ist  x  eis 
beliebiger  Punkt  von  SDJ,  so  wird  die  Potenzreihe  von  x  — * 
in  (b)  auch  für  x  =  x^  convergireii ,  da  ihr  Convergent- 
radius  nicht  kleiner  als  H  sein  kann.  Es  hilngt  aber  der 
Werth 
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1 

it  Yon  X  ab.  Ersetzt  man  nämlich  af  durch  einen  an- 
m  Punkt  x"  von  ^,  so  ist,  da  x^^  aufserhalb  des  Kreises 
jR)  liegt,  I  x'x'  I  <  2jH";  folglich  haben  die  von  x  und 
je  mit  dem  Radius  H  beschriebenen  Kreise  ein  Stück 
Strecke  x'  x"  gemein.  Auf  demselben  stimmen  die 
snzreihen  (b)  und 


QO 


/■(^") + 5  ^f-  (^  -  ^y  ('0 


nl 

1 

rein,  da  eine  jede  die  Summe  f{x)  liefert;  somit  nach 
14  auch  im  Punkte  x  =  x^,  der  den  Convergenzgebieten 
!er  angehört.  Die  Werthe  der  auf  diese  Art  ftLr  die 
kte  a^  and  x^  definirteu  Function  liegen  dem  absoluten 
rage  nach  unter  einer  endlichen  Zahl  G,  wie  aus  der 
igkeit  der  Function  folgt. 

Nun  lälst  sich  zeigen,  dafs  die  Reihe  (a)  für  alle  Werthe 
X,  deren  absoluter  Betrag  unter  R  -]-  H  liegt,  conver- 
Wendet  man  auf  die  Reihe  in  (b)  den  Satz  von  Nr.  15 
80  ergiebt  sich  neben 

/•(/)!<(?      iji />(«')  |fi'-<ß      (»  =  1,2...). 

ff)  ist  eine  Potenzreihe  nach  x'  (vgl.  Nr.  1 1).  Mau  findet, 
i  denselben  Satz  auf  sie  anwendend , 

w(ffl—  1)  .  .  .  {m  —  n+  I)  ;^  j^'„i-«  2/'»  <  G 
fil 

(W  =  M,W+  1,...), 


X'  =  \x  \        Arn  =  \a„t\ 
und  nach  Division  durch  22" 

\,  man  hier  n  >«  0,  1 . . .  m  und  addirt,  so  folgt 

A.  X-  (1  +  ^)" 


( 


V.  AbKbnitL    Nr.  18. 


Somit 
WerÜi 

convergirt   nach    Nr.  7  die 
e  von  X,  wofür 

Reihe 

(a) 

aiclier 

U  |<  5'  +  — / 

<B  +  H 

ist,  8o  daffi  ihr  Convergenzradius  kleiner 

X'\R  +  H-\  :K 

als 

k 


A  +  if-X- jl+  ^:j_a_fl-  +  (H_A")(l  +  f] 

kauD  aber  durch  entsprechende  Annahme  von  B'  uuJ  T 
kleiner  als  irgend  eine  positive  Zahl  t  gemacht  weiden 
Also  ist  der  Convergenzradius  von  (a)  nicht  kieims  >1> 
R  -\-  U.  Da  er  nicht  grbfser  aU  jR  +  .ff  sein  kann  (inilf 
sonst  die  untere  Grenze  vo»  R{x')  nicht  H  sein  würde), « 
ist  er  gleich  R+  H. 

2.  Satz.  „Convergirt  die  Potenzreihe  (a)  fSr  allePiuü* 
x'  im  Innern  des  Kreises  (0,  R),  so  ist  dieser  Kreis 
und  nur  dann  Couvergeazkreis  derselben,  wenn  die 
deünirte  positive  Zahl  R(x')  Für  die  genannten  x'  die  unlot 
Grenze  Null  hat." 

Die  untere  Grenze  von  R{x')  ist  entweder  eine  | 
Zahl    H   udör    Null,     Im    ersten   Falle   ist    der  Converg«* 
radius    der  Heibe   (a)    gleich   R  -\-  H,    im    zweiten  maü 
gleich  R  sein,  denn  er  kann  weder  kleiner  noch  gröfset 
R  sein. 

3.  Satz.  „Hat  R{x')  fiir  die  Punkte  x'  im  Inneni 
Kreises  (0,  Ji)  die  untere  Grenze  Null,  so  mufs  unter  ilt 
oder  auf  dem  Umfange  des  Kreises  mindestens  ein  Pun 
X  .=  r  vorhanden  sein,  in  dessen  jeder,  auch  uocb  so  klai 
Umgebung  Rix)  die  untere  Grenze  Null  hat  (nach  dem  Bit 
satae  auf  p.  205  d.  I.  T.).  Der  Punkt  x  =  r,  sowie  j< 
andere  Punkt  von  der  nämlichen  Beschaffenheit,  kann  i 
nur  auf  dem  Umfange  des  Kreises  (0,  R)  liegen." 

Beschreibt  man  uämlich  von  einem  Punkt«  x'  e 
ganz  innerhalb  des  Kreises  (0,  R)  verlaufenden  Kreis 
sein  Kadius  sei  p'  — ,  so  ist  füi  die  Punkte  af'  im  Im 
desselben 


mp].. 
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\{x")>R-\x'\  -p>0; 
die   untere  Grenze  von  It(x")  kann  alao  nicht  Null  öeiu. 

4.  Satz.  „Der  Kreiä  (0,  K),  innerhalb  dessen  die 
Poteuzreihe  (a)  überall  convergirt,  ist  dann  und  nur 
dann  der  Convergenakreis  derselben,  wenn  es  auf 
seinem  Umftinge  mindestens  einen  Punkt  x^r  von 
der  Beschaffenheit  giebt,  dafs  wenn  mau  von  ihm 
aus  einen  Kreia  mit  noch  so  kleinem  Radius  be- 
schreibt, die  Werthe  der  Summe  f(x)  der  Reihe  (a) 
in  den  Punkten,  welche  innerhalb  dieses  und  des 
Kreises  (0,  li)  liegen,  nicht  durch  eine  Reihe  nach 
gäDzeu  positiven  Potenzen  von  x  —  r  dargestellt 
Herden  können." 

Beschreiben  wir  nämlich  von  einem  Punkte  x  ^  r  anf 
dem  Kreiae  (0,  It)  einen  Kreis  mit  dem  Radius  p  und 
uehmeu  an,  dafs  für  die  Punkte  x",  welche  innerhalb  der 
beiden  Kreiae  liegen,  f(x")  durch  eine  Potenzreihe 


/•(»;•■)_  2- «.{;»" -^0- 


(e) 


dai^estellt  werden  könne,  ao  müssen  wir  schliefsen,  dafs 

n{x")  :>g-  \rx"\ 
ist  Denn  die  Potenzreihe  von  x  —  x",  welche  sich  für  die 
zu  den  x"  beiiaehbarten  Punkten  gehörigen  f(x)  aus  (a)  und 
diejenige,  welche  sich  aus  (e)  ableiten  läfst,  sind  identisch. 
Ist  nun  (('  eine  positive  Zahl  kleiner  als  p,  so  ei^iebt  sich 
fDr  die  Punkte  x'",  die  innerhalb  der  Kreise  (0,  li)  und 
I    [r.v)  liegen, 

I  li{x")  ^  p  —  1  rx"  I  >  p  —  p', 

Bo  dafs  die  untere  Grenze  von  R{x"')  nicht  Null  sein  kann. 
lieber   die    (loBitive   Fonction  R{x'),   vo   sc'   ir);end   einen  Punkt 
tnaerhalb  des  ConvergeDEkreiaeB  (0,R)  der  Potensreihe  (a)  bedeutet, 
bwtehen  noch  die  folgenden  Sätze: 

5)  „Beacbreibt  man  von  einem  der  obigon  Punkte  x  ^—  r  einen 
Kreia,  bo  ist  für  alle  Punkte  x",  die  innerhalb  deBBelben  und  dea 
Kreiies  (O,  R)  liegtn 

Es  iot  alM 

liffl  R{x)  ^ 


Rix")  <-  I  X 


Gäbe  es  nämlich  c 


ftlao  gleich 


3  liebe  s 


\+S 
he  (d)  e 


e  für  den  Puuht  !••' 


I 

L 


9  der  Potenzr 

0(:r  -  r) 
mit  einem  Convergenzradiiis  ^  ^  ableiten,  wciclie  in  den  l'unkten,  ilic 
den  Kreisen  (O,  M)  und  (r,  8)    gemeinsam  sind ,    dieitelbe  Sununc  wit 
(d)  d.  i.  /(x)  liefert.     Das    widerspricht   aber   der  Natiii  der  Punkhi 
X  ^  T.  —  Aus  diesem  Satze  folgt; 

6)  „Es  ist 

Älar*)  <  R  +  \Ox  |," 
Denn  ii  4-  I  ^^i^'  I  i^'-  der  gröfste  unter  den  Abstäcden  der  Punkte  der 
KreiBlinie  (O,  R)  vom  Punkte  x  —  x. 

T)  „Bezeichnet  .r„'  einen  Punkt  innerhalb  der  Strecke  Or,  m  iit 
/(C^„')  gleich  R  —  I  Oj;„'  [ ."  —  Denn  nach  Nr.  U  kann  R{i^')  nicbl 
kleiner,  nach  dem  5.  Satse  nicht  grüfser  als  diese  Zahl  sein. 

9)  ,,B(,x)  ist  eine  stetige  Fonction  von  x  .'•  -  Mim  W 
merke  zun&ohst ,  dals  wenn  x"  einen  Punkt  innerhalb  de«  Eniin 
{0 ,  R)  nod  dea  Convergeuzkreises  der  Reihe  (b)  bezeichnet,  di«  sei 
ihr  fOr  dea  Punkt  x"  abgeleitete  Reihe  nach  ganzen  positiren  Potenun 
von  X  —  x"  mit  der  Reihe  (d)  ttbereinstimint.  Eine  jede  dieser  Beihaa 
hat  nämlich  in  gehöriger  Nähe  von  x"  die  Summe  f(x).  Wir  üDden 
demnach  nach  Nr.  11  nud  dem  6.  Satze  die  Relationen 

R(x)  -  I  XX-  I  ^  Ä(ar")  ^  Rix)  +  (  xx"  | , 
welche  den  g.  Satz  enthalten. 

Die  vorstehendeu  Sätze  gelten  auch  für  Reihen  n»Cß 
ganzen  positiven  Potenzeu  von  x  —  a,  uur  ist  an  Stelle  de* 
l'iiuktes  0  der  Punkt  jt  ^  «  zu  setzen.  Sie  bestehen  »dc» 
ttlr  Reihen  nach  ganzen  PotenKeu  von  x  —  a,  worin  nur  dl*, 
positiven  Expouenteti  von  a:  —  a  in  unbegrenzter 
vorkumuiuu  und  lassen  sich  sehr  leicht  Übertragen  auf  Poten- 
reilien  von  j;  —  n  in  unbegrenzter  Anzahl.  Da  man  ei»' 
Reihe 

in  welcher  sowohl  positive  als  negative  ganze  Potenzen  T  ^ 
a:  —  a  in  unbegrenzter  Anzahl  erscheinen,  als  Summe  rii» 
lleihe  nach  ganzen  positiven  und  .einer  nach  ganzen  ne^* 
tiven  Potenzen  von  x  —  a  betrachten  darf,  so  folgt,  il^ 
wenn  ihr  Convergenzbereich  von  dem  Kreise  (a,  Ü")  (be** 


■i 
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Fniikte  x  ^  a)  und  dem  Kreise  («,  It)  (bezw.  dem 
Pnntte  x  ^  oo)  begrenzt  wird,  auf  jedem  derselben  min- 
destens ein  Punkt  von  derselben  HeschaÖeubcit  sieb  befinden 
mufs,  wie  der  Punkt  a:  =>  r  im  4,  Satze. 

19.    Mittelst   des    4.   Satzes   von   Nr,   18   läfst  sich   der 

wahre  Convergenzkreis   einer  Potenzreihe   bestimmen,   wenn 

man  wei&,   dafs   in  denjenigen  Punkten,   wo   die  Reihe  ab- 

flOlnt  coDvergirt,  ihre  Summe  mit  einer   bereits  hinlänglich 

untersuchten  Function  übereinstimmen  mutü.     So  wissen  wir, 

dafs  wenn  die  im  2.  Beispiel   von  Nr.   11    im  Falle  dafs  h^ 

nicht   Null   ist,   ermittelte    Potenzreihe    von  x,    welche    für 

von  X  von   hinlänglich    kleinem   absoluten   Betrage 

i  f(x):g{x)    abereinstimmt,    absolut  convergirt,    sie   die 

mme  f(x):g(x)  hat.     Daraus  ergiebt  sich  nunmehr,  dafs 

i  innerhalb  des  gemeinsamen  Convergeuzberei- 

les   der    Potenzreihen  f(x)   g{x)    überhaupt   Punkte 

F^orkommen,  wofür  der  Nenner  g(x)  Null,  der   Zähler 

f(x)    nicht    Null    ist,    der    Convergenzkreis   der    ge- 

oannteu  Reihe  durch  den  oder  einen  der  dem  Punkte 

Ö  nächsten    unter    ihnen    x^r    geht.     Denn    für    die 

einem  Punkte   x',    wofür   |  a:'  |  <  |  r  j   ist,  hinlänglich   nahen 

'Unkte  lälst  sich  f(x)  :g(x)  in  eine  lt«ihe  nach  ganzen  poai- 

ÖTeu   Potenzen    von   x  —  x'    entwickeln  j   der  Punkt   x  =  r 

''ositzt    aber    keine    solche    Umgebung,    dafs    die   zu    ihren 

'"'»nkten  gehörigen  Wertbe  von  f'(x) :  g(x)  durch  eine  Reihe 

flach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x  —  r  darstellbar  wären. 

Aehnliches   gilt   von   der  Potenzreihe  F{x),   von   welcher 

"^«anut  ist,  dafa  sie  für  alle  Wertbe  von  x,  deren  absoluter 

"etrag  eine  gewisse  Grenze  nicht  Übersteigt,   mit  der  Func- 

_°ö   ip{f'ix))    llbereiuatimmt,   wo   die  Zeichen  q>  f  entweder 

^'öe  rationale  oder  eine  der  im  VI.  Abschnitte  zu  betrach- 

^**den   Kreist'unctioneii   bedeuten.     Denn   in    einem    solchen 

^le   besteht   zwischen  d'in  Veränderlichen  y  und  g  »=■  <p{y) 

***ie  Gleichimg 

*'i  6  entweder  eine  ganze  Function  der  beiden  Veränder- 
'Icten  oder  doch  einer  derselben,  deren  Coefficienten  be- 
ständig   convergente    Potenzreihen    der    anderen   sind,   be- 


J 


V.  AbHcbuitl.     Nr.  l'J.  20. 

deutet.  Setzt  man  hier  y  =  f{x)  und  x  =»  F(x),  so  erluUt, 
dafs  die  Gleichung  erfOUt  ist  für  alle  WerÜie  von  x  imat- 
halb  des  gemeinsaineii  Convergenzbereiches  der  Reihen  f{x\ 
F(x).  Alao  stimmt  die  Summe  von  F{x),  soweit  diese  Reib 
absolut  convergirt,  mit  tp{f{x))  übereiu.  Zur  Ermittelung 
des  Coavergen/.bereicbes  der  Reihe  F{x)  bedarf  es  demcsth 
nur  der  Uuterauchunjj  der  Function  9(/'(^))-  Damit  siad 
alle  Fragen  hinsichtlich  der  sich  zunächst  darbietendeo 
Reihenentnickelungen  gelöst. 

Bequemer  als  die  vorstehende  Bemerkung  ist  jedoch  ie 
erste  der  beiden  Sätze  der  uächsteD  Nr. 


SO.    Sätze  aus  der  Theorie  der  eindeutigen  tutaljMa&m 
FonotioneD. 

I.  Satz  nach  Cauchy.'''}  Wenn  die  eindentige 
Function  f(x)  in  allen  Punkten  innerhalb  des  Kreises 
(a,  70  den  Character  einer  ganzen  Function  besitil, 
SD  läfst  sie  sich  für  alle  diese  Werthe  in  eine  naeb 
ganzen  positiven  Potenzen  von  x  —  ra  fortschreitend« 
absolut  couvergeute  Ileihe  entwickeln. 

De  weis.  Zufolge  der  Voraiistebsaiig  läest  Bich  eina  ponti« 
Zahl  S  <  Ji  80  bestimtiiüii,  Uaft  /"(i)  für  alle  Werthe  von  x.  Aerta 
absoluter  Bulrafi;  kleiner  als  b'  IhI.  einur  gewöhnHohen  PoteiiwoM 
^(x  ~  a)  gleich  \el.  Wir  »eigen  zunik-bBt,  daf»  wenn  die  Beih* 
?(j;  -  a)  für  alle  Werthe  von  x  —  a,  welche  dem  ab»olnt«'' 
Betrage  nach  kleiner  aU  eine  positive  Zahl  J!'<Bii>>^i 
convergirt,  dnfdr  die  Gleichnng 

l\x)^^(x-    a)  (f) 

besteht.  Wir  definiren  eine  positive  Teränderliulie  U  dadarchi  ^ 
fttr  alle  Werthe  x,  wofSr  |  a:  -  «  ]  <  K  iat,  diese  Qleichoflg  »"■ 
H  hat  eine  obere  Grenze  G  und  erreicht  sie.  Ist  nainlich  «'  a^ 
ein  Werth,  wofflr  \  x'  -^  a  \  kleiner  als  G  ist,  so  gieht  e>  dnoii  Weitt 
von  ff.  der  gröfser  als  G  ~  (G  —  (  z'  —  a  |)  d.  i.  |  *'  —  a  |  iitj  »I» 
genagt  X  =—  x'  der  Gleichnng  (f). 

Wenn  G  =  Ä'  iat,  so  trifft  die  vorstehende  Behauptung  in,  Ei  ttW 
aicb  aber  »eigen,  datia  G  iiumOglicb  kleiner  ah  Ji'  sein  kann.  WiK 
G  <  R',  m  raüfate  es  KU  jeder  Zahl  G,  zwischen  G  und  Ä'  nmiiiMtW 
einen  Werth  von  x  geben,  wofQr  x  ~  a  dem  absoluten  Betrag  ^ 
kleiner  als  G, ,  aber  nicht  kleiner  als  G  ist  nnd  die  Gleichung  (t)  iii«'* 
'.    Das   ist    aber  nicht  der  Fall,  wenn  wir  G,  aaf  folgende  A^ 


wühlen,     Ist  fi<  iü',    ao   bat  f(x)   sicher   in   allen  PankteD  ü, 

SreiaeB  (x,  G)  Ana  Churacter  einer  ganxen  Tmiction;  es  Ut  alac 
geDÖgeml  kleinum  |  a  —  a:,  |  f{x)  nleich  einer  Potenweiha  0(x  —  a!„). 
Der  Convergeairadini  derselben  ftadert  aich  stetig  mit  ar„  lüngB  des  I 
Kreises  («,  ü),  was  auf  Uieaelbe  Weise  geKeigt  wird,  wie  der  8.  SnU  * 
in  Nr.  18,  Er  hat  BOmit  ein  Minimum  /«O  0).  Es  sei  nun  G, 
Zahl  <  G  -f  i>  und  <  £'  und  x"  irgend  ein  Werth  innerhallj  des 
liingea  zniscben  den  Kreisen  (a,  ßj  und  (a,  G),  den  letzteren  mit- 
gerechnet ax"  sclincidü  diese  Kreise  in  x\  and  ;?:,,  den  Kreis  (a,  R') 
in  r'.  Wie  benierkt,  bt>Hteht  inuerbalb  eines  Kreises  mit  dem  Mittel-  , 
punkte  r,  und  einem  Eadius,  nicht  kleiner  als  D,  welcher  also  x" 
um  so  b  liefst,  die  Gleichung 

Ferner  ist  sicher   ionerbslb  des  yom  Punkte  x^  mit  dem   Iladins  x„r' 
beschriebenen  Kreises 


-  1) 


wo  ?„(j;  —  a-i,)  die  ans  ?(«  - 
PoteoEreibe  bezeichnet.  Alleit 
gleich  innerhalb  der  Kreise  (u 


a)   Ffir   den   Punkt  x  ^^  x„   abgeleitete   ] 
für   die  Wertbe  x  =  x'" ,   welche   i 
G)  und  (j^o,   i  :i;^,E,  |)  liegen,  bat  ni 
-  a)  ^  fix'-) , 


¥,(:r'"-:c„).-0{^- 


O. 


lodais    die    Poteiizreiben    ^„(^  —  *o)    """^   0(J^  —  x„)    identisch    sein 
mÜBBan.     Demnach  ist  f(3:")  —  ^{x"  —  a). 

Der  Coiivergeonradius  der  Reibe  $(x  —  a)  kann  aber  nicht  kleiner 
&ls  li  sein,  weil  sonst  f(,x)  mindeBtenfi  in  einem  l'unkte  a;  =.  r'  inner- 
halb de«  Kreises  (a,  Ü)  den  Qharactcr  einer  ganzen  Function  verlieren 
marBte,  d.  b.  es  mflCste  nach  Nr.  IS  der  Punkt  i  =  r'  eo  beschaffen 
eein,  dafs  einen  wie  kleineu  Kreis  man  von  ihm  ans  auch  beschreiben 
mag,  die  Wertbe  von  f{x)  zu  den  innerhallj  desselben  und  des  wahren 
Cunvergeuzkrcises  (u,  R')  von  ${x  —  ä)  liegenden  Punkten  sich  nicht 
durch  eine  Reihe  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x  —  r'  dar- 
itellen  lassen. 

Ist  auf  dem  Kreise  (o,  R)  ein  Punkt  :c  =  r  vorhanden, 
wo  f'iz)  den  Character  einer  ganzen  Function  verliert,  so 
ist  li    der    vollständige    Convergenzradiue    der    Potenzreihe 

Hat  die  eindeutige  Function  f{x)  in  allen  eigentlichen 
Punkten  der  Ebene  den  Character  einer  ganzen  Function,  so 
darf  man  den  Radius  It  so  grofs  annehmtu,  als  man  will. 
f(x)  ist  dann  gleich  einer  beständig  convergeiiten  Reihe  oder 
einer   ganzen   rationalen  Function.     Aus  dem  Identitätssatze 


in  Nr.  15  folgt,  dafs  das  letztere  aar  daDii  eintritt,  venn 
fix)  auch  im  Punkte  x^  oo  den  Character  einer  raüoDilen 
Function  besitzt. 

2.  äatz.  „Die  eindeutige  Function  f{x)  sei  in  allen 
Fuokteu  innerhalb  des  von  den  Kreisen  (a,  R')  und  (o,  Ä) 
^  it'  <  B  —  eingeschlossenen  Ringes  vom  Character  einer 
ganzen  Function.  Ist  dann  bekannt,  dafa  f{x)  fflr  alle 
Warthe  von  x,  wofür  {x  —  a)  zwischen  den  Zahlen  S'S, 
die  eratere  gröfser  als  li' ,  die  zweite  kleiner  als  B, 
liegt,  durch  eine  nach  ganzen  Potenzen  von  x—a 
fortachreitende  Reihe  P{x  —  a\  worin  auch  negativ« 
Exponenten  von  a^  —  a  in  endlicher  oder  unendlicher 
Auzahl  vorkommen  können,  dargestellt  wird,  so 
reicht  das  Couvergenz gebiet  der  Reihe  Pix  —  a)  bis 
an  die  Kreise  («,  W)  und  (o,  i£)  und  es  besteht  fö' 
alle  Punkte  zwischen  ihnen  die  Gleichung 

fix)  =  P{x~a]."  C.6) 

Hat  fix)  in  allen  eigentlichen  Punkten  der  Ebene  auC<»<" 

j  =  0  den  Character  einer   ganzen  Function,  so  darf  a»** 

für  /{'  7i  irgend  zwei  positive  Zahlen  setzen,  wovon  die  eröt* 

kleiner  als  die  zweite  ist. 

Der  Satz  wird  gam  aaf  dia  nämliuhe  Art  bewiesen,  wie 
vorhergehende.  Um  za  zeigen,  dafB  die  pleicbung  (3)  in  allen  Pnnlc*^^ 
iunerhatb  des  Couvergenigebietes  der  Iteihe  Pix  —  a)  (leltnng  tn»»i 
führt  man  eine  Veränderliche  U  von  der  BeBtbuffenbeit  ein.  dalB  il  T 
Lileichnng  besteht  für  Wertho  von  j:  —  a,  ilereii  ahBoluler  Bet'-^Ä 
kleiner  uIb  11  iat,  jedoch  11  beliebig  uuhe  komiut,  und  botracbtet  i*»" 
obere  und  untere  Greuze. 

3.  Satz  nach  Laurent.")  Wenn  die  eindeutig" 
Function  fix)  in  allen  Punkten  innerhalb  eines  rin  £' 
förmigen,  von  den  Kreisen  («,  li')  und  {a,  R)  —  7i'<Z2  — 
eiugeschlosseneuOebietes  vom  Character  ein  er  gaaK^K 
Function  ist,  so  lafat  sie  sich  für  alle  diese  Wert^* 
in  eine  nach  ganzen  positiven  und  negativen  Potent  ^'' 
von  X  —  a  fortschreitende  Reihe  entwickeln. 


1  Entw 


Zufolge 


dee  S.  Satze«  brauchen  wi[  die  in  B 
ng  von  f(x)  nur  nacbinweiseu  fflr_ 
ei  beliebigen  concentriscben  Kroi 
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i  dem  Mittelpunkte  a,  die  innerhalb  des  im  Satze  be- 
hriebenen  Gebietes  verlaufen,  gebildeten  Ringes.  Sie 
stet  sich  lonftchst  dar  in  dem  besonderen  Falle,  dass  eine  eindeutige 
gerade  Fonction  F(y)  von  'y  vorliegt,  die  in  allen  Punkten  inner- 
Ib  der  Kreise  (0,  Ä'),  (O,  Ä),  wobei 

S'S^  1     und    iSr>  y2  +  1 

»,  vom  Character  einer  ganzen  Function  ist. 
Ana  der  quadratischen  Gleichung 

«  -  y  +  i  (h) 

y 

giebt  sich  

1f  =  \{'±V'''  -*)•  (i) 

)  bat  bei  gegebenem  g  zwei  Wurzeln  y  y' j  deren  Product  gleich  1 

Nur  für  iP  =»  j:  2  fallen  sie  in  den  einen  Werth  +  1  zusammen. 

Aen  wir 

\y\=Y,\y'\^T,\z\  =  Z 

1  nehmen  IT  ^  1,  y'  ^  l  an^  so  bemerken  wir^  dafs 

[> 

Das  Product  des  ersten  und  vierten  Ausdruckes  ist  1.     Während 
▼"on  Null  an  wächst,  nimmt 

>  1  an  best&ndig  zu,  

\(yw+i-z) 

^  1  an  besiftndig  ab.  Lassen  wir  z  alle  Werthe  innerhalb  des 
'1868  {O,  T)  durchlaufen,  so  erhält  die  durch  die  Gleichung  (h) 
birte  Veränderliche  y  nur  Werthe,  deren  absoluter  Betrag  zwischen 
^  Grenzen 


4(>/TMM-T)    und    i(v/T«  +  4  +  T) 
rt.     Machen  wir 

4(VT^-M  +  T)  =  Ä, 

4(VT«  +  4  — T)«  1  :S,    also    r=-Ä  — i. 

*  Ausdruck  F(y)  +  F(y')  ist   für  jeden  Werth    von  g  im  Kreise 

•  8  —  -^f    eindeutig    definirt    und    vom    Character    einer    ganzen 

^ction.  Das  folgt  für  jeden  von  ±  2  verschiedenen  Werth  von 
« CS  ir^  daraus,  dafs  sowohl  y  —  y^  als  auch  y'  —  y^'  mit  Hilfe 
'  Formel  (i)  als  Reihen  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  g  —  s^ 
^e  constantes  Glied  darstellbar  sind  und  somit  der  Satz  in  Nr.  11 
'    Venrendiing    kommen    kann.      Dem    Werthe    ir  «>  8    entspricht 


y  —  y'  =  1;  also  haben  die  Entwickeluugen  von  F{y)  Qnd  F(j')iwdi 
PotonEen  von  y  —  1  besw.  y'  —  1  entsprechend  gleiche  CoefGräentM 

(y  ^  1)"  +  (y'  —  1)"  ist  hIb  eine  BjrametriBche  Function  vod  y  j' 
eine  ganjie  Function  von  J  —  2  uud  zwar  eine  solche ,  die  für  ;  —  S 
verachwiodet,  was  duraiis  erhellt,  dftfa  nach  (i)  y  —  1  und  y'  —  1  nU 
Reihen  nach  ganzen  Poteuien  von  (/£  —  S  ohne  conatantes  Glied  er* 
scheinen.  Daher  kann  mun  Fi^)  -J-  .F{y')  wieder  mit  Uilfe  des  Sdui 
in  Nr.  11  in  eine  Potenzreihe  von  Z  —  S  verwandeln.  Äehnlicbei  ^ 
hinsichtlich  des  Punktes  e  ^-  —  8, 

Somit  liirst  eich  Fiy)  +  F{y')  D&ch  denn  1.  Satae  f3r  die  V«rtbe 

I  f  I  <  S  ^  -=-  als  eine  nach  ganxen  positiTen  Poteiuen  von  i  fort- 
schreitende Reibe  darstellen: 


i-'Ü»)  +  Fill')  - 


('H) 


kau  deui  Cauchj'achen  Doppelreibensate  in  Nr.  3  folgt  aof  die  [itn* 
liehe  Art,  wie  der  Satz  in  Nr.  11,  dafs  die  Reihe  recht«  in  eine  «mIi 
ganten  positiven  und  negativen  Potenzen  von  y  fortecbreitende  abiolul 
convergente  Reibe  eicher  dann  verwandelt  werden  kann ,  wenn 

ist.  Während  y  von  1  an  wUchst,  nimmt  Y  +  l  :  Y  beitindig  W- 
Es  wird  aUo  i-'Cy)  +  *'(?')  eine  Iteihe  nach  ganzen  Potenzen  «m  S 
Bein  für  alle  Werthe  von  y,  deren  absoluter  Betrag  zwischen  d*" 
Grenzen   1  :  jS',   und  S,   liegt,  falle  S,  >■  1  ist  und  der  Oleicbung 


S,  +'. 


=  S-^ 


B  eolcbe  Wun^ 


I 


genGgt     Üieeo  Gleichung  hat  dann  and  r 
wenn  S  >  1  +  ^f  iat. 

Gunx  ebenso  wird  gezeigt,  dafs  die  Functior 
welcher  y  and  y'  die  Wurzeln  der  Gteichang 


sind,  eine  eindeutige  Function  von  z'  ist,  die  in  eine  gewOhn! 

.■  |<  S  -  1  ,  s 

convergirende  Potencreibe  von  t'  entwickelt  werden  kann  nad  &11v* 
I  y  I  »wischen  1  :  S,  und  .S\  liegt,  als  eine  Reihe  nach  ganwn  Poteateri 
von  y  erscheint.  —  Eine  gleichartige  Potenireibe  wird  sich  also  er  ' 
geben  für  die  Function 

.(j'W+f(i))+4JFW  +  ?(-i)l. 

welche,  da  F(—  y)  ^  _  F(y)  ist,  mit  f  (y)  identiecb  ist    Nach,  d 


Satze  läfat  aicb  di^Bc  Daratellung  von  F(ij)  sofort  auf  alle  Werthe 
Dn  y  aiiadehneo,  deren  absoluter  Betrag  sniscbuD  1  ;  S  und  iS  liegt. 
Wir  befreien  nun  den  Satz  von  den  ihm  noch  anhaftendeo  Be- 
iibränkiingtn.  Ersetzen  wir  KuniLchHl  die  ungerade  Function  F(t/) 
iurch  eine  beliebige  giy),  so  genügt  die  liumerkung,  dafa 

it,  worin  beide  Theile  ungerade  Functionen  von  y  enthalten,  um  ein- 
lueheD,  dftlB  der  Sats  anch  jetzt  noch  gilt.  —  Die  im  3.  Satte  Torans- 
'netite  Fuuction  f{x)  verwandeln  wir  durch  die  Substitution 

X  -  a  =  VSlT'  .  y 
I  eine  von  y.    Den  Kreisen  (a,  R')  und  (a,  S)  in  der  x-Ebene  est 
'rechen  in  der  (/-Ebene  Kreise  mit  dem  Hittelponktc  y  ^^  0  und  de» 


=l/f    ^'VP 


dar«  S  .S"  =  1  ist.     Unser  Satz  ist  also 

Ä : Ä' >(i  +  yiy  ist. 

Wenn  M  :  R'  einen  Werth  zwischen  i  und  ^1  -•-  V^ä)'  hat,  so 
Bbt  es  immer  eine  ganze  positive  Potenz  des  Quotienten,  welche 
Öfter  aU  (1  -f-  V^'  i"'-     Ist  m  ihr  Exponent,  so  setien  wir 


xlantet  dann   t 
if  W  Functione 


r  Einheit  und  dufini 


f^  folgen  de  rmafaen 


*^-2^'''^~"'^'^<''  +  ' 


-  a»,  (r 


-l), 


bind  de  als  aym metrische  Functiooen  der  Wnrzelu  der  Gleichung 
)  eiodeatigo  Funcfiooen  von  y  in  einem  ringförmigen  Gebiete  dieser 
^^änderlichen  von  der  Beschaffen  beit,  dafs  der  Quotient  der  Radien 
*  beiden  Grenzbreise  {R  :  Ä')"',  alao  gröfser  als  {l  +  yi)'  ist.  In- 
!01  jede  yy  in  der  Umgebung  irgend  eines  von  Null  verachiedenen 
'erthes  1/  ^^  y^  ale  gewöhnliche  Poteiizrcihe  von  y  —  i/„  dargestelll 
erden  kann,  ao  hat  /).  in  jedem  Punkte  </  =  y„  des  soeben  erwähnten 
ebietes  den  Character  einer  gacxen  Fnnction  von  y,  läTst  sich  dem- 
uh  für  alle  diese  Werthe  in  eine  Reibe  nach  ganzen  positiven  und 
igativeo  Potenzen  von  y  entwickeln.  Setzen  wir  statt  y  wieder 
'— a)'",  so  erlmiten  wir  für  die  Functionen  f^  Potenzreihen  von 
—  a.    Da  nun  nach  IL  17 
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m-fl 
0 

ist,  80  ergiebt  sieb  aucb  für  f{x)  die  im  3.  Satze  verlangte  Danielhuk^ 
und  zvar  für  alle  Wertbe  von  ä,  wofür  JB'  <  |  a;  —  a\  <^R  ist. 

Beispiele  für  den  3.  Satz  s.  VII.  13.  —  Der  Satz  zeigt,  d&r« 
wenn  von  dem  wesentlicben  singul&ren  Punkte  x  ^^  a  der  eindeatigr^Q 
analjtiscben  Function  f{x)  ein  Kreis  so  bescbrieben  werden  kann,  d&fg 
f(x)  in  allen  Punkten  innerbalb  desselben  anfser  o?  =»  a  holomorph 
ist,  die  Werthe  von  f{x)  für  diese  Punkte  dnrch  eine  Beihe  na^h 
ganzen  Potenzen  von  x  —  a  dargestellt  werden. 


21«    Potensreihen  mit  swei  Veriinderliolien  Xy  y. 

Es  gelten  auch  bei  complexen  Werthen  der  Veränder- 
lichen X  y  und  der  Coefficienten  die  vier  Sätze  in  X.  27 — ^30 
d.  I.  T.  und  zwar  bleiben  auch  die  dort  gegebenen  Beweise 
in  Kraft.     Nur  an  Stelle  des  in  den  beiden  letzteren  Satzeo 
vorkommenden  Ausdruckes  „Convergenzintervall"  einer  Potenz- 
reihe mit  einer  Veränderlichen  ist  „Convergenzkreis"  zu  setzen. 


■i 


YI.  Abschnitt. 

»len  mit  complexen  Exponenten  und  eomplexe 

Logarithmen. 


L^)    Die  natürliche  Potenz. 

ir  legen  uns  nun  die  Aufgabe  vor,  eine  Function 
)r  complexen  Veränderlichen  x  zu  ermitteln, 
s  bei  beliebigen  x  und  y  der  Functional- 
ung 

/■(*)  •  f(3f)  =  /■(«  +  y)  (1) 

ifserdem  der  Bedingung 

/•(!)  =  «,  (2) 

3ine  gegebene  von  Null  verschiedene  Zahl  ist, 

L     Nimmt  man  den  Begriff  ^^Function^'  im  weitesten 

III.  5),  so  ist  es  leicht,  Functionen  von  den  verlangten 

^haften  aufzustellen.     Bringen  wir  a  in  die  trigono- 

he  Form 

a  —  A  (cos  a  -j-  i  sin  a) 

zeichnen  mit  b  eine  beliebige,  von  Null  verschiedene 
Qte,  in  trigonometrischer  Form 

6  =  8  (cos  ß  -]-  i  sin  ß)] 

pricht  den  obigen  Forderungen  eine  jede  Function 

f(x)  «s  A^  (cos  ga  +  i  sin  ga)  X 

B'»  (cos  riß  +  i  sin  r^ß)  =  a«  .  b'i .  (3) 

That  hat  man,  unter  a^  6''  die  hier  angeschriebenen, 
ig    definirten    Exponentialfunctionen    verstehend,   für 

^a^.h'f       fix)  . /-(y)  =  «i+f  .  bi+i'  =  fix  +  y) . 

:,  Torlacnngtn.  n.  13 


VL  Abschnitt.    Nr.  I. 


AnT^  J 


Es  isi  jedoch,  wenu  h  nickt  iu  einer  bestimmten  Beziehe 
zu  a  steht,  diese  Function  von  x  keine  analytische  rai  ^«^ 
her  fllr  nns  von  keiner  Bedeutung.  Indem  wir  mmme'Vkj 
zu  den  Bedingungen  (1)  (ä)  uo<;h  als  dritte  fügen,  d^  f^ 
f{x)  eine  analytische  Function  von  x  sein  soll,  rev^ 
suchen  wir,  ob  in  die  Gleichung  (1)  für  f{x)  eine  con^er^ 
gente  unendliche  Potenzreihe 

ao  +  «,*H l-o-^  H 

gesetzt  werden  könne.  Bei  dieser  Fr^estellung  kommeii  wir 
auf  die  Entwickelung  in  XI.  1  d.  I,  T.  zurück,  welche  bin 
Wort  für  Wort  zu  wiederholeu  ist.  Somit  gelangen  wir  tu 
folgendem  Ergebnisse:  „Der  Gleichung  (l)  genügt  ideotjsclj 
die  beständig  convergente  Potenzreihe 


ftl)  -  1  +  »,:t  +  ■  ■  .  +  \f  +  ■ 


w 


worin  a,  eine  im  Allgemeinen  von  Null  verschiedene,  eniisl 
beliebige  Constante  bezeichnet."  Es  fragt  sich  also  not  uovh, 
ob  es  solche  Werthe  o,  giebt,  dafs 


=  1 


-.  +  ",'t  +  --  +  "^  +  - 


(6) 


ist.     Das   trifft  sicher  zu,   wenn   wir  a  durch   die  Basis  i 
natürlichen  Logarithmen 

«=i  +  i  +  ^,  +  --+;',  +  --- 

ersetzen ;  denn  in  diesem  Falle  wird  die  Gleichung  (5)  dar«;'' 
die  Annahme  o,  =  1  befriedigt.  So  stofsen  wir  zunäa^ 
auf    die    natürliche     Potenz     oder    die    Exponent!*''' 

function 

1+^  +  f', +  ■■■  +  ?,  +  ■■■. 

welche  für  reelle  Werthe  von  x  mit  der  im  I.  T.  definirt*" 
Potenz  e'  übereinstimmt.  Die  vorgelegte  Aufgabe  hat  aV>^'' 
auch  im  Falle  dafs  n  ^  e  ist,  wie  wir  sehen  werden,  -aneo«' 
lieh  viele  Losungen,  welche  zusammen  die  allgemeine  od*' 
kiinstiiche  Potenz  von  e  bilden.  Wenn  wir  vorläufig  f^^ 
die    letztere    Function    die    Bezeichnung   tf    verwenden,  *" 
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Ben  wir  die  erstere  d.  i.  die  Exponentialreihe  mit  einem 
nderen  Zeichen  versehen.    Setzt  man 

:£(»)=  l  +  a!  +  ---  +  ^"+--,  (6) 

lat  man  demnach  neben  ^(1)  =  e 

E{x)  .  E(y)  =  E{x  +  y) .  (7) 

Aus  der  letzten  Gleichung  folgt  die  Entwickelung  von 
:  -|~  y)  nach  Potenzen  von  y  und  damit  die  Formel 

D^E{x)  =  E{x). 

Um  unsere  Aufgabe  vollständig  zu  losen ,  haben  wir 
h  zu  zeigen  y  dafs  die  Gleichung  (5),  wenn  nur  a  nicht 
II  isty  stets  Wurzeln  hat  und  zwar  unbegrenzt  viele. 

2.    Die  Oosintis-  nnd  die  Sinnareihe. 

Ersetzt    man    in   (6)   x   durch  xi,    so    findet   man   die 

lation 

E{xx)  =  C{x)  +  i  S{x) , 

an  C{x)   S(x)    die   beständig    convergenten    Potenz- 
len 

S(«) -=  of  -  j-,  +  ^ 

euten.     C(x)   ist   eine   gerade,    S(x)   eine   ungerade 
actio n  von  x,  d.  h.  es  ist 

C(—  x)  =       C{x) 

fif(-x) 8{x). 

mithin 

E{—xi)  =  C(x)''i8(x) 

und  nach  (7) 

E(x)  .  E(—  xi)  —  1 

,  so  folgt  die  Relation 

1  =  c(xy  +  s{xy .  (9) 

Ersetzen  wir  hier  x  durch  die  reelle  Veränderliche  $, 
hat  man 

EiW)  -  cr(g)  +  »5(1) .  (10) 

18» 


Wird  E(,ii)  ala  complexe  Function  der  reellen  Veränder 
liehen  ^  mit  ^(t)  bezeichnet,  bo  besteht  nach  (7^  offeDlMr 
die  Relation 

fpi^)  ■  viv)  =  Vi^  +  v) , 

worin  £  i]  beliebige  reelle  Zahlen  sein  dürfen.     Du  ip(i}  eine 
eindeutige   und   stetige  Function  für  alle  endlichen  Werthe 
von  I  ist,  so  müssen  wir  niinmehr  nach  II.  19  scliliefseo,  (Isis 
E(ii)  =  <p{l)  =  R<  (cos  SG  +  i  sin  |9)  (lO-) 

ist,  wo  li  Q  die  Polare oordinateu  der  Zakl  ip{l)  b«deiit«n, 
so  dafs  man  hat 

93  (1)  =  E(i)  =  E  (cos  e  +  t  sin  e) . 
Aus  (9)  erhält  man  filr  x  ^  1 

J!*  =  C(1/+S(1)»=1; 
demnach  ist  11=  l.    Durch  Vergteichung  von  (10)  Qnd(10'l 
findet  man  die  Gleichungen 

C{|)  =  co8e£         S(|)  =  Bin6£. 
&.U»  der  zweiten  ergiebt  sich  die  Gleichung 

^  -  81  +  51 =ö""er' 

woraus  bei  lim  |  ■=  0  gemäXs  der  Formel 


Ln,"^'-! 

(11. 

11)  die  Relation 

^  6  gefunden   wird. 

Also  h«l  it»  » 

C(l)-= 

cos  1         S(|)  =  ßin  g 

Wir 

sind  demnach  zu  d 

em  Safcse  gelangt:  Pör  reelle  Wert    "'  1 

von 

X  stellen  die  beständig  convergen 

en  Reihen    *"' 1 

liegt  "k*^' 1 

auch   für  nie  ^   | 

die 

Functionen   cos 

X  und   sinx  dar.     E 

nohp 

,    die   Summen   der   genannten   Reilien 

reell 

e    Werthe    von    x 

mit   cos  X   und   sin  x 

zu    bezeichn'^'l 

welc 

le  Zeichen   fortan 

an  Stelle   von   C{x)  S(x)  treten  ir-^^| 

den. 

Wir  dcfiniren 

mithin   die  Functi 

onen  Coiin  "•  1 

and 

Sinus    för    bei 

ebige    Werthe   von 

X   durch   il''    1 

Oleichungen 

1 

cos  X  = 

-i-fi+r;--- 

1 

L 

-«^-fi  +  ii---- 

j 

}  Potenzen  und  Logaritbrnen. 

Utttelat   derselbeu    ergiebt   sich   der   tblgeade   Ausdruck    tiir 
<lie  ExjioneutialfuDctioD 

E(xi)  =  cos3:+  iBiD  je.  ^11) 

Umgekehrt   läfst   sich    der  Ricfatungefactor   eiuer   coiii- 
pleien  Zahl  d.  i.  der  Ausdruck 

cos  e  +  (  sin  6 
[Tgl.  II.  11)  durch  E{Qi)  daratellen.     Fügt  aiau  nur  letzten 
Sleichong  die  folgende 

E( —  xi)  ^  coa  X  —  is'm  X,  (12) 

o  erhält  man  die  Formeln 

g(ai)  +  E(-  xi) 


fe'(x*)-£(- 


ci) 


(13) 


(14) 


'ie  Formel  (9)  erscheint  jetzt  in  der  Gestalt 
coa  a;*  +  ain  a;*  =  1 . 
Jede  der  Functionen  coa  :c  sin  a;  hat  aowie  E(x) 
IQ  Additionstheorem  d.  h.  ea  besteht  eine  algebraische 
'leichung  zwischen  den  Functions  wertheu  zu  den  Argumenten 
•  y,  X  -^  y.  Setzt  man  in  (7)  statt  x  y  zuerst  xi  +  yi,  hier- 
^f  — xi  ^  yi,  so  findet  man  mit  Uückaicht  auf  (11)  und 
■^)  die  Gleichungen 

cos  (x  +  y)  -\-  i  sin  (x  +  i/) 
=  (coa  a:  -(-  i  ain  x)  (coa  y  +  i  sin  i/) 

coa  (a;  +  y)  —  *  aiu  {x  ±_y) 
=  (cos  X  —  i  siu  *)  (cos  y  +  i  sin  y) . 
^dirt   und    snbtrahirt   man   sie,    ao   gelangt    man    zu    den 
öMneln 

cos  (^  +  y)  ™°  c**^  *  coa  1/  +  sin  a;  sin  y 

sin  (^  +  y)  ^  ^'^^  ^'  *^*^s  ff  ih  '^'^^  ■*-  ^'"  y  I 

'eiche  für  reelle  Werthe  von  x  y  iu  II.  11  gezeigt  wurden. 
*^iis  ihnen  Folgen  die  Additionstheoreme  mit  Hilfe  der  Relation 
.14).     So  hat  man  z.  B.  für  den  Cosinus 

{coa  («  +  y)  —  cos  X  cos  ;/ 1 " 
■=  (l  —  coa  a:')  (1  —  cos  y*) 

I  —  cos  a^  —  coB  y'  —  cos  (x  -\-  y)' 
+  2  COB  X  COB  y  co.s  (,-r  -j-  y)  =  f) . 


(15) 


VI.  Abschüitt   Nr. 

Die  Formeln  (15)  lehren,   dafa   cos  j;  und  aiux  periv^. 

dische    FunctioneD   mit   der   Periode  2x   sind,    Stt^t 

mau  dariu  x  =  2«,  so  öntlet  mtin  wegen 

cos  2n  ■='  1         sin  2ii  =  0 

C03  {x  +  2w)  =  coa  X         sin  (a:  +  2a)  = 

Eben  dieselben  Formeln  zeigen,  dafa  aber 

coa  {x  -\'  Ji)  ^  —  cos  X         ain  (z  +  w)  = 


Es  bestehen  endlich  nach  V.  11  die  Formeln 
i>i  coa  a:  =>  —  sin  x         D^  sin  x  -=  cos  x. 
Die  übrigen  trigonometrischen  Functiotieu  »er- 
den auch  für  nicht-reelle  Werthe   von  x  durch  die  Formeln 

tan  X  = cot  X  =  - — - 


deäuirt.     Daraus  lassen   sich  ihre  Eigenschaften  obue  Müh« 

ableiten  z.  B.  die  A  dditi  ona  theo  rem  e 

,        ,       ,       ,  tan  X  i  tan  « 

tau  {«  +  «)  =  T-^-r- -7  ■  ■-- 
"•    —  "'        1  ^  tan  a;  tang  y 

Hinsichtlich  der  Potenzreihen  för  diese  Functionen  ^V" 
VIJ.  9,  11. 

Die  Functionen  coh  (jci),  aiu  (xt) :  i,  tan  (xt)  :  t  o.  a,  w,  wef^* 
gewöhnUchalahyperboliBclierCosinufl,  Sinus,  Tangente  a.» ' 
büsoichuet.     Eb  ist  demnach 


,  +  4-,  +  - 


■'■"•■•-  T '  +  »-.  +  6l  +  --- 

COS  h  .  iE*  —  sin  h  .  X*  =  1 

cos  A  .  («  ±  y)  =  eaa'h  .xiMth.y±ainh.xA\ah.  n 

sin  Ä  .  («  ±  p)  =  »in  ft  .  »  coB  Ä  ,  j  ±  cog  7i  ,  j:  Bio  /i  .  y . 

Itein  analytisch  werden  die  Functionen  i'ob  x  ain  .i;  offenbar  li»^ 

die   folgenden   Forderungen   dulinirt.     Sie   aollon   1)   analytische  F'** 

tiouen  von  x  sein,   2)  die  obigen  Additionatheoreme  (15)  baeiUen    *''^ 

a)  aoll  lim  {sin  x  :  x)  bei  lim  ic  ^  0  gleich   1  aein. 

Mit  Hilfe  der  Formeln  (7)  und  (11)  erkennt  man,  dafs  die  Fan"' 
tion  E(fi)  bei  lim  .£  =  oo  keinen  Grenzwerth  hat,  wu  lUKb  i!" 


Compleze  Potenzen  nnd  Logarithmen.  199 

nnctioneniheorie  von  jeder  beständig  convergenten  Potenzreihe  gilt, 
[an  haJt  n&mlich 

4 

^\y  (COB  9  +  tBin  «)]  =  c*  ®**" "       { cos  (t  sin  a)  +  t  sin  (t  sin  a) } . 

Lückt  nun  o;,   indem  t  von  Noli  ins  Unendliche  wächst,   auf  dem 

Iftibatnhle 

o;  la  T  (cos  a  -f  »  sin  a) 

18  Unendliche,  so  hat  man 

lim  E[t  (cos  a  +  »  sin  «)]  ■=  oo  oder  0 , 

'  nachdem  cos  a  positiv  oder  negativ  ist.  Auf  den  beiden  Seiten  der 
oaginären  Axe  d.  i.  für  a  =»  ±  ^sr  hat  die  in  Rede  stehende  Fonc- 
oq,  welche  nnn  in 

cos  t  -j-  i  sin  r 

t>Brgeht,  bei  lim  t  =  -|-  oo  keinen  Greuzwerth.  —  Auch  die  Fuuc- 
omm  cos  x  und  sin  x  haben  bei  lim  x  >»  oo  keinen  Greuzwerth,  denn 
iA  gilt  schon  auf  jeder  der  reellen  Halbaxeu.  Uebrigens  ist  sowohl 
ai  lim  17  =  4~  ^^  *^*  wich  bei  lim  ij  =  —  00 

lim  cos  ({  +  ly»)  =«  00    imd     lim  sin  (|  +  rji)  =  00 
QÜ  zwar  in  der  Art,  dals 

1  :  cos  ({  +  71t)     und     1  :  sin  (J  +  rjt) 

^bei  gleichmäfsig  für  alle  Werthe  von  $  von  —  00  bis  4~  ^^  zur 
^  convergirtt     Denn  es  ist,  je  nachdem  rj  positiv  oder  negativ  ist, 

I  COB  (S  +  ,,<)  I  ^  ±  i  («•'  -  e->) 
Ö.    w. 


8.    Der  natürliche  Logarithmus. 

Betrachten  wir  zunächst  die  Gleichung 

E{x)  =  1 . 

'  hat  die  unendlich  vielen  Wurzeln  x  =  2kniy  wo  k  jede 
^ze  Zahl  sein  darf^  nnd  nur  diese.  Reell  ist  darunter  nur 
^    Wurzel  X  =  0,     Setzt  man  nämlich  darin 

zerßllt  sie  nach  (7)  und  (11)  in  die  Gleichungen 
E{1)  cos  1?  =  1         E{1)  sini?  =  0, 

Oraus  sich  ergiebt:  ri  =  2k%  und  jB(5)=1,  also   5  =  0. 

a  mithin 

E{2kni)  =1         (&  =  0,  +  1,  +  2  . . .) 

(ty  so  zeigt  die  Formel  (7),  dafs 

E{x  +  k.2ni)  =  E{x)  (16) 


■VI.  AbBchnitt.     Hr.  3, 

ist.  Die  Function  E(ß)  ist  periodisch  uad  swu  itt 
die  Periode  genau  2iti.  Daraus  fol^  uumittelbaT,  diTt 
E(x)  keine  algebraische  Function  sein  kaita.  De&ii  irürde 
sie  einer  algebraischen  Gleichung  G{xy)  =  0  genügen,  w 
könnten  zum  Werthe  y  ^  1  nur  eine  endliche  Anzahl  tob 
Werthen  des  Argumentes  gehören. 

Wir  wenden  uua  nun  zur  Gleichung  (5)  d.  i. 

E(x)  =  a  =  j4(cos  a  -I-  i  sin  a),  (17) 

wo  a  eine  beliebige  Zahl,  nur  nicht  Null  sein  dar£  Di6M 
Gleichung  hat  eine  und  nur  eine  Wurzel  z  ^  ^  ■]-  iji,  dow 
imaginärer  Theil  die  Relationen 

erfüllt.  Aus  ihr  gehen  zuimchst  vermöge  (7)  und  (11)  die 
beiden  Gleichungen 

£(1)  .  cos  1}  =  Ä  cos  a 
E{i)  .  ain  ij  =  A  sin  a 
hervor.     Daraus  folgt 

£(2|)  =  Ä^         £(6)  =  A         ^  =  IA 
somit  femer 

coä  r)  ^  cos  a  sin  i}  ^  sin  a ; 

also  hat  mau  tj  =  a  uud  nur  gleich  a,  wenn  a  so  gevM 
ist,  dafs 

—  Ä  <a  <3i 
ist.     Die  Gleichung  (17)  hat  demnach  die  Wurzel 

x^-lÄ-i-ai.  (! 

Somit  genügen  ihr  zufolge  der  Formel  (16)  auch  die  W( 

a:  —  M  +  (ff  +  2xk)i  (Ä  =  +  1,  +  2  . .  .)• 
Aufser  den  genannten  giebt  es  keine  Wurzeln  von  (17) 
Denn  sind  af  x"  zwei  Wurzeln  von  (17),  so  dafs 

E{x')  =  a        E(x")  =  a 
ist,  80  hat  man  nach  (7) 

E{x"  -«')=!, 
also  mufs  x"  —  x   ein  Vielfaches  von  2ä»  »ein. 

Jede  Wurzel  der  Gleichung  E{x)  =>  a  heifst  ein 
Hoher  Logarithmus   von  a  und   wird  mit  La 


(w 


ä  PoUin! 


1  und  Logarithn 


«r  den  unbegrenzt  vielen  Wertben  von  La  befindet  sieb 
;r  (19),  dessen  ituaginärer  Theil  einen  zwiscbeu  —  «  und 
it  (-{-  n  eingeschlosaen)  gelegenen  Coefficienten  bat.  Er 
Tat  der  Hauptwertb  des  natürlichen  Logarithmus  von  a 
I  wird  mit  la  bezeichnet.  Die  öbrigeu  Werthe  des  Loga- 
imuB  von  a  unterscheiden  sich  von  ihm  durch  Vielfache 
I  2ni: 

La  =  la-{-  2}ini        (^  =  ±  1,  +  -^  ■  ■  ■)■ 
a  reell   und  positiv,  so  ist   der  Hauptwertb  von  La  der 
lle  gatürliche  Logarithinua  von  a.     Die  Logarithmen  aller 
eren  Zahlen  sind  nicht-reell.     Für   negative  Zahlen  —  a 
>  0)  hat  man 

l{ —  o)  =  /o  +  jrt 
L(^~a)  =  la  +  {2k  +  l)jii. 
fd  X  auf  eine  einfache   den    Nullpunkt  umgebende   Linie 
:hränkt,  so  ist  Ix  zwar  iu  allen  ihren  Punkten  eiudeutig 
nirt,  jedocb    in    den  Schnittpunkten   der   Linie    mit   der 
ativen  reellen  Halbaxe  unstetig. 

!Die  Gleichung 
JUx)  -  0 
leine  Wurzel.     Nach  (18)  uifUste 
[         £(|).co>i,-0         £(t).siii,-0, 
'  .E(E)  ^  0  sein,   welcher  Gleichung   keine   reelle  Zahl  | 

Bei  theoretischen  Untersuchungen  werden  ausachlierslich 
Qatilrlichen  Logarithmen  gebraucht,  so  dafa  wir  uns  hier 
sie  beschränken  können.  Von  den  in  VIIL  10  d.  L  T. 
^führten  Relationen  liefern  die  erste  und  zweite  vollkom- 
e  Gleichungen: 

1)  „Die  Summe  vou  Logarithmen  der  Zahlen  bib.^ . .  .  b,, 

stets    ein    Logarithmus   ihres  Productes    und    umgekehrt 

ein  jeder  Logarithmus   des   Productes   h^  b^ . .  .bp 

me    von    Logarithmen     der    Factoren    darstellen," 

btz   gilt  jedoch    nicht   immer    vou  deu  Hauptwerthen. 


I 
I 


Eist 


i  +  ßi     und 


r(>0, 


VI.  Abschnitt.     Nr.  3.  *. 

SO  hat  man 

l  (—  a)  =  la  —  K*     oder     la  -f-  t«, 
je  uachdem  ß  positiv  oder  negativ  ist.  —  Sind  die  Neigungen 
von  &,  &,  beide  grÖfser  als  ^Jt  oder  kleiner  ala  —  \x,  so  ial 
der  Bauptwertli  von  i(t,6,} 

Ib,  +;&j  +  2«». 
2)  „Die  Differenz  Ib  —  Ic  ist  ein  Logaritbmuii  vuu  h-.r 
und    QDigekelirt    lüfst   eieti   ein   jeder   Logaritlimuti  von  Ir.c 
als  eine  solche  Differenz  darstellen."' 

4.    Die  allgemeine  Potenz. 
Dl'L  in  Nr,  1    aufgestellten  Forderungen  genügt 
JL'ile  Function  E{xLa),   wo  La   irgend   einen  fest  ({«■ 
wühlten    natürlichen    Logarithmnu    von    a    beili^utet 
und    nur   eine    von    diesen  Functionen.     Die  zu  einea 
bestimmten  Werthe  von  x  gehörigen  Werthe  der  Functionen 
E{xLa)  bilden  die  allgemeine  Potenz  a*,  sodafs 
a'  =  E(xLa)  =  E{xla)  .  E{2kxi) 
(k  =  0,±l,±2...) 
ist.     Insbesondere  hat  man  vregen  le=l 

-  C  =  E{xLe)  =  £(«)  .  E{2k7txi) . 
E(xla)  hei&t  Hauptwerth  der  Potenz  (t*.  ötütt  ßr  ifan 
eine  eigene  Bezeichnung  einzuführen,  wollen  wir  unter  "*> 
wenn  nicht  etwas  anderes  festgesetzt  wird,  g«rade 
den  Hauptwerth  dieser  Potenz  verstehen.  Es  l»" 
deutet  mithin  a"  bei  reellem  und  positivem  a  und  reellein 
X  den  absoluten  Betrag  aller  Werthe  der  allgemeinen  Pulen* 
rt",  also  dasselbe  wie  im  I.  T.  e*  ist  fortan  gleichbedeatwi^ 
mit  E(x),  also  e^'   so  viel  wie 

cos  e  +  »  sin  9 . 
0*  ist  0  oder  oo,  je  nachdem  der  reelle  Theil  von  x  poati^ 
oder  negativ  ist.     0'"  bleibt  unbestimmt. 
Setzt  man 

X  •=•  ^  -\-  tji      a  =  .4(cos  a  -}-  '  sin  t) 
Z-d  =  M  +  a'i, 


Complexe  Poteiueu  und  IiOgaritfameii. 

an  Stelle  von  a  -{-  2h3t  steht,  so  hat  inaa 
xLa  =  ilA  —  7j«'  +  (la  +  ni^)i, 
,Alr  die  allgemeine  Potenz 

A^  (cos  Sa'  +  »  81°  Stt*^  ■  ^~'''''  (co8  ijijl  +  (  aia  ijM). 
raus  ist  zu  eutnelimeu,  dafa  von  den  in  der  Formel  (3) 
a  Nr.  1  vorkommenden  unbtistimmteu  Constanteu  B  einen 
r  Werthe  e-'"'^"'",  (3  den  Werth  lA  erhalten  mufs,  da- 
t  die  Function  a' .  b''  von  |  i]  eine  analytische  tWction 
n  a:  =  I  +  iji  werde. 

Sätze  über  die  allgemeine  Potenz.  Fflr  einen  Augeu- 
ick  verstehen  wir  unter  af,  a"  u.  s.  w.  irgend  einen  der  Werthe 
t  bezüglichen  Potenz.  Im  Anschlüsse  au  die  vor.  Nr,  be- 
ärken  wir  zunächst,  dafs  xLa  stets  ein  Logarithmus 
lies  Werthes  von  ef  ist,  aber  nicht  umgekehrt  je- 
ir  Logarithmus  eines  solchen  Werthes  auf  die  Form 
la  gebracht  werden  kann.     Die  Gleichung 

La^  =  xLa 
>  alao  nicht  vollkommen  (II.  18).     Man  hat  ja 
I    Xa"— a;ia  +  2t»iFi        (m  =  0,  ±  1,  +  2  . . .). 
T   1)  o*  .  o*  ist  im  Allgemeinen  nur  dann  ein  Werth  von 
**,   wenn  a^  und   a'  durch  denselben  Logarithmus  von  a 
■fiüirt  sind;  aF+i  lÜTst  sich  dagegen  stets  als  Product  eines 
erthea  von  «'   mit   einem  Werthe   von  a"  auffassen.     Die 
leiuhungen 

a*  .(IM  =  a^^         oF'  :cC  =^  a'—»  (a) 

icht  vollkommen. 
Auch  die  Gleichung 

(«•).-o..  (b) 

t   unvollkommen,     (w^)"  braucht   kein    Werth    von   a'" 
sein;  dagegen  läl'st  sich  jeder  Werth  vou  a'^  sowohl  als 
Jrth  von  («'}''  als  auch  von  (o*)'   auffassen. 
3)  Die  Gleichung 

a'^  .  b- =  (ahy .  (c) 

llkommen. 

ichtig  für  die  Prasis  ist  die  Regel:  Werden  Haupt- 
plie  von  Potenzen  derselben  Basis  a  multiplicirt 


I 
I 


VI.  Abschnitt.    Nr.  i.  6. 

oder  dividirt,  so  entstellen  wieder  HauptwertbeL 
Jede  ganze  Potenz  eines  Hauptwerthea  ist  auch  ein 
Hauptwerth,  d.  h.  es  sind  die  Gleichungen  (a)  richtig,  wenn 
die  Hauptwerthe  der  drei  Potenzen  eingesetzt  werden.  Bei 
ganzzafali^em  tf  ist  (b)  richtig,*  wenn  beiderseits  die  Haupt- 
werthe der  bez.  Potenzen  stehen.  —  Dagegen  ist,  wenn  a', 
b'  Hauptwerthe  sind,  a'  .  b*  nicht  immer  Hauptwerth  lon 
(aby,  a'  :  y  nicht  immer  von  (a  :  hy.  Z.  B.  es  ist  in  HsDpl- 
werthen 

(1  :  fl)'  =  1  :  cf, 

ausgenommen  ivenu  a  reell  und  negativ  ist. 
Uiu  QleichuDg 

worin  a  von  Null  und  1 ,  b  von  Null  versohieden  sein  mU  ,  b»l  ia 
Wiiricln 

X  '^  Lb-.La. 

Die  Gleichung 

y  =  6 
but  die  Wurzeln 


-^(^'■) 


5.    Die  blnomisobe  und  die  logarithmisohe  Reibe.') 

Wir  gehen  nun  zu  der  zuerst  von  Abel  voUatäuilig  p- 
lösten  Aufgabe  Über:  „den  Grenzwerth  der  uueudlicheu  R«ih« 

s»  +  s.a:  +  Ji,ar»  H \- s^af  -\ ,  (1) 

"""".->  '■-'-"^T.v":."'"'  (»=1.2-.) 

ist  (unter  s  irgend  eine  von  Null  verschiedene  Zahl  ((  +  ''' 
verstanden)  zu  bestimmen  filr  jeden  Werth  von  x,  woför  W 
convergirt."     Statt  s,  schreibt  mau  auch  (M. 

Die  Entscheidung  über  das  Verhalten  der,  wenn  s  Hl*" 
eine  natürliche  Zahl  ist,  unendlichen  Poteuzreihe  (1)  ÜB»" 
der  Satz  von  Weieratrafa  in  V.  8,  zu  dessen  BeweiflB  "if 
Übrigens  der  Kenutnifs  ihrer  Divergenz  im  Falle  daTa 

X 1  fi<0 

ist,  beduriten.     Da  nämlich 


(-!)•+'. 


I  ergebt  sich  nach  diesem  Satze  Folgendes. 
^^er  Convergenzkreis  der  binomischen  Reihe  hat 
ien  Radius  1.     Auf  dem  Kreise  selbst  zeigt  die  Reihe  nach- 
Bteheiides  Verhalten. 

I.  Ifit  ft  <  —  1,  so  ist 

lim  [  s,  I     bei     lim.  «=-  +  00 
unendiich.     Die  Reihe  divergirt  für  alle  Werthe  von 
t,  deren  absoluter  Betrag  1   ist. 

II.  Ist  f»  =  — ^  1  und  1/^0,  so  hat  |  s,  \  einen  eud- 
ichen  TOii  Null  verschiedenen  Grenzwerth  bei 

lim  M  =  -)-  CIO , 
—  ly  s,  selbst  aber  keinen. 

Ist  ^  ^  —  1     w  =  0,  80  hat  man  s«  =  (—  l)" . 

Die  Reihe  divergirt  für  alle  a:  vom  absoluten 
betrag  1. 

ni.   Ist  (i>  —  1,  80  ist  lims,  =0. 

1)  Ist  0  >  fi  > — 1,  so  convergirt  die  Reihe  (1) 
^r  alle  x  vom  absoluten  Betrag  1  aufaer  x  ^  —  1. 
alls  X  ^  —  1  ist,  die  Reihe  (1)  also  divergirt,  so  liegen 
"%  Partialaummen  dem  absoluten  Betrage  nach  dann  und 
>f  ilann  nntei'  einer  positiven  Zahl,  wenn  ft  =^  0     w  ^  0  ist, 

2)  Ist  ;*  >  0,  so  convergirt  die  Reihe  (l)  für  alle 
Berthe  von  x,  deren  absoluter  Betrag  1  ist,  und 
War  absolut." 

Nachdem  das  Verhalten  der  binomischen  Reihe  fest- 
Bat^Ut  ist,  können  wir  obige  Aufgabe  lösen  mit  Hilfe  des 
itzea  am  Anfange  von  Nr.  4. 

Satz.  Für  diejenigen  Werthe  von  x,  wofür  die 
'uomieche  Reihe  (1)  convergirt,  ist  ihr  Grenzwerth 
*r  Bauptwerth  der  Potenz 

(l+j)'     <1.  i.     £[»!(!  +»)]. 

Hieran  schliefst  sich  unmittelbar  der  Satz:  Für  alle 
"srthe  von  x,  deren  absoluter  Betrag  1  nicht  Ober- 


steigt,   aiifser 
Kpih« 


1,   convergirt    die    unenijlic 


(-  1)- 


zwerthe  denHauptwerth  »on/.{l+i) 


chränkiin 


g   TOD  Z 


Qtid  butzuniGi 

welcher    bei   der  angegebenen   Bi 

die  Eigenschaft  hat,  dafa  der  Coeffici 

acheo —  und   +  -5-  liegt. 

Der  Beweis  des  ersteren  Satzes  wird  ganz  ähnlich  ge- 
führt, wie  der  des  entsprechenden  Satzes  itir  reelle  x  in 
XI.  2  d.  L  T.  Falls  die  Iteihe  (1)  eonvergirt,  werde  iliri 
tirenzwerth  mit  ^(s,  x)  bezeichnet.     Man  hat  dann 

9>  (s,  x)  <p  (s,  X)  =  ^(s  +  s',  X) 
imter  der  VorauBsetziing,  dafa  die  Reihe  (1)  sowie  die  IwidM 
aus  ihr  dadurch  hervorgehenden,  dafa  s  durch  s'  und  s-f  * 
ersetzt   wird,    couvergiren.     Dieae   Gleichung  folgt  aus  i'^ 
Addition stheoreme  der  Binominalcoefäcienten  d. 


,  der  Formel 


2".^=('r)- 


Ertheilt  man  x  irgend  einen  Werth,  dessen  absoluter  B^ 
trag  kleiner  als  1  iet,  ao  läfat  sich  ip{s,  x)  in  eine  beatändig 
convergente  Reihe  nach  ganzen  positiven  I\)tenzen  von  ' 
verwandeln,  was  vermittelst  des  am  Schlüsse  von  V.  3  m- 
wiliinten  Canchy'schen  Satzes  genau  so  gezeigt  wird,  VK 
es  für  reelle  Werthe  von  3;  und  s  in  XL  5  d.  L  T.  ge- 
macht ist     Mithin  hat  man 

9.(s,  z)  =  1  +  X.S  +  X,s»  +  -  ■  -,         ( I  a:  |<  1)    (3) 
wo 

■V  iE''      ,      3;= 

X,-:=-y  +  7 

ist    Alßo  mnh  nach  Nr.  4  ip{s,  x)  ein  Werth  der  Potew 

,p{i,xy-ii  +  xy 

sein.    Setzen  wir 

<f(s,  x)  -  £[si(l  +  x)] 


ergiebt  sich  durch  Vergleichung  mit  (3)  für  den  mich 
jA  näher  bekaDaten  Logarithmus  X(l  -|-  x) 

k    ici  +  ^)_»--^'  +  l-' !^I<1- 

aaen  wir  nnn  x'  einen  von  —  1  verschiedenen  l'ankt  des 
eiaes  (0,  1)  sein,  wofür  die  Reihe  (1)  convergirt  und  x 
f  dem  Radius  Ox  gegen  x'  convergiren,  so  haben  nach 
9  ip{s,  x)  L{1  -f-  2r)  bez.  die  Grenzwerthe 

bestellt  demnach  die  Gleichung  (4)  auch  für  x  ^  x'. 
nvergirt  x'  auf  der  reellen  Ase  gegen  —  1,  so  hat  L(l  -\-  x) 
a  Grenzwerth  —  oo,  folglich,  wenn  der  reelle  Theil  von 
lositiv  ist,  E[sL{\  +  x)]  den  Grenzwerth  Null,  Jetzt  con- 
rgirt  die  Reihe  (1)  auch  für  x=  —  1,  q)(^s,x)  bat  also 
ch  einen  endlichen  Grenzwerth  bei  lim  3-  =  1  ^  0.  So- 
t  gilt  (4)  auch  für  a: 1,  wenn  ft  >  0  ist 

Dafs  X(l  -|-  x)  der  Hauptwerth  des  Logarithmus  von 
■\- X  ist,  ergiebt  sich  auf  folgende  Art.  Wenn  wir  x  auf 
ä  reellen  Werthe,  deren  absoluter  Betrag  kleiner  als  1  ist, 
schräuken,  ho  ist  L(l  -{-  x)  reell,  also  Hauptwerth.  Da 
[1  +  x)  auf  dem  Kreise  (0,  p),  wo  p  <  1  ist,  sich  stetig 
it  der  Neigung  6  (0  <  9  <  2b}  des   Argumentes  x  ändert, 

mufs  bei  gehöriger  Kleinheit  von  0  L(\  -j-  x)  noch  im- 
sr  der  Hauptwerth  sein.  Bezeichnen  wir  nun  mit  0'  eine 
isitive  reelle  Veränderliche  von  der  Beschaffenheit,  dafs 
toa  9  <  e'  ist,  7,(1  +  x)  auf  dem  Kreise  (0,  p)  mit  1(1  +  x) 
>erein3timmt.     Wenn  die  Gleichung 

L(l+i) -!(!+»:)  W) 

dit  in  allen  Punkten  des  genannten  Kreises  gelten  würde, 
'  mOfste  ö'  eine  obere  Grenze  i  <  2«  haben.  Für  jeden 
'arth 

X  ^  p(cos  0,  -|-  i  sin  6,) , 
'  9i  <  A  ist,  mufe  L{\  -j-  x)  noch  Hauptwerth  sein,  indem 
Werthe  gröfser  als  /  —  £  (f  >  0),  also  auch  solche  gröfaer 
'  9,  annimmt.     Für 

a;  — '  p  (cos  A  +  i  sin  A) 
bnte  L(\  -\-  x)  nicht  mehr  Hauptwerth  sein,  da  sonst  die  { 


obere    Grenze   von    9'   gröfser   als  X  seiu  mürate.     Demnach 
wfirde  die  zweite  Coordinate  bei 

lime  =  A  — 0 
einen  Sprung,    mindestens   vom   Betrage   2ir,   macLeu,  wj« 
gegen  die  Stetigkeit  von  L{\  ~{-  x)  aucli  bei 

X  ^  Q  (cos  A  -j-  '  ^^^  ^) 
verstofsen  würde.  Also  mafs  die  Gleichung  (4*)  für  alle 
Punkte  des  Kreises  (0,  p)  bestehen.  Dafs  £(1  +j)  «nch 
l'ür  die  Punkte  x  =  x'  {\x'  \  =  \)  aiiTser  x  =  —  \  Hinpl- 
werth  ist,  ergiebt  sich  daraus,  dafs  L{\  +  ^)  der  GreB- 
werth  von  /(l  +  ^)  'st,  wenn  x  auf  dem  Radius  0**  gegen 
x    coEvergirt,  —  Setzt  man 

X  =>  p(coa  e  +  »  ain  e)         1  -f-  i  =  «(cos  ir  -|-  t  sin  i), 
so  dafs 

ff  cos  V  ^  1  +  e  coa  e         ff  sin  i/i  =  p  sin  6 
ist,   so  erweist  sich   bei   Auaschlufa   des   Werthes  j  =  —  1 


cos  tf>  ala  positiv 

folglich  liegt  i) 

Kwiscbec 

s" 

UIld  + 

i' 

Ea  iat  demnach 

ff  =-.  (1  +  2p  coa 

l{\.  +  :r)  =  / 

—  are  tau 

cain 

e 

(5) 

J  +  Vi. 

+  po 

ose 

8eUt  man  in 

doD    Potenireihen 

(1)   nnd  («) 

ataUx 

«  +  * 

.i.d 

ordnet  naoh  PoteoKPD  von  h,  so  finde 

man  leicht  die  Formeln 

Z>,  (1  +  I)'  -.  s 

(1   +  3.)-» 

Z)^  i(l  +  ^)  = 

1  +  a:' 

worin  man  sich  sranitehet  |  a:  |  <  1  in 

denken  hat  (vgl.  V 

")■ 

e.   Wird  in  die  binomische  und  logarithmische  B«ibe 

X  =  p(coB  6  +  i  am  9) 

«"  =  p"  I  cos  nö  +  i  ein  nö  | 

eingeführt  unil  sowohl  ein  jedes  Glied  der  Reihe,  als  aucii 
die  Summe  in  den  reellen  und  imaginären  Theil  zerlegt,  so 
erhält  man  Entwickelungen  für  gewisse  reelle  FuDctJoncn 
von  p  e,  welche  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  p  u'"' 
nach  den  Cosinussen  oder  Sinussen  der  Vielfachen  von  d 
fortschreiten.     Dftbei  möge  6  im  Intervalle 
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[(2m  —  1)  Ä,     {2m  +  1)  jt]     (m  =  0,  +1,  +  2  . . .) 

ewahlt  sein.  Beschränken  wir  uns  auf  den  Fall,  dafs  s 
ine  reelle  Zahl  ft  sei,  so  liefert  die  binomische  Reihe  die 
^ormeln 

(1  +  2(>  cose  +  Q^^y  cosfi  jarc  tan  ^-ij:-^^) 

=  1  +  ^n  (i^Q*  COS  n9 

(6) 

(1  +  2p  cos  e  +  p*)*  sin  ft  jarc  tan  i^~"c^g-e} 


00 


=  ^  (inQ''  sinne, 
1 

welche  falls  (f>l  ist,  für  jeden  Werth  von  G  gelten.  Ist 
p«l,  so  sind  die  Formeln  (6)  sicher  richtig,  wenn  die 
BiDomial reihe  convergirt.  Demnach  bestehen  bei  positivem  /t 
für  jeden  der  genannten  Werthe  von  6  die  Formeln 

2  (—  1)"»  cos  —      cos  fi  ( Y  —  m«  j  =  1  -|-  ^J  ^„  cos  n6 

L  (7) 

2  (—  1)»»  cos  Y      sin  ft  I  _ wä  j  =  ^^»  (in  sin  n9 . 

Ist  0>  (I  >  —  1,  80  gelten  sie  für  alle  Werthe  von  6  aufser 
>  *»  (2m  +  1)  «.  Für  8  =  (2m  +  1)  ä  divergirt  die  Reihe 
■^Ita  in  der  ersten  Formel;  die  in  der  zweiten  convergirt 
'^ar  zum  Grenzwerthe  Null,  aber  es  ist  die  linke  Seite  un- 
'^dlich.  Die  zweite  Reihe  convergirt  für  die  Werthe  von  6 
^  jedem  Intervalle 

[(2m  +  l)  «  +  *,   (2m  +  1)  ä]      (*  >  0) 

iHgleichmäfsig,  da  ihre  Summe  bei 

lim  e  =  (2m  +  1)  ä  +  0 

^nen  unendlichen  Grenzwerth  hat.  Ist  ft  ^  —  1 ,  so  haben 
1)6  Formeln  (7)  für  keinen  Werth  von  6  einen  Sinn. 

Ans  (7)  hat  Abel")  Formeln  abgeleitet,  wovon  die  Formeln  für 

08  0"  nnd  sin  d''*  in  II.  13  besondere  Fälle  sind.  MnltipHcirt  man 
ie  erste  der  Gleichung  (7)  mit  cos  a,  die  zweite  mit  sin  a  und  addirt, 

9  erh&li  man 

St  oll,  VmUnngm.   n.  14 


[m-..-o..|]'co.,.-4 


■J"." 


.a<p 


-  pq, 


.».1       (- 


(m«  $  e  $  M»  +  «). 


e  —  89 

B  =  2<p  —  n         a  ^  Ulf  I 

61=291  —  ™         o^py  —  i>i) 

Die  Formeln  (6)  gehen  für  6  =  ^  "''^''  '" 

(1  +  Qy  CO8  (^  arc  tanp)  =  1  +_§  (-  1)'  (^J  p" 

(1  +  pV  aia(fiarctanp)=.         ^  (-  l/G^i)****' 

Sie  stellen  die  Coordinaten  des  Hauptwerthes  von  (1  +p'V'. 
der  für  (t  ^  l  :  m  mit  dem  von  y  1  -^  gi  zaBammeEtätll, 
als  Potenzreihen  von  (f  dar,  wenn  p  kleiner,  bez.  gleich  1  is' 
Aus  der  logarithmiechen  Reihe  erbalt  man  auf  ähnlicbc 
Art  die  Formeln 

ii(i  +  2pcose  +  p»)  =  2 --Ji— P"'"»^"^ 


arc  tan  - 


-f  P< 


^=5^ 


^"  8infi6, 


giltig,  falls  p  <  1  ist,  für  jeden  Werth  von  9.  Ist  p="lr 
so  bestehen  sie  für  alle  Werthe  von  G  aufser  9  -=  (2wi  -}■  l)* 
Miin  hat  also,  wenn  {2m  —  1)  sr  <  6  <  (2m  +  1)»  irt, 

l[2  (-  ir  cos  ^9]  =  ^  tL^'  cost.9 

!_,„.  =  2 '-^-»9. 

Für  6  =  (2  m  +  1)  «  divergirt  die  Reihe  in  der  ersten  dißW 
Formeln,  die  in  der  sipweiten  convergirt  zwar,  aber  't"" 
Grenzwerthe  Null,  nicht  +  ^  "  Daraus  schliefst  man,  ^'^ 
die  letztere  Reihe  für  die  Werthe  von  Ö  in  jedem  der  I"'*'' 
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^lle  [(2  m  +  1)  «  +  tf,  (2  m  +  1)  äJ  ungleichmäfsig  con- 
jrgire. 

7.    Der  ArouB  tangens. 
Aas  der  Gleichung 

X  =  tan  y  =  — ^  =  *    —  . -.  =  ?     — ^  - 

Igt 

(1  —  a;t)  c*y' =  1  +  a;t 

y  =  Are  tan  x  =  \iL  ^— ; — ;  • 

Qter  den  unbegrenzt  vielen  Werthen  des  Arcus  tangens 
»fst   HaupCwerth    derjenige,    dessen    reelle    Goordinate 

riachen  —  —  und  +  y  liegt,  bezw.  —  ^  ist.   Er  wird  mit 

c  tan  bezeichnet;  während  Are  tan  einen  beliebigen  Werth 
ir  Function  bedeutet.     Es  ist  mithin 

Lrc  tan  ^  e=s  arc  tan  x  +  kn     (fc  =  0,  +  1,  +  2  •  •  0 

iL-     ■        m 

arc  tan  x  =  ^  il  r—, — .  • 

^Us  der  absolute  Betrag  von  x  1  nicht  übersteigt,  so 
it  man 

arc  tan  ^  =  «  ^^^^  ~~  ^*)  —  K^  +  ^01 

^d  wenn  man  1(1  —  xi)  und  Z  (1  +  xi)  nach  (2)  in  Reihen 
twickelt, 

ojS  056  mI 

arctana;««a;—  y  +  T- 7-  +  -**  (H) 

lePotenzreihe  in  (11),  welche  für  alle  Werthe  von  x, 
•ren  absoluter  Betrag  1  nicht  übersteigt,  ausge- 
^minen  rc-s  +  i,  convergirt,  stellt  den  Hauptwerth 
<^tana;  dar,  dessen  reeller  Theil  bei  der  erwähnten 

'Schränkung  von  x  zwischen  —  —  und  +  —  liegt. 

In  der  Umgebung  des  Punktes  rz;  ^s  cx>  hat  man 

—  (fc  -  -Jr)  «  -  -   +   — ,  —  g^,  +  •  •  • 
(t  =  0,    +    1,    +2--) 

14* 


und  zwar  für  alle  Werthe  von  x,  deren  absolater  Betreg 
niclit  kleiner  als  I  ist,  mit  Ausschlufs  von  a;  ^^  +  i.  Uxa 
setKt  dalier  fest  Are  tan  oo  ^  (fc  —  ^)  ji  und  beieitliDel 
daruuter  —  Jn;  als  Hauptwerth  arc  tan  od. 

Je    nachdem   der   reelle    Theil   von    x   poaitiT  ist  od« 
nicht,  80  ist 


arc  tan  x  +  arc  tau  - 


=  ^K  oder  —  ^JT. 


arc  tan  x   ist   eine    ungerade  (vgl.   Nr.   2)   Function  tod  f: 
man  hat  jedoch  bei  reellem  »j  aufaer  ij  -=  +  1 
arc  tan  (ijt)  -f-  arc  tan  { —  iji)  ^  —  x. 
Ist  x'  =  tany',  so  hat  man  nach  Nr.  2  . 

ten(3/  +  !/'}  =  f^-*y 
d.  i.  Arc  tan  x  -f-  Are  tan  x'  =•  Arc  tan  —^ — ;, 

welche  Formel  das  Additionathcorem  des  Arcus  tsngoiE 
hcirst,  natürlich  nicht  in  dem  Sinne  wie  dieses  Wort  in  Nr.  3 
geh  raucht  ist. 

Di«   Reihe    (11)    giebt    für    a:  = -f  1    die   LPibnii'Bche  Fofnwl 

T^     ~"8+"6         ^  -r  ■  ■  -. 
welche  ab«r  nur  Berechaang  tdd  n  sich  nicht  eignet.     Hierto  beunUlt 
nittn  IVöher  die  Fonnel 


SpMer  wurde   ^  in  zwei  Bögon  a  ß  zerlegt,  deren  TBDgentm  ^""^ 
die  RelatiOD 

_     tan  n  +  tan  p 

~  1  —  tan  K  tan  (J 
verkQÜpft  tiein  mausen.    So  findet  man  k.  ß.  fUr  tan  tt  —  J,  taD^"!' 
also  —  «i  arc  tan  ^  +  arc  tan  i.     Da  ferner 

arc  tan  1  —  arc  tan  ^  -(-  arc  tan  J 
ist,  ao  hat  man  —  in  drei  Bögen  zerlegt,  deren  TangentdH  endli'" 

Dpcimalbrüche  sind.     Uiemacb  berechnete  Dahse  205  Stellen  vo"  * 
Lehmann  benutzte  die  Formel 

=  2  arc  tan  4  +  arc  tan  I 
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8.    Der  Aroos  Binns. 

Aus  der  Formel 

Ä  ==  sin  y  =  "-.  {cy*  —  er-v^) 

folgt  durch  Multiplication  mit  2tei^'  die  Gleichung 

e»y' —  2a;iey*  -  1  =  0.  (12) 

Daraus  ergiebt  sich 

eff*  =  xi  ±  vT  =^ 

y  =  Are  sin  a;  =    .  L  (xi  +  Yl  —  x') . 

Somit  gehören  zu  jedem  Wertlie  von  x,  aulsfT  a;  =  +  1, 
*Wei  Schaaren  von  Wertlien  des  Arcus  siiius,  welche  aus 
öön  beiden  Hauptwerthen,  d.   h.  den  den  Hauptwertheu  der 

M)garithmen  von  xi  -hVi  — x^  entsprecheudeu  Werthen  durch 
^uf&gung  eines  beliebigen  positiven  oder  negativen  Viel- 
'^en  von  2«  hervorgehen.  Die  Werthe  der  einen  Schaar 
Ilaben  den  entgegengesetzten  Cosinus  wie  die  der  andern.  Man 
hat  nämlich 

=  i\xi±  yr=rx'  +  - "-;_  - 1  = + yr-'x' . 

Die  Hauptwerthe  des  Arcus  siuus^  die  wir  mit  ^^arc  siu^'  be- 
zeichnen, haben  einen  reellen  Theil,  welcher  zwischen  —  ä 
and   -t"  ^  Uegt,  bezw.  gleich  x  ist. 

Satz.     „Wenn    man   x   einen   Werth^   dessen  absoluter 
Betrag  die  Einheit  nicht  übersteigt,  auTser  ^  =  +  1,  ertheilt 

nnd  unter  ]/!  —  x^  den  Hauptwerth  dieser  Quadratwurzel 
versiebt,  so  liegt  der  reelle  Theil  des  bez.  Haupt- 
werthes  des  Arcus  sinus 


arc  sm  x 


j  i  (xi + yi^  x^) 


(13) 


Ischen  —  —  und  +  -^  •     arc  sin  (+  1)  ist  gleich  +  —  •" 

Setzt  man 

a5  =  p  { cos  6  +  *  sin  9 }     (~  ir  <Q  ^tc) 
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1  —  x^  =  l  —  Q^  (cos  29  +  sin  20)  =  A  (cos  a  +  »  sin  a), 
so  hat  man 

A  cos  a  =  1  —  Q^  cos  26       A  sin  a  ==  —  q*  sin  20, 
dodafs,  wenn  Q  ^1  ist  und  neben  q  =  i  die  Wertbe  8  =  0 

und  jc  ausgeschlossen  sind,  cos  a  >  0,  also  a  zwischen  —  - 
und  -|-  --  gelegen  ist.     Man  findet  dann 

xi  +  yi  —  x^  =  VA  •  cos  Y  —  (>  sin  9 

+  (}/A  •  sin  ö"  +  (>  cos  9)  i 

und  für  die  trigonometrische  Form 

B  (cos  /3  +  t  sin  ß) 
dieser  Zahl 

B  cos  ß  =  j/ÄT-  cos  -r-  ""  P  sin  9 

B  sin  ß  =  yK  •  sin  „  +  P  ^os  9  . 
Nun  ist,  falls  9  <  1  ist, 

A  (l  +  cos  «)>(!—  q")  +  (1  —  p*  cos  2e) 

A  cos  -^  >  1  —  Q^  cos  9^  >  D^  sin  9* . 

Falls   (>  =  1   ist,  so    hat  man  bei  der  obigen  Beschränkung 
von  9 

A  (1  +  ^<>»  «)  >  1  —  ^os  29     A  cos  -     >  siu  0^ 
Daraus   erhellt,  dafs   cos  ß  '>  0   ist,    also   ß   zwischen  ^  .j 
und  +  —  liegt. 

£ 

Man  hat  also  für  Hauptwerth  (13)  des  Are  sin  x 

arc  sin  .r  =  p  —  i7B . 
Setzt  man  den  zweiten  Uauptwerth  von  Are  sin  x 

—r  l  (xi  —  yi  —  x^)  =  arc  sin  x  =  ß'  —  t/B', 

Ko  iut,  wie  sich  leicht  nachweisen  läfst, 

BB'  =  1      P  +  P'  =  i^     ^^^  8i*i  X  +  arc  sin  a;  =  i  *> 
wo  das  obere  oder  untere  Zeichen  steht,  je  nachdem  0  innerhalb  oder 

aufserhalb  des  Intervalles  (—  ^  ,    +     -j  liegt.     Für  8  =  ±  g'  '* 

j3  =  0       p'    =  TT. 
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Additionstheorem  des  Arcus  sinus.     Ist  }imy  =  x 
/  «B  x',  so  hat  man 

sin  (y  +  y')  =  sin  y  cos  y'  +  cos  y  sin  y', 
y  da 

cos  y  =  |/l  —  a^        cos  y'  «=  ]/i  —  x'^ 
wo  aber  die  Quadratwurzeln  noch  näher  zubestimmen  sind, 

sin X  +  Are  sin x'  =  Are  sin {xYl  —  a;' *  +  x' ]/i  —  rc^). 

9.    Die  Potenzreihe  für  den  Arcus  sinus. 

Nach  einem  Satze  in  V.  21   giebt  es  eine  und  nur  eine 

3rhalb  eines  gewissen  Kreises  (0,  li)  eonvergente  Potenz- 

le 

y  =  CiX  +  c^x^  H \'  CnX"  -] =-  f\x) ,.         (a) 

3he  für  y  in  die  Gleichung 

a;  =  sin  y  =  y  —  |j  +  {-j (b) 

itzt,  sie  identisch  erfüllt.  Da  auf  der  rechten  Seite  dieser 
chung  eine  beständig  eonvergente  Potenzreihe  von  y 
t,  so  darf  man  nach  V.  11  behaupten,  dafs  wenn  x  einen 
•th  innerhalb  des  Convergenzkreises  der  Reihe  TCnX^  be- 
iet,  die  Zahl  y  =  ZcnX^  eine  Wurzel  der  Gleichung  (b) 
D.  h.  für  jeden  der  genannten  Werthc  von  x  stellt  die 
Nizreihe  (a)  einen  Werth  des  Arcus  sinus  dar.  —  Durch 
Jetzung  der  Reihe  (a)  in  (b)  und  Vergleichuug  der 
tficienteu  der  nämlichen  Potenzen  von  x  auf  beiden  Seiten 
Gleichung  findet  man  c^  =  l  c»,  =  0  u.  s,  w.  Ein  inde- 
lenter  Ausdruck  für  c«  ergiebt  sich  leichter  auf  folgende 
Bedeutet  x  einen  Werth  innerhalb  des  Convergenz- 
iches  der  Reihe  (a)   und  man   setzt  in   (b)  anstatt  x  y 

10  darf  man  auch^  die  rechte  Seite  nach  Potenzen  von  h 
ickeln.  Setzt  man  die  Coefficienten  von  h  auf  beiden 
m  der  so  umgewandelten  Gleichung  (b)  einander  gleich, 

rhält  mau 

1  =  cos  f(x)  '  f"(x). 


VI.  AbBOhaitt.     Nr.  9. 
Mau  hat  uoch  (a) 

sumit  mura  ^=1  luid  cos /^s)  für  alle  Werthe  Toa«  :!»(<! 
gleich  dem  Hauptwertlie  von  >^—  a?  d.  i.  der  binomischai 
Reibe  zu  (1  —  x*)^  sein.     Demnach  muTs 
f'(x)  =  cj  +  2(^1  -I h  «c«ie--'  H 


_-'=^_(i-^)-i. 


aem,  woraus  sich  unmittelbar  die  Werthe 

...  1  -  a  ■  ■  -  2  fc  -  1         1 

ctk  =  0     (•a.+i  =  -2 ;,, .  — g-j-  ■  ätqri 

ergebeu-     Da 
(2Jt 


T^  ^       2-4    -.8*     "^ 
2-) 


(Ä  = 


=o-.o'o+Är 


"2*(2A+  l)  ""  V         2yty    V  "'' 2i/  '         Si"^ 

ist,  MO  couvergirt  die  Potenzreihe  Zcb*+i  2**+'  nacb  V.  8 
i'ür  allo  Werthe  tou  x,  deren  abaoluter  Betrag  1  nicht  Hbo- 1 
steigt,  und  »war  absolut. 

Ea  iat  leicht  eiozusehen,  dafs  der  durch  die  lleilie  («) 
tlargesteltte  Wertb  Aas  Arcus  sinus  x  der  zum  Hauptwertbe 
^l  —  ar*  gehörige  Hauptwerth  arc  siu  x  iat  Die  Reihe  (*) 
giebt  nicht  allein  fflr  a;  =  0  den  Werth  0  =  arc  sinO,  son- 
dern auch  in  einer  gewissen  Umgebung  Ä  dea  Nultpuultt«* 
den  Würth  arc  sin  x.  Denn  wegen  der  Stetigkeit  «"" 
arc  sin  x  und  von  /'{x)  =  Tc^x*  i'ilr  x  =  0  kann  man  j^'^ 
Zahl  t  >  0  eine  Zahl  tf  >  0  so  zuordnen,  dafs 

I  f\x)  —  arc  sin  Ä  I  <  £ 
IQr  alle  Werthe  von  x,  deren  absoluter  Betrag  ä  nicht  fllW" 
«teigt.     Nimmt  man   e  <2n  an  und  bedenkt,  dafe  f{x)  ^ 
Werth  dea  Arcus  siuua  x  ist,  dessen  Cosinus  Vi  —  ar*  ist,  *• 
folgt  nothwendig 

f'{x)  ^  arc  sin  x^  W 

Nuu  zeigt  mau,  dafs  f(x)  auf  jedem  Radius  Or  des  Kreis« 

(_0,   1)  mit  arc  sin  x   übereinstimmt,     Es   sei  x'  ein  solch«' 

■   Funkt  auf  Or,  dafs  innerhalb  der  Strecke  Ox'  die  UleicbonB 

(c)  besteht.     \0x'\  muf»  eine  obere  (irenze  l  haben.    Wät*^ 
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1,  SO  müfste  in  demjenigeu  Punkte  auf  Or^  der  von  0 
Abstand  X  hat,  f{x)  von  arc  sin  x  abweichen,  also  der 
Ä  Theil  von  fipc)  einen  Sprung  machen,  was  die  Stetig- 
Yon  /*(^)  im  genannten  Punkte  verhindert.  Also  mufs 
:  1  sein.     Wir  haben  somit  den  Satz: 


Der  zum  Hauptwerthe  Yl — a?  gehörige  Haupt- 
th  des  Arcus  sinus  xi  arc  sin  x  wird  für  alle 
rthe  X,  deren  absoluter  Betrag  1  nicht  übersteigt, 
ch  die  Potenzreihe 

gestellt.      Demnach    liegt    der    reelle    Theil    d^r 

Mir  4r 

nme    dieser    Reihe    zwischen    —   -  und  +  v>    *^' 

echnet  a?  =  +  ';   wofür  sie  +  -^  ist. 

Ein  anderes  Verfahren,  zur  Reihe  (13*)  zu  gelangen, 
et  man  in  Nr.  11. 

PotenBreihen  für  einige  zusammengesetzte  Functionen. 

Die  in  XI.  8  d.  I.  T.  erzielten  Ergebnisse   köimeu  jetzt 
tnzt  und  zugleich  verallgemeinert  werden, 
a)  Bezüglich  der  Entwickelung  von 

e/<')  =  E{f{x)) 

nur  zu  bemerken,  dafs   das  a.  a.  0.  Gesagte  auch  dann 
wenn  x  eine  complexe  Veränderliche  und  f{po)  eine  end- 
3  oder  eine  convergente  unendliche  Reihe  mit  beliebigen 
fficienten  bedeutet. 

Beispiele.     1)  Der  Hanptwerth  von   (l  +  ~r)    ^^^^    ^^ich    für 

Werthe  von  ty  deren  absoluter  Betrag  den  von  x  übersteigt,  in 
Dach  fallenden  Potenzen  von  t  fortschreitende  Reihe 

'•['-?i+(?=+f)f+-] 

ickeln.  Der  Convergenzkrcis  dieser  Reihe  geht  durch  den  Punkt 
—  X,  denn  die  in  Rede  stehende  Function  verliert  in  diesem  Punkte 
Charakter  einer  ganzen  Function,  was  man  indirect  beweist.  Wäre 
alle  Werte  von  x,  wofür  |  i  +  .c  |  kleiner  ist  als  eine  gewisse 
kive  Zahl, 
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(l  +  j)'-  6.  +  6.(<  +  x)  +  b,(t  +  «)'+•., 
80  hätte  man  für  den  Logarithmus  dieser  Function 

*'  (^  +  t)  ^  "•^^^  +  a;)  +  Co  +  Ci(<  +  o:)  +  .  . ., 
wo  m  eine  ganze  positive  Zahl  oder  Null  sein  kann.     Man  findet  aber 
u(l  +  l)  =- t  {L{t  +  x)  —  It) 

=  t  {nt  +  xl^  l{-  X)  -  l(l  -  ^-?)) 

Aus  dem  Vorstehenden  erkennt  man,  dals  die  in  11.  19  för  den 
Fall ,  dafs  i  auf  der  positiven  oder  auf  der  negativen  reellen  Axe  m 
Uaemlliche  geht,  erwähnte  Formel 

Um    (l+*y=e» 

stets  gilt,  auf  welchem  Wege  der  Punkt  %  auch  ins  Unendliche  sich 
entfernen  mag. 
_      1 
2)  c    (*—«)*  wird  für  alle  Werthe  von  ä,  wofür  |  x  |  <  I  a  |  iati 
durch  eine  Reihe  nach  ganzen    ponitivcn  Potenzen  von  x  dargeBtellt; 
denu  CS  gilt  das  ja  von  der  Function 

—  1  :  (:c  -  a)*, 
wofür  man  hat 

1 
Der  Convergenzkreis  der  l'otenzreihc,  welche  sich  für  e    (*—«)'  ergiebt, 
geht   durch    den    Punkt    x  ==  « ,    denn    es    ist    für  jedes   von  o  v^^""' 

schicdene  x 

_      1 

-  (.r_,o^  ^    1 \ I  ^       .  _  .   .  . 

{x  —  a)»  ^  2!(a;  -  a)* 

d.  h.  68  verliert  die  Function  im  Punkte  x  =^  a  den  Charakter  einer 
ganzen. 

b)  „Ist  Oy  eine  von  Null  verschiedene  Zahl,  deren  reeller 
Theil  nicht  negativ  ist,  so  geht  der  Convergenzkreis  der  wie 
a.  a.  0.  abzuleitenden  Potenzreihe 

lf{x)  =  la,  +  \x  +  h,x'  +  ^^^,  (14) 

wo  lt\x)  und  lüQ  die  Hauptwerthe  der  bez.  Logarithniefl 
bedeuten,  durch  den  oder  die  dem  Nullpunkte  uäch- 
sten  unter  den  Punkten  innerhalb  des  ConvergenJ* 
bereiches  von 
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f{x)  =  «0  +  «1^  +  «2^^  H ; 

■  fi?^  *™  0  ist.  Falls  aber  solche  Puukte  nicht  vor- 
1  sind,  so  reicht  das  Convergenzgebiet  der  Reihe  (14) 
itens  soweit,  als  das  der  Reihe  /"(a;)." 
eweis.  Aus  dem  Satze  V.  10  folgt  unmittelbar  die 
DZ  einer  solchen  positiven  Zahl  K,  dafs  für  keinen 
von  X,   wofür  |  a;  |  <  if  ist,   f{x)  verschwindet.     Da 

oefficient   von   i  in   la^   das    Intervall   ( —  o  >  +  1/ 

verläfst,  so  wird  man  sich  K  auch  so  klein  denken 
Q,  dafs  för  die  soeben  genannten  Werthe  von  x  die 
ung 

-la,  +  l\\  +  ^^""^^  "« j  =  la,  +  h,x  +  63a;«  +  .  .  . 

it  Schon  a.  a.  0.  ist  hervorgehoben,  dafs  die  Potenz- 
auf der  rechten  Seite  von  (14)  in  jedem  Punkte  ihres 
rgenzgebietes  einen  Logarithmus  von  f{x)  darstellt, 
es  stets  der  Haupt werth  desselben  sein  mufs,  ergiebt 
rie  in  Nr.  9  vermöge  der  Stetigkeit  der  Reihensumme 
),  dafs  sie  in  einer  gewissen  Umgebung  des  NuU- 
38  den  Hauptwerth  lf{x)  wiedergiebt.  Um  den  Con- 
izradius  der  Potenzreihe  in  (14)  zu  ermittehi,  hat  man 
ach  V.  19  nur  den  oder  die  dem  Nullpunkte  nächsten 
e  aufzusuchen,  wo  die  Function  Ifix)  den  Character 
ganzen  verliert.  Ist  x  ein  solcher  Punkt  innerhalb 
)nvergenzgebietes  von  f{x\  dafs  f{x)  nicht  Null  ist,  so 
x)  für  x  =  x'  holomorph.  Denn  man  hat  für  hinläug- 
leine  Werthe  von  \  x  —  x  \ 


fix)  =  fix')  +  ^(x-  x) 
im  =  lf{x')  +  Z  { 1  +  ^^f^.f }  =  D(x  -  x') . 

in  jedem  Punkte  x  =  c,  wofür  f{x)  =  0  ist,  verliert 
den  Character  einer  ganzen  Function,  wie  schon  dar- 
rsichtlich ist,  dafs 

lim  f\x)  ==  cx) 


x=o 


^us  dieser  Bemerkung  folgt  dann  der  obige  Satz. 
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)  Die  Fanction 

arc  sin  a;  —  -l  l(a:  i  +  yf^^») , 

worin  maa  sieb  Vi  —  ^'  durch  die  botiefleode  binomJBche  Heibe  et- 
Betst  denken  muJa,  liefert  eine  Poteoereihe  mit  dem  Convei^enikniu 
[O,  1).    Denn  die  Gleichung 

hat  keioe  endliche.  Wurzel,  also  tnufs  die  genannte  PotenKreihe  mit 
dcBtenEi  dassellie  Convergenzgebict  wie  die  binomiicbe  haben,  thid 
zwar  genau  daaai^lbe,  du  die  Fimctiou  are  siii  ;i:  in  den  Pockteii 
j;  "^  +  1  den  Character  einer  ganien  verliert,  indem  die  FonctioM- 
werthe  in  ihrer  Umgebung  durch  Keiben  nach  ganzen  potitiveB  Poten- 
zen von  Yj:  ±  1  dargeBtellt  werden. 

3)    Die    in    der   ersten  der   Formeln   (8)  in  Nr.  6  TOrkonuaeoJi 
Function 

J(l  +  2a:  cos  e  +  «■) 
liefert  die  PotcDEreibc 

^'i-  i)""'   *"  (2  ooe  e  +  ar)" 

=  2  ooB  e  ,  a;  —  (2  cos  0'  -  1)  x'      - , 

welche  mit  der  rechten  Seite  dieser  Formel  identisch 
beide  Reihen   für  reelle  Werthe 
genzradins  der  H«ihe  (15)  iet  1, 
l  +  aa:o 


Aber  nicht  nur  . 

zweite  gilt  für  i 

hiter  Betrag  kleiner   iiU  1  i. 

tung  folgt  Uhnlicb  wiu  der  erste, 


X  übereinstimmen.    Der  Con^  ^ 
1  die  Wurzeln  der  Gleichung 
+  a!'  =  0 


i  ±  i  ein  e 


aple: 


t-     Der 


tbe  von  p,  deren  ab  f 
; weite  Theil  dieser  Bch^i^ 
0  nach  (10)  die  Umfem^'^ 


arc  tan       ^ ''"  ^       ^  ±     1  +  a;  e~S'  ' 

"  1  +a:Bine~  i       i  +x^' 

orninimt.   -~    Die    Formeln   gelten   übrigens   auch   für   alle  Wectli#J 

om   absoluten    Betrage  1  aufaer   a;  =>  —  e^'   und  x  =^  —  e""';    dei^ 

i  conrergiren  die  Iteihen 


!  (-  ir 


1  (-  ■)- 


;(-  n'-'ii 


ach  dem  2.  Satze  in  Nr.  b  für  alle  die  geuAaeten  Wertbe  von  x,  folj- 


jcb  «ich  ihre  Snmnic    nnd  Differenz  d.    i.  die  Ueihen  auf  der  recbii'n 
«)t«  der  OleichoDgen  (8). 

c)  Der  allgemeine  polynomische  Satz.     Der  Haujit- 
rerth 

f(xy  =  E(slfix)), 
ro  s  eine  beliebige  von  Null  verschiedene  Zahl  ist,  läTst 
ich  unter  der  obigen  Voraussetzung  über  n„,  zum  min- 
lesten  für  alle  diejenigen  Werthe  von  x,  wofür  lf{x)  in 
iine  Poten/.reilie  verwandelt  werden  kann,  nach  ganzen  posi- 
Jven  Potenzen"  von  x  entwickeln. 

Die  Fanction 

(1  +  ix  coa  e  +  icV 
]ofert  BOmit  eine  Foten^Teihe  ffir  alle  Werthe  von  x,  deren  absoluter 
^tng  Duter  I  liegt.  —  Da  das  NILmliehe  auch  von  den  Pnnctioiien 


/  ,  a;  sin  9     \  .     /  .  a;  ain  e     \ 

18  ( *  arc  tan  — -. l  Bin  (  s  arc  tan  — -. —  l 

\  1  +  3:  ooa  e/  ^  i  -f  a:  COB  9^ 


ilt 


gelaogt  man  jetzt  znr  Einaioht,  dafs  die  Formeln  (6)  in 
r.  e  auch  für  nicht-reelle  Werthe  von  ^  und  fQr  solche 
icht-reelle  Werthe  von  p,  deren  absoluter  Betrag  kleiner 
Is  1  ist,  bestehen.  Was  die  Werthe  von  x,  wofür  |  x  |  =  1  ist, 
itriSt,  so  erksDut  man  auf  ähnliche  Art  wie  oben  in  b.  2),  dafa  sie, 
«nn  der  reelle  Theil  von  S  nicht  gröfaer  als  —  1  ist,  für  keinen  der- 
'lljen;  wenn  er  negativ  und  gröfaer  als  —  1  oder  Nail  ist,  für  jeden 
On  ihnen  auTser  ic  =■  —  e^'  und  x  ^  —  e"^';  wenn  er  poaitiv  ist,  fHi 
■den  von  ihnen  ohne  Ansnahme  giltig  sind. 


4 


t 


11.   Die  PotenereUien  für  oob  (s  aro  sin  a;)  und 

Bin  (n  aro  ain  x). '') 


Wenn    mau    die  CoefBcienten    der   Poteuzreihe    in   der 
■»^ten  Formel  (8)  d.  i. 

(1  4-  2x  C08  6  +  a:*)  =  S^"  (—  0'"'  -  "^o»  "9     (I  ^  l<  0 

Bit  den  gleichstelligen   in   der  Potenzreihe   (15)   vergleicht, 
to  gelangt  man  zur  Formel 

B^CMjnÖ  _   (8  coa  9)"    _  /n  -  1\  (2  coajri*     

vorin  r  von  Null  bis  zu  der  gröläten,  ^  n  nicht  übersteigendeu 


ganzen   Zahl   geht     Sie   stellt  die   eine   der   in  11.  13  ulg^ 
kündigten  Entwickclungen  von   cos  n6   dar.     Ist  n  geraile 
(n  =^  2k),  80   nimmt  r  zuletzt  den  Worth  k  an  und  es  kum 
die  Formel  auch  so  geschrieben  werden 
(—  1)*  eo8  nö 

-8')...rn'-(ar-2)' 


=  i  +  2(-iX" 


Jcosfl". 


^^^^^  sin  e»'.  (16) 
i;t4-  1),   erhält»» 


Setzt  man  hier  statt  Q  y  —  ^i    ^'^    ergiebt   sich    die  Ent- 
wickelung  von  cos  nfl  nach  Potenzen  von  sin  6: 
coa  nO 

Im   Falle   dal^   »   ungerade  ist  (» 
Hilf  demselben  Wege  die  Formel 

sin  n9  <-=  n  sin  6 

,     ^(-  .y  «('■■-  0(t»'  -  3») .  ■ .  [n'-(ar-l)'J 
'^  .^^     ^  (ar  +  i) 

Aehnliche   Formeln   findet   man   vermittelst  der  zweit 
Formel  (8),  indem  man  die  Potenzreihe  fiir  die  FunctJoP   ' 

arctan  {s  sin  6  :  (1  -j-  t  cos  e)j 
aus  den  Entwickelnogen 


8iue'H-'.(t  ' 


arc  tan  - 


-  =  a;  ain  e  (  1 


5;  tiffl!  (   ""»  V 


1   +  iE  CO«  9 

ableitet 

cos  (s  arc  sin  x)    liifst   sich    mittelst    der    Cosiuas- 
Arcus  siuus-Keihe  nacii  dem  Salze  in   V.  11   bei  beliebtgeiö  * 
für  alle  Werthe  von  x,  deren  absoluter  Betrag  1   nicht  fl 
steigt,  in  eine  Potenzreihe  von  x  verwandeln: 

cos  (s  arc  sin  x)  =  i  -\-  ^'  fp2r{s)  3?', 

wo  9jr(8)  eine  ganze  Function  2r^^  Grades  von  s  ist 

Falls  s  eine  gerade  Zahl  ist,  mafs   die  Keibe  mitdetj 
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Eugen  endlichen  Reihe  fibereinstimmen^  die  sich  aus  (IG) 
urch  die  Snbstitutiou  sin  6  =  rr  ergiebt.     Man  hat  also 

3nn  8  eine   gerade  Zahl    bezeichnet   und  daher  nach  dem 
Satze  in  IV.  5  allgemein.     Es   besteht  mithin,  wenn 
iir  I  o;  I  ^  1  ist;  bei  beliebigem  s  die  Entwickelung 

cos  (s  arc  sin  x) 

,  1  +  2  (-  l)r'M»'-2V..I«.^-.(2r-ja  ^.         (j8) 

1 
nter  denselben  Bedingungen  gilt  die  mittelst  (17)  ab- 
üeitende  Formel 

sin  {s  arc  sin  x) 
=,^+ J(_  i).i(«'-i')(a'-^.^[;'-(2r-ir]  ^.+..  („) 

In  diesen^  sowie  in  den  folgenden  Formeln  ist  arc  sin  x 

p  zam  Hauptwerthe  |/l  —  x^  gehörige  Hauptwerth.  Setzt 
Ol  in  (18)  und  (19) 

a;  es»  1  arc  sin  a:  =  y , 

erhält   man   neue,   für  jeden  Werth  von  s  convergente 
dhen  fQr  cos  \S7t    und     sin  ^  sn. 

Anf  ähnliche  Art  gelangt  man  auch  za  den  Reihenentwickel nngen 

cos  {8  arc  sin  x) 

yi  —  Ä* 

*.  1  +  ^  (_  l)r  ««  -  1«)  (g'  -  3«) . . .  [8*  -  (2r  -  1)«]  ^2r 

'  •    /  •    \  (20) 

sin  (9  arc  sin  x)  ^     ^ 

Vi  —  Ä* 

^  ^^        '  (2r+l)!  * 

e  gelten  för  alle  Werthe  von  x  \\x\^\  ausgenommen,  a;  =  +  1. 
r  Verhalten  auf  dem  Convergenzk reise  (0,  1)  wird  leicht  mit  Hilfe 
B  Satzes  in  y.  8  beurtheili 

Die  Reihen  anf  den  rechten  Seiten  der  Formeln  (18)— (20)  dürfen 
cb   Potenien   von  s  geordnet  werden ,   wenn   |  o;  |  <^  1 ,   die  beiden 


erateren  sogar,  wcmn  \  x  \  -^  i  ist.     Sie  erfüllca  nSmlkti  die  am  Schtnw 
von  V.  3  erwäbat«  Cancbj'schc  Hedingung.     Denltt  man  »icb  du  lU- 
(,'emeine  Glied  x.  B.  in  (18)  entwickelt   nnd   die  Smnme  der  abwinlea 
Betriige  der  Glieder  gebildet,  so  erbiUt  man  den  Ausdniclc 
ArX^'  =  g'(^'  +  2')--.(S'+[2r-8]')  ^,, 

worin  A'  =  [  a:  |  nnd  S  =  |  g  |  iat.     Du 

f-fi  _  g'  +  (ar-2)'  _   ,    _   A  o. 
^__  (Sr  —  l)  21-  2«  ■"' 

ist,  Bo  coQvergirt  die  Reibe 

1+Ä,X'-{:A^X'  +  .-., 
wenn  X  ^  1  ist  (V.  8). 

'  Entwickelt  man  sno  beide  Seiten  der  in  Rede  etebendeii  Gleidi' 
ungcn  nach  Potenzen  von  s  nnd  eetzt  die  CoefGcienten  der  nJmliche« 
Potenzen  von  s  einander  gleicli,  so  gewinnt  man  zahlreiclie  trat 
deibenentwickelnngen.  Die  Formel  (19)  würde  uns  die  Coeffiijentw 
dor  ArcuB  sinuB-lteiha  liefern,  wenn  wir  sie  nicbt  schoa  kennen  niiira 
Ans  (18)  folgt  znnUchst  die  Formel 


:.)«  -  «'  + 


^    8.6...C2n-  1)     H       "*'  =  "■ 


12,   Um  noch  eine  Anwendung  einiger  Sätze  im  V. 
VI.   Abschnitte  vorzuführen,  möge   eine  Classe  von  hif- 
monischen  Reihen,  nämlich  die  unendlichen  Roihen 

7  +  ?+-+i  +  "'  "' 

worin  s  irgend  eine  complexe  Zahl  ft  -f"  *"  bezeichnet  unii 
die  Potenzen,  wie  gewöhnlich,  Hauptwerthe  sind,  beinwhW 
werden. 

1.  Satz.  Die  unendliche  Ueihe  (1)  couvergift 
und  zwar  absolut,  wenn  der  reelle  Theil  des  Bi- 
ponenten  s  gröfser  als  1  ist;  in  jedem  anderen  FiH* 
ist  sie  divergent.  Das  ergiebt  sich  unmittelbar  am  V.^ 
wenn  man  bemerkt,  dafa 

ist.  Wir  bezeichnen  im  Falle  der  Convergenz  die  Snmni« 
von  (1)  mit  S(s)  oder  S,  und  setzen 

--  +  -^—  +  —^-  + SAs)     (l  >  2), 
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Im  Falle,  dafs  die  harmonischen  Iteihen  (1)  divergiren, 
stehen  die  folgenden  Sätze. 

2.  Satz.     „Wenn  in  (1)  s  =  +  1  ist,  so  hat  man  die 

»nnel 

lim    |§^-/«l=c,  (2) 

3  e  die  Mascheroni'sche   Zahl  0,5772156649  .  .  .  be- 

jutet" 

Beweis.    Setzt  man 

2  y  —  in  =  X,    at  =  Xt+i  —  Xi  =  j,  —  l  \1  -\-  f.  j , 

>  ist 

Z,  =  X,  +  a,  +  a,+t  H h  «n+i        (/  >  2). 

'a  nach  Nr.  5,  wenn  nur  k'^2  ist, 
(t^  SO  ergiebt  sich 

'araos  folgt,  dafs  die  Reihe  "Lot  absolut  convergirt,  folglich 
m  2a  bei  n  =  -|-  oo  existirt  nnd  nicht  unendlich  ist.  Man 
ndet  in  der  That 

äT»  -  sV»  <  '^^  <  äV« '       also^im^^a»  =  ^- 


OD 


demnach  ist 


Ob 


lim  Xn  =  Xi+  N  at    {l<2).  (3) 

Eine  znr  Berechnung  der  Mascheroni'scheii  Zahl  bequemere  Formel 
eri^t  man,  wenn  man    das  durch  Za^  dargestellte  Schema  von  un- 

^Ägrenzt  yielen  unendlichen  Keihen  nach  Verticaln'ihen  ordnet.     Das 
i*t  taläBBig,   indem    es    der  Cauchy 'sehen    Bedingung  (V.  3)    Genüge 

leirtet    Ersetzt  man  nämlich  in  la^  alle  Glieder  durch  ihre  alosoluten 

Wertbe,  so  findet  man 

8*ol«,  Vorl«tung»n.    II.  j^j^ 
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Die    ans  diesen  Summen    gebildete   unendliche  Reihe  conv^rgirt,  da 
lim  A^  bei  lim  ^  «=  -f~  <^  endlich  ist.  —  Mithin  ergiebt  sich  ans  (3) 

CO 

c  =  Um  X,  =  A',  +  V  ^=-^  S,  0,)    (1^2).  (*) 

In  der  hier  vorkommenden  unendlichen  Reihe  ist  der  Rest  kleiner  als 
sein  erstes  Glied  (vgl.  X.  8.  d.  I.  T.).    Man  hat  aber 

-?  +  7 ;t — i  = T (n  =-  /,  Z  +  1  .  . .) 

n*    *   {n  —  1)  n*        n  —  1         n     ^  '       ' 

eo 

1  1  ,  ^     ._.       .        1 


•    i 
Für  <jf  >-  2  ergiebt  sich  daraas 

Setzen   wir  in  (1)  s  =  —  t  und  ^  =  9  -|-  <yi,  so  haben 
wir  den 

3.   Satz.     „Genügt   der   reelle   Theil   q   von  t  i^^ 
Bedingung  —  1  ^(><0,  ohne  dafs  jedoch  /  =  —  1  is^* 
so  hat  der  Ausdruck 

bei  lim  n  =  00  einen  endlichen  Grenzwerth  K{t). 
0  <  p  <  1,  so  gilt  dasselbe  vom  Ausdrucke 

1 
7r(0)  ist  — \-.     Ist  ()>1,  80  hat  der  Ausdruck 

n— 1 

1 

-  Ct  i  -  i  "■ + i'  (-  ■)-  L  - .)  If  •'--*-] 

1 

wo  5,  2^2  .. .  die  Bernoulli'schen  Zahlen  und  A  eine 
mindestens  so  grofse  natürliche  Zahl  bedeutet,  d^fs 
t  —  2h  —  1  einen  negativen  reellen  Theil  hat,  bei 

lim  M  =  +  00 

einen  endlichen  Grenzwerth  K{t).^^ 


Compleze  Potenzen  und  Logarithmen.  227 

Es  genügt,  den   Bewci»  dieses  Satzes  im  dritten  Falle 
führen.     Dabei  dürfen  wir  h  so  bestimmen^  dafs 

p  -  2/*  +  1  >  0         p  _  2A  -  1  <  0 
r 

Setzt  man 

Q  =  m  +  ii'         (05:/ <1), 

xt  m  eine  natflrliche  Zahl  verstanden,  so  bat  man  dem- 

:h 

m-\-  l^2h>m; 

ist  2h  gleich  m  oder  m  -f-  1,  je  nachdem  m  gerade  oder 
^rade  ist.  —  Setzt  man 

Xn(t)  =  X,(t)  +  a,  +  a,+i  H h  0-+1     (l  >  2), 

hat  man 

"=  *^ r+ 1       H 2 (8) 

-2  (-1)'"'  (sr  l  l)  2r  [(*  +  ^)'~*'"^'  -  '*^~*"'*l- 
1 

ser  Anadmck  wird  nach  fallenden  Potenzen  von  k  ent- 

kelt    Es  ist  für  alle  Werthe  k  >  2 

4-  ly-,  -kf~p=^  k^-p  j(l  +  ly  -  1  j 

umt  man  hier  nacheinander  p  =  —  1,  0,  1,  3  •  •  •  2A  —  1, 
zt  die  bezüglichen  Ausdrücke  in  (8)  ein  und  ordnet  nach 
lenden  Potenzen  von  k,  so  heben  sich  die  Goefficienten 
rjenigen  Potenzen  von  k,  deren  Exponenten  nicht-negativen 
illen  Theil  besitzen,  d.  i.  von 

f.    Der  CoefIBcient  von  k^~^  ist  nämlich 

"■  r+1  V  +  1/  +  ^  V 

_^r-nr-i/       *      \Br  (t-2r+l\ 
^  \       U        V2r  -  1/   2r  \^  -  2r  +  1/  ' 
1 

16» 


J 
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wo,  solange  2  ^g  '^2h  —  1  ist,  f  '=^  ^g  oder  ^  (jf  —  1),  je 

nachdem  g  gerade  oder  ungerade,  wenn  aber  g^2hf  f  —  h 

ist.     Zufolge  der  Formel 

J^  /      t      W *  -  2r  +  1\        _J_  /t  +  i\/g  +  i\ 
2r  \2r  —  1/  \^  —  2r  +  1/        t  +  l\g  +  l/\    2f  / 

geht  der  vorstehende  Ausdruck  über  in 

t+tKg  +  l/"'  • 

Solange  g  <-2h  -\-  l  ist,  ist  die  in  den  Klammern  stehende 
Summe  Dg  nach  IV.  12  Gleichung  (7)  Null.  Somit  er- 
giebt  sich 


.    9  +  ^^9^  y^ 

2A-f2 

Ist   t  eine  natürliche  Zahl  m,  also  2A  +  1  <  m,  so  i 
ajfc  c=  0  und  demnach  K{fn)  =  Xn(w)  =  ^2(^)>  ^«  ^'  J®  "*^ 
dem  m  gerade  oder  ungerade  (=  21  —  1)  ist,  gleich  Null  od-' 

(~  lyBi :  2Z. 

Dieses  Resultat  ist  eigentlich  nicht  neu,  denn  es  folgt  auc^ 
aus  der  in  IV.  12  für  jedes  ganze  positive  n  bewiesene^ 
Formel 

n— 1 

1 

wo  <p,„{n)  die  m^^  Bernoulli'sche  Funktion  bedeutet. 

Wenn  t  keine  natürliche  Zahl  ist,  so  convergirt  die  ir^ 
endliche  Reihe  in  (9)  absolut.     Da  mithin 

|a,|<;V_.L^|(')z)J.J.  (    - 

2A+2   ^       '  ' 

ist,  somit  einer  jeden  Zahl  £  >  0  eine  x  >  0  so  entsprS"^ 
dafs  für  k>K 


1        ^       1 

^^- ;  •  ^.2A+2-(;  ^  ih "+  8 


\2Ä  -I-  2/       • 


2Ä+2 


+   ^ 


ist,  so  liegt  I  Ok    /j-''+^-v  für  alle  ganzzahligen  Werthe  h>2 
unter  einer  ondliclion   Grenze.     Weil   nun  2/i4~2  — (>>1, 

somit   die   unendliche  Reihe    ^    jj^+a— «  convergirt,  so  con- 


jLj  k' 
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rergirt  auch  die  Reihe  Z  |  a«  |.     Also  hat  Xn(t)  bei 

lim  n  =  +  oo 
iu    der  That  einen  endlichen  Grenzwerth  K{t)  und  zwar  ist 

K(t)  =  lim  Xn{t)  =  X,  (0  +  3  «*    ('  <  2) .      (11) 

Diese  Formel  gilt  auch  für  die  Ausdrücke  (5)  und  (6),  man 

hat  nur  in  (9)  filr  D,j  bez.  1  und  1  —  i^  (tf  +  1)  zu  setzen. 

4)  „Die  Formel   (11)    läfut   sich    in   die   für  die  Berechnung  von 
i^(Q  bequemere  Gestalt  bringen: 

«•(*)  -  X,  (t)  -    V  -^  ( ')  I)  S,  ig  -  0."     (l  >  2).       (12) 

In  der  That  bildet  Ici^  in  (11)  ein  Schema  von  unendlich  vielen 

*uietidlichen  Reihen,  welches  der  Cauchy'schen  Bedingung  (V.  3)  genügt 
Dnd  somit  auch  nach  Verticalreihen  geordnet  werden  darf.  Wir  haben 
die  Reihe  in  (10)  für  Jb  <=■/,/  4~  ^i  •••  ^^  betrachten.  MuUipliciren 
•^i"    ihre  Glieder  mit  ifc^*"'"*"^,  so  erhält  man  die  convergente  lieihe 

^i«  ans  den  Summen  der  in  Rede  stehenden  Reihen  gebildete  Reihe 
^-    i. 

i  1 1 1  t 


^oiivi'igirt,  weil  ^      2a4-'2-^'    ^*^'  bemerkt,  convergirt  und   A^  bei 

**Oi  £«■-}-  oo  einen  endlichen  Grenzwerth  hat 

Anmerkung.  Unter  einer  harmonischen  Reibe  im  Allgemeinen 
^«fateht  man  eine  Reihe,  deren  Glieder  die  gleichen  Potenzen  der 
^Mcder  einer  arithmetischen  Reihe  erster  Ordnung  sind  d.  i. 


•    •    • 


af  (a  +  (i)'  (a  +  2(1/  .  .  .  (a  +  (n      1)  d)' 

Nimmt  man  a  und  d  so  an,  dafs  der  von  a  aus  über  a  -\-  d  iuh 
unendliche  gezogene  Ualbstrahl  die  reelle  Axe  nicht  schneidet,  so  er- 

^^It  man  hierans,  indem  man  durch  den  Uauptwerth  d*  dividirt  und 
a ;  (i  «M  jt  setzt,  die  Uauptwerthe 

a^    {x+  1)'    (x  +  2/  .' .  .  [x-  +  «  -  1]'  •  •  • 

Ffir  die  Reihe  Z{x  •{-  n  —  1)'  gelten  ähnliche  Sätze,  wie  für  die  so- 
eben .betrachtete  Zn^    Sie  convergirt  dann  und  nur  dann,  wenn  der 
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reelle   Theil    von   t   kleiner   als  —  1  ist.      Der    dem  Ausdracke  (7) 
analoge 

1  -" 

wo  X  von  0  and  jeder  negativen  ganzen  Zahl ,  t  von  —  1  yerschiedeü 
sein  soll,  bat  bei 

lim  n  =  +  oo 

einen   endlichen  Grenzwerth  F{x^  t)  u.  s.  w.     Es  ist  K(t)  =  F(\n  *^ 
Die  Dififerenz 

heifst  nach  Einkelin^)  die  allgemeine  Bernoulli'sche  Function  '■-^^ 
wird  mit  B(x,  t)  bezeichnet.  Ist  t  eine  natürliche  Zahl,  so  8tii^^=^ 
Hie  mit  (Pf,^(x) :  (f  +  l)  überein,  wo  qp^ij  (x)  die  Bemonlli'sche  Func*^ 

von  IV.  12  bedeutet    B{Xf  0)  ist  x  —  1. 


VII.  Abschnitt. 


Unendliche   Prodncte. 


1.  Convergenz  nnd  Divergenz  unendlioher  Froducte. 

Es  sei  /Jj  /i  . . .  /i  . . .  eine  endlose  Folge  von  beliebigen, 
llen  oder  complexen  Zahlen.  Bilden  wir  in  der  vor- 
ichriebenen  Ordnung  die  Partialproducte 

Po  '^^  / 0      A  "^^  / 0 / 1  •  •  •  -P»  ^'^  foil  '  •  •  In  '  •  • } 

haben  sie  beim  Grenzübergange  lim  n  =  -|-  oo  entweder 
611  endlichen  Grenzwerth  oder  nicht.  Im  ersten  Falle  lieifst 
s  unendliche  Product 


00 


^  /l  •  •  •  /i.  .  •  •     oder     JyJ  fn 

0 

ivergent,  im  zweiten   divergent.     Ist  eine  der  Zahlen 
gleich  Null,  so  sind  von  einem  bestimmten  alle  p^  gleich 
U   und  daher  lim  p^  =  0.     Es   sind  zunächst  die  folgen- 
Sätze  hervorzuheben: 

1)  „Giebt  es  eine  positive  Zahl  9,  kleiner  als   1,  wel- 
f   eine  positive  Zahl   ^i  so   entspricht,  dafs  wenn  n  >  fi 

\fn\<.Q  ist ,  SO  ist 

limi}«  =  0." 

2)  „Giebt  es  eine  positive  Zahl  <r,  gröfseralsl,  welcher 
Q  positive    Zahl  fi  so    entspricht ,    dafs    wenn  n>  {i  ist, 

>  tf  ist,  80  ist 

lim^n  =  00.^ 
««-+00 
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Bedeutet  m  eine  uatürliche  Zahl,  gröfser  als  ft,  so  hat 
man  nämlich  im  ersten  Falle 


Pn\<\Pm\Q 


k»  —  m 


im  zweiten 

3)  „Die  nothwendige  und,  falls   kein  f\  Null  ist, 
hinreichende  Bedingung  zur  Existenz  eines  vonNuU 
verschiedenen,  endlichen  Grenzwerthes  a  von  j\  bei 
lim  «  +  oo  besteht  darin,  dafs  jeder  positiven  Zahl  fc 
eine    positive   Zahl    fi   so   zugeordnet    werden  kani^) 
dafs  neben 

n>(i     |/n-|-i/;+2.../«+r-  l|<f     (r=l,2...)     M) 
ist,  welche  natürliche  Zahl  r  auch  sein  mag/' 
Beweis.     Angenommen,  es  sei  bei 

lim  w  =  +  oo       lim  p^^  t=  a 

und  ^  =  I  a  I  >  0 .     Dann  gehört  zu  «'  >  0  eine  Zahl  fi'  Z^^^ 
so,  dafs  neben  n^  fi 

\^--  Pn\<s,     also     \p^r—2h\<26     (r  =  1,  2  . .    — ! 

ist.      Aus    der    ersteren     Ungleichung    folgt,     dafs     w-^^^ 
n  >  [i   ist , 

Ä  —  \  pn  \  <  \  a  —  pn  \  <  6      d.  i.     \p^\>  A  —  e 

ist.     Somit   ergiebt  sich   mittelst  der  letzteren,  falls  s' 
ist,  für 


n  >  fi 


Pn 


-    1 


< 


2e' 
A  -  e' 


Man  braucht  also,  um  die  Relationen  (a)  zu  erhalteu,  uur 
so  anzunehmen,  dafs 

j-:-.<s     d,  1.     .  <--^-^ 

ist.  —  Weifs  man  umgekehrt,  dafs  die  Relationen  (a)  neben- 
einander  bestehen  und  kein  j)^  Null  ist,  so  darf  man 
scliliefsen,  dafs  für  n  >  fi 


also 


—  l  <  £     und     1  — 


Pn±r 
Pn 


<e, 
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(l-e)\p,\<\p^r\<{\+B)\p,\ 

Setzt  man  hier  anstatt  n  eine  bestimmte  ganze  Zahl 
>  fiy  so  erkennt  man,  dafs  die  Zahlen  j>q,  jpj .  .  .|)«  .  . . 
L  absoluten  Betrage  nach  sämmtlich  sowohl  unter  einer 
luven  Zahl  y  (nämlich  der  gröfsten  der  Zahlen 

|l>ol.    \Pl\'"\Pfn~l  I       (1    +£)\Pm\)y 

auch  über  einer  positiven  Zahl  x  (nämlich  der  kleinsten 
ebengenannten  Zahlen)  liegen.     Demnach  folgt  aus  (a) 

n>  [l       I  Pn-\-r  —Pn\<y£       (r  =   1,  2  .  .  .) 

I.  es  existirt  für  pn  bei  lim  w  =  +  oo  ein  endlicher  Grenz- 
rth  p.     Und  vermöge  |l?«  |  >  x  ist  A'^Xy  also  -4  >  0. 

4)  Gorollar.  „Zur  Existenz  eines  endlichen,  von  Null 
schiedenen  Grenzwerthes  von  jU  ist  noth  wendig,  dafs 
jeder  Zahl  «  >  0  eine  Zahl  ft  >  0  so  gehört,  dafs  neben 

Pn±l 
Pn 

3it  bei  lim  n  =  +  oo  lim  /i,  =  1  ist     Setzt  man 

/»  =  !+»», 
hat  man  demnach  lim  a«  =  0     bei     lim  n  =  +  oo."  — 
lim|)»  =  0,  so  gilt  dieser  Satz  nicht  immer,  wie  schon 

Annahme  a«  =  —  ^  beweist, 
ö)  Es  ist  bekannt  (vgl.  Nr.  3),  dafs  selbst  im  Falle  dafs 

lim  n  =  +  oo  lim  /■»  =  1  ist,  ein  unendliches  Product 
h  dann  den  Grenz werth  Null  haben  kann,  wenn  keiner 
xer  Factoren  verschwindet.  Ist  aber  die  in  den  ein  an - 
*  zugeordneten  Ungleichungen  (a)  ausgesprochene 
dingung  erfüllt,  so  kann  ein  unendliches  Pro- 
tzt nur  in  der  Art  verschwinden,  dafs  ein  Factor 
11  ist^ 

6)  „Setzt  man 
/„  =  1  +  an        Wn  =  p.-i  an        (w  =  1,  2  .  .  .)  , 


n>  fi 


-  1 


<6     d.  i.     I  ^,+1  —  1  I  <  £, 


CO 


sind    das    unendliche    Product    /»/  /«    und    die    unend- 


0 


he  Reihe 

/o  +  «^i  +  ^'a  + 
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äquivalent  d.  h.  die  Partialproducte  des  ersteren  stimmen 
der  Reihe  nach  mit  den  Partialsummen  der  letzteren  überein.'' 

In  der  That  erhält  man  durch  Addition  der  Gleickmigen 

Pi  =  ^  (1  +  öl)  =  /ö  +  «'i 


Ph  =1>«_i(1  +  On)  =Pn^l  +  tVn 

die  Formel 

2.    Allgemeine  Sätze  über  die  nnendliohen  Prodncte. 

Der  Kürze  wegen  mögen  als  gleichartig  bezeichnet  we^' 
den   unendliche  Producte,   die   convergent  sind,   solche  d^^ 
einen   unendlichen   und  solche,    die  gar  keinen  Grenzwer^^^ 
haben. 

1)  „Ist 

fn=9n,        (n  =  0,  1,  2...), 
so  sind  gleichartig  die  unendlichen  Producte 

fJif%'"    und    g^g^g^ . . .  <J^ 

Couvergirt  insbesondere  das  erste  Product,  so  auch  das  zw»3i*^* 
und  beide  haben  denselben  Greuzwerth."     Denn  es  ist 

tfn  =  g^gi  ^'-gn   =fofi'"fn=Pn       (h  =  0,  1,  2  .  .  .)  . 

2)  Wenn  keiner   der  Factoren  /i,  versehwindet,  so  siud 
,,da8   unendliche   Product  /i/l/i-«   »od  jedes,    das  aus  ihn/ 
durch  WeglassuDg  einer  endlichen  Anzahl  von  Gliedern,  deren 
Product  c  sei,  hervorgeht,  gleichartig." 

„Convergirt  das  erstere  Product,  so  auch  das  letztere, 
und  umgekehrt.  Bedeuten  a  a  ihre  Grenzwerthe,  so  ist 
a  =  ca.  LoSst  man  insbesondere  die  (n  +  1)  Anfangsglieder 
fofi''-tn  weg,  so  erhält  man  das  convergente  Product 
fn^i  fn^<i .  . .,  dessen  Greuzwerth  Qn  =  CL'Pn  ist  Wenn  a 
von  Null  verschieden  ist,  so  hat  man  demnach 

lim  Qn  =  1." 
Setzt  man 
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>  hat  man 

►mit  bei  lim  r  =  +  oo 

Qn  =  a:pn. 

3)Ein  convergentes  unendliches  Product/Q/i^... 
t  unbeschränkt  associativ  d.  h.  leitet  man  ans  ihm  ein 
^ues  dadurch  ab,  dafs  man  seine  Factoren  gruppenweise 
^reinigt,  jedoch  in  der  Weise,  dafs  jede  Gruppe  nur  unmit- 
Ibar  aufeinander  folgende  Factoren  des  ursprünglichen  Pro- 
ictes  enthält,  so  ist  auch  das  neue  Product  convergent  und 
•t  denselben  Grenzwerth,  wie  das  gegebene.  —  Sind  F^ 
•  .  .  jP«  . .  .  die  Factoren  des  neuen  Productes  und  ist 

FF        F  ^=  P 
hat  man 

-M   =  Pim        -^2  "^^  Pm^  •  •  •  -tn   =  Pm^  , 
O  • 

lim  Pn  *=*  limp»  =  a . 

»=+00      «=+00 

Sind  die  Factoren  des  convergenten  Productes  F^F^,.. 
^ducte  wie  oben  und  man  läfst  die  Klammern  weg,  so 
^^cht  das  so  erhaltene  Product  /o  /i  /g  . .  .  nicht  zu  conver- 
'^n.  Convergirt  es  aber,  so  hat  es  denselben  Grenzwerth 
^  F-^  2*2  •  •  • 

4)  Ist  k  eine  von  Null  verschiedene  Constante,  so  sind 
^  Producte 

OD  CO 

J^  fn        und        JpJ  Jcfn 

0  0 

eichartig.     Convergirt   das    erstere   und   zwar   zum   Greuz- 
drtbe  a,  so   convergirt  das  letztere  zum  Grenzwerthe  /ca." 

5)  „Convergiren  zwei  unendliche  Producte  wie  (b)  und 
var  zu  den  Grenz werthen  a,  6,  so  convergirt  das  unend- 
che  Product 

00 


H 


^    fnOn  (C) 

id  zwar  zum  Grenzwerthe   ah,    Ist  aulserdem  h  von  Null 
»rschieden,  so  convergirt  auch  das  unendliche  Product 


QO 


0 


und  zwar  zum  Grenzwerthe  a :  b."  —  Denn  die  Partialpio- 
ducte  von  (c)  (d)  sind  bez.  p^  1.,,  p,  -q.,,  welche  ÄuadrQcIre 
bei  lim  n  ^='  -\-  oo  bez,  die  Grenzwerthe  ah,  a  :  6  haben.  — 
Die  Sätze  lassen  sich  auf  jede  endliche  Anzahl  von  unend- 
lichen Producten  ausdehnen. 

Die  Torstebenden  Satze  und  die  von  Nr.  1  hätte  tata, 
im  falle  dafs  keine  der  Zahlen  f„  g^  Null  ist,  amcli  mit 
Hilfe  der  folgenden  Bemerkung  beweisen  honnen.  Das  Ver- 
halten derPartialproducteji,  bei  lim  n  =  -|-  oo  lüfat 
»ich  stets  nach  dem  der  Partialsummen  der  aus  den 
Hauptwerthen  der  Logarithmen  der  Factoreu /■.  ge- 
bildeten unendlichen  Reibe 

'/;  +  '/■,  +  ■■•  +  !/.  +  ■■• 

buurtbeilen.     Setzt  man  nämlich 

».  - 1*, +  ;/;+•  ■  +  ;/■., 

HO    iijt 

h.  =  s,  +  2mni 
p.=e--. 
Hai  s»  bei  lim  n  ^  +  oo  einen  von  Null  verschiedenen  flud- 
litben  Grenzwerth  *■,  so  hat  auch  p^  einen  und  zwar  e".  Das 
Um^^ekehrte  ist  auch  richtig.     Ist 

lim  I  s«  I  ^  +  '^  1 
wahrend  die  Neigung  von  s„  stets  zwischen  —  —  und  -{■  -^ 

Ibezw.  —  und  —1  liegt,  so  hat  p,  bei  lim  n  =  -\-  "X  ilwi 
Grenzwerth  oo  (bezw.  Null). 

3,    Wir  wollen  nun  untersuchen,   inwieweit   die  iibrigfn 
für   die   Producte  aus   einer  endlichen  Anzahl    von  Factürtu 
geltenden  Regeln  sich  auf  die  Grenzwerthe  von  convergeulen 
unendlichen    Producten  ausdehnen  lassen.     Dabei   setzen 
stets  /■»  •=  1  +  d, 

voraus  und  beschränken  uns  auf  die  Annahme,  dafs  a,  nicht 
gleich  —  1  ist  und  bei  Hm  n  =  -j-  oo  den  Grenzwerth 
Null  hat.  Das  genügt,  da  sie  im  Falle  dafs  das  Product 
einen  endlichen  Grenzwerth  bat,  der  nicht  Null  ist,  immer 
zutrifft.  Wir  dflrf>-u  zufolge  des  zweiten  Satzes  in  Nr.  2  auch 
noch  voraussetzen,  dafs  der  absolute  Betrag  von  o,  die  Ein- 


i 


Unendliche  Producte.  237 

heit  nicht  übersteigt.     Dann  liegt,   wie  bereits  in  VI.  5  be- 
merkt   ist,    der    Coeffieient    von    i  in    /  (l  +  a«)    zwischen 

-  I  und  +  I  . 

Wir  gehen  von  den  zwei  folgenden  in  X.  12  d.  I.  T. 
bewiesenen  Sätzen  aus,  worin  die  a^  sämmtlich  als  posi- 
tiv und,  wenn  nöthig,  kleiner  als  1  zu  denken  sind. 

1)  „Das  unendliche  Product 


a 


"1  (1  -  On) 

o" 

hat  stets  einen  endlichen  Grenzwerth  und  zwar  ist  er  posi- 
tiv, wenn  die  unendliche  Reihe 

«0  +  «1  H h  «»  H (e) 

convergirt,  dagegen  Null,  wenn  sie  divergirt." 
2)  „Das  unendliche  Product 

+  00 

0 

convergirt  und  zwar  zu  einem  positiven  Grenzwerthe,  wenn 
die  Reihe  (e)  convergirt.  Es  divergirt  und  hat  den  Grenz- 
werth -|-  cx) ,  wenn  sie  divergirt." 

Auch  diese  Sätze  lassen  sich  mit  Hilfe  der  unendlichen 
Keihe  Zi  (1  +  a„)  beweisen,  wie  aus  der  folgenden  Nr.  zu 
entnehmen  ist  Durch  Betrachtung  der  Logarithmenreihe 
erkennt  man  ferner  unmittelbar  die  Richtigkeit  des  Satzes: 

„Wenn  die  unendliche  Reihe 

«0  +  ^1  H h  a«  H , 

welche  nur  Glieder  eines  Zeichens  in  unbegrenzter 
Anzahl  enthält,  convergirt,  so  liefern  bei  jeder  An- 
ordnung der  Factoren  1  -{-  On  die  Partialproducte  pn 
für  lim  n  =  +  oo  einen  endlichen,  von  Null  verschie- 
denen und  zwar  stets  denselben  Grenzwerth.  Ist  die 
Reihe  divergent,  so  haben  sie  entweder  stets  den  Grenzwerth 
+  oo  oder  Null,  je  nachdem  darin  die  positiven  oder  nega- 
tiven Glieder  in  unbegrenzter  Anzahl  vorkommen."  Wenn 
in  dem  in  Rede  stehenden  Falle  das  unendliche  Product 
n(l  +  o»)  convergirt,  so  ist  es  demnach  auch  commutativ. 
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4.    Unbedingt  oonvergente  unendliohe  Produote. 

Satz.^)     „Die  nothwendige  und  hinreichende  Be- 
dingung dazu,  dafs  bei  jeder  Anordnung  der  Factoren 

l+a^     14- «i«-     1+a»..., 
worin  keine  der  Zahlen  a«   gleich  —  1   ist,  die  Partialpro- 
ducte  pn    für   limn  =  +  00   denselben    endlichen,  von 
Null  verschiedenen   Grenzwerth   liefern   —  d.  i  zur 
unbedingten  Convergenz  des  unendlichen  Prodactes 


OD 


H 


'I  (1  + ».) 

0" 

besteht    in    der    absoluten    Convergenz    der    unea^i' 
liehen  Reihe 

«0  +  «i  H h  «*  H " 

Beweis.  Da  der  Grenzwerth  des  vorstehenden  unet»^' 
liehen  Productes  nicht  Null  sein  soll,  so  mufs  lim  o«  t»^* 
lim  n  =  +  00  Null  sein;  daher  ist  die  Annahme  gestatfc^*^? 
dafs  I  Ol,  I     (n  =  0,  1  . .  .)  die  Einheit  nicht  übersteigt 

Wir  haben  nun  nur  zu  zeigen,  dafs  die  angegebene  ^^3e- 
dingung  zur  unbedingten  Convergenz  der  unendlichen  Röil^^ 

1(1  +  «o)  +  Z(l  +  a,)  +  •••  +  Kl  +«.)  +  ••  •        (f) 
hinreichend  und   nothwendig  ist.     Es    seien  zunächst  die    ^h 
reelle  Zahlen  und  die  positiven  unter  ihnen  mit  6„  61... 6«  -  -  •• 
die    negativen    mit    —  Cq      —  c^  .  .  .     —  c«  .  . .    bezeichne/^ 
Wenn    Za„    absolut    convergirt,    so    convergiren    die  beidejD 
Reihen 

&o  +  ^H >  (?) 

—  Cq  —  Ci .  (b) 

Es  convergiren  aber  auch  die  unendlichen  Reihen 


00 


2 


■ '(!  +  ».), 


0 

OD 


jl(i-Cn),  (k) 

0 

die  erste  aus  positiven,  die  zweite  aus  negativen  Gliedern  be- 
stehend;  wie    mit   Hilfe    der  in   der  9.  Note  zum  IV.  Ab- 
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t  bewiesenen  Ungleichungen  sich   sofort  ergiebt.     Dar- 
ist nämlich 

-1(1  -^X^-  {1  +  2/1-^^))     (0<c,<l).    (m) 
d  lim  n  =  +  cx)     lim  c„  =  0  ist,  so  hat  man 

.  JToo  ('  +  iü^)  = '; 

convergirt  neben  (h)  auch  die  unendliche  Reihe 

luch  (k).  —  Mit  anderen  Worten:  es  convergirt  neben 
lie  Reihe  (f)  absolut.  Umgekehrt  folgt  aus  der  abso- 
Convergenz  von  (f)  auch  die  der  Reihe  Zon.  Unter 
Voraussetzung  convergiren  nämlich  die  Reihen  (i)  und 
Vermöge  der  Relationen  (1)  schliefst  man  aus  der  Con- 
Qz  von  (i)  die  der  Reihe  Z6«  (1  —  i^«),  welche,  falls 
1  ist,  nur  positive  Glieder  enthält,  und  hieraus,  da 
i  lim  &„  =  0 

lim  {1:(1  -ihn)}  =1 

ie  von  (g).     Aus  (m)  ergiebt  sich,  dafs  neben  (k)  auch 
eihe  (h)  convergirt.     Somit  convergirt  Za«  absolut  . 
lind    unter   den   6h,   auch    complexe   Zahlen    vorhanden, 

i 

'-n  =  ttn  +ißn  1   +  O,  =  (>n   {  COS  0^   +  t  Slli  0,  )  , 

Qn  cos  0„  =  1  +  a,  Qn  sin  0,.  =  ßn 

Qn=='Vl  +  2an  +  ai  +  ßl 

Wir  dürfen  annehmen,   dafs  |  «n  |  ^  1 ,  jedoch  a„  nicht 
i  —  1  ist,  also  0«  zwischen  —  ^  »  und  +  ^  »  liegt.    Da 

0  ist  zur  unbedingten   Convergenz   der  Reihe  (f)   hin- 
!nd  und  nothwendig  die  der  Reihen 


00 


^^Qny  (n)  \2*^"'  ^^^ 


0  0 
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Setzen  wir 

wo 


*«  =  - 


SO  ist  nach  dem  Vorstehenden  zur  absoluten  Convergeiiz  von 
(n)  hinreichend  und  nothwendig  die  von  Zd«-  —  Wennlflii 
absohlt  convergirt,   so   convergiren  die  Reihen  Za«  Ißn  ab- 
solut,  somit  ^  da  bei  lim  n  =  +  cx) 

lim  On  =  lim  /S^  =  0         lim  q^  =  1 

ist,  auch  die  Reihen 

—  es  bleibt  nämlich  sowohl  der  Coefficient  von  a«,  »^*^ 
auch  der  von  ßn  für  alle  Werthe  von  n  =  0, 1,  2  . . .  ex3.0' 
lieh  —  und  daher  convergirt   auch  Zd»  absolut.     Da  feri3^^ 

I  e»  |<  I  tan  e,  I  =  I  /3n  I  :  (1  +  «0 
ist,  so  convergiren  neben  Z  |  /3„  {  auch 

Z  I  tan  6n  I     und     Z  |  6«  | . 

Setzen   wir  umgekehrt  voraus,  dafs  die  Reihen  (n)  und    C^) 
absolut  convergiren  und  bemerken,  dafs  |  sin  6«  |  <  |  6„  |    ist, 
so  ergiebt   sich  sofort  die  unbedingte  Convergenz  der  Reihe 
Z(>;,  sin  0„  d.  i.  Z/3„.     Da    nunmehr   die    zweite   der  Reihen 
(p)  und  überdies  Zd„  absolut  convergirt,   so   auch  die  erste 
der  Reihen   (p)   und  endlich    die  Reihe  Za„;    denn  der  Aus- 
druck 

(p,  +  1)  :  (2  +  a.) 

hat  bei  lim  n  =  -\-  oo  den  Grenzwerth  1,  bleibt  also  fOr  alle 
Werthe  w  =  0,  1,  2  .  .  .  endlich. 

Man  findet  demnach,  dafs  neben  (f)  auch  Zo«  absolut 
convergent  ist. 

Aus   dem   vorstehenden  Satze  folgt,  dafs   das  aus  den 

Factoren 

l+fl„       (w  =  0,1,2...) 

gebildete  unendliche  Product  im  Falle  dafs  dieReihe 
Zrt„  absolut  convergirt,  nur  dann  verschwindet,  wenn 
mindestens  einer  der  Factoren  Null  ist. 
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6.  Für  die  unbedingt  convergenten  Producte  gelten 
Folgenden  Sätze ,  Verallgemeinerungen  von  bekannten 
n  über  die  Producte  aus  einer  endlichen  Anzahl  von 
)ren.  •)  Nur  solche  unendliche  Producte  verhalten  sich 
ach  in  jeder  Hinsicht  so,  wie   es  der  Name  „Product" 

Dgt. 

1)  ,,Bildet  man  aus  den  Factoren  des  unbedingt  con- 
enten  Productes 


OD 


H 


-i(l+».).  (q) 

0 

einen  zu  übergehen,  eine  eudli«he  oder  unendliche  An- 
von  Partialproducten 


oo 


n 


.;  (!+»«)        (i»-0,  1,...),  (r) 

0 

a^^*^  auch  für  alle  Werthe  von  n  von  einem  bestimmten 

n 

^ull  sein  kann),  so  convergirt  ein  jedes  unendliche 
r  ihnen  unbedingt.  Das  aus  den  endlichen  Pro- 
ben und  den  Grenzwerthen  der  unendlichen  Pro- 
ie  in  (r) 

1  +  aW,     1  +  a<^>, ...     1  +a('»)... 

ildete  Product  convergirt  unbedingt  und  zwar 
emselben  Grenzwerthe,  wie  das  vorgelegte  Pro- 

Der  Satz  ergiebt  sich  unmittelbar  durch  Anwendung 
ß.  Satzes  in  V.  3  auf  die  unendliche  Reihe  Zl(l  +  o,). 
2)  Das  distributive  Gesetz.  Bildet  man  eine  uu- 
iche  Reihe  aus  1,  den  Gliedern 

.  fl^o  ^1  •  •  ^  •  •  •  > 

n  Producten  zu  je  zweien,  zu  dreien  ....  (z.  B. 
rch  dafs  man  die  Producte  a^  Op  a^  . . .  so  aneinander 
,  dafs  die  Summe  der  Indices  n  +  J?  +  S  +  •  •  •  nicht 
mmt),  80  ist  sie  im  Falle  dafs  Zo»  absolut  con- 
;irt,  ebenfalls  absolut  convergent  und  hat  zur 
ime  den  Grenzwerth  a  des  unbedingt  convergen- 
Productes  (q),  —  Wir  fügen  hinzu:  „Ist  aufserdem 
<  1,  80  hat  man  zufolge  der  Formeln 

ola,  Vorleiangen.    11.  16 
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al        a^ 


/(l  +  o,)  =  a,  -  -"  +  ^ (n  =  0, 1,2..)   (r*) 


3 

OD  __^       ^  OD 

m  « 


»  *  .ni—l       * 


0  10 

Beweis.     Setzt  man 

(1  +  ao).(l  +  a,) . . .  (1  +  a,)  =pn       (n  =  0, 1 ...), 

so  ist  nach  dem  6.  Satze  in  Nr.  1  neben  dem  unendlichen 
Producte  (q)  auch  die  Reihe 

1  +  «0  +  Po^i  H h  JPn-i««  H (s) 

convergent  und  zwar  hat  sie  den  nämlichen  Grenzwerth  a 
wie  dasselbe. 

Lost  man  die  Glieder  der  Reihe  (s)  auf ,  setzt  also 

Po^i  =  «1  +  «0«1 

} 

so  erhält  man  im  Falle  der  absoluten  Gonvergenz  von  I^ 
eine  absolut  convergente  Reihe.  Ersetzt  man  nämlich  in 
den  Gliedern  der  Reihe 

1  +  «0  +  «1  +  ^0«!  +  «2  +  flo^x 

die  ün  durch  ihre  absoluten  Beträge  An,  so  ist  die  Summe 
von  beliebig  vielen  der  so  entstandenen  Glieder  wicht 
gröfser  als 

(l+^o)(l  +  ^.)-..(l  +  ^*), 
wo   h   den   gröfsten  Index    bedeutet,   der  in  dieser  Summe 
überhaupt  vorkommt,    folglich  kleiner  als   die  positive  Zahl 


oo 


B  =  ^J  (1  +  An)  .  (t*) 

0 

Somit  convergirt  die  Reihe  der  absoluten  Beträge  der  Glie* 
der  in  der  Reihe  (t).  Demnach  wird,  wie  die  Glieder  von 
(t)  auch  geordnet  werden  mögen,  die  Summe  der  Reihe 
stets  a  sein. 

Ersetzt  man  ferner  die  Glieder  der  unendlichen  Reihen 
in  den  Gleichungen  (r*)  durch  ihre  absoluten  Beträge,  so 
erhält  man 
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—  0,  1  .  .  .)  An  +  ^A'n   +  iAi  +  '"=--  1(1   +  An). 

ist  aber  die  Reihe  Z/(l  +  An)  convergent,  da  das  un- 
lliche  Produet  (t*)  convergirt.  Das  Schema  (r*)  erfüllt 
nnach  die  Cauchy'sche  Bedingung,  läfst  sich  also  nach  Ver- 
ülreihen  ordnen. 

3)  ^8  seien  ^(a:),  /i  (rc)  . . .  fn(x)  . . .  endliche  oder  un- 
lliche  Reihen  nach  ganzen  positiven  Potenzen  Ton  x  mit 
m  Constanten  Gliede  1,  also 


QC 


fn{x)  =  1   +    ^m  Qn^n^af", 

1 

ä  es  seien  die  unendlichen  unter  ihnen  convergent  für  alle 
Brthe  von  Xy  deren  absoluter  Betrag  unter  der  positiven 
hl  R  liegt. 

Ferner  sei 


X 


I  =  X      I  a^„  I  =  ^„..         1  +  ^™  A...X'"  =  Fn(X) . 

1 

Qvergirt  dann  für  X  <  JB  das  Produet 


fiF.iX), 


0 

convergirt  das  Produet 

00 

0 

bedingt  —  sein  Grenzwerth  sei  f{x)  —  und  liifst  sich 
^h  Potenzen  von  x  entwickeln,  d.  h.  bildet  man  die 
ndliche  Reihe  aus  den  Gliedern 

rin  die  zweiten  Indices  mj  .  . .  m^  alle  ganzzahligen  Werthe 
L  1  bis  m  erhalten,  deren  Summe  m  ist,  während  die 
ben  Indices  n^. .  .fir  unabhängig  von  einander  alle  ganz- 
ligen  Werthe  von  Null  an  annehmen,  ohne  dafs  jedoch  zwei 
mder  gleich  werden  dürfen^  so  convergirt  sie  absolut.  Ist 
ihre    Summe,    so    convergirt    für    alle    Werthe   von  x\ 

\x\  <R 
Potenzreihe 

16* 


I 


i 
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1+2" 


OD 

1 

absolut  und  ihre  Samme  ist  f{x),^ 
Beweis.     Da 

\  fnix)  —  l   \  S  Fn{X)  -  1 

ist,   so   convergirt   das   unendliche  Product  (A)^   wenn  nur 
\  X  \  <  E  isty  und  zwar  unbedingt 

Es  sei 

f[fr  (X)  =  !>.  (X)         fjFr  (X)  =  P.  (X)  . 

1  1 

Nach    dem   6.  Satze  in  Nr.   1   convergirt  für  diese  Werthe 
von  X  dip  Reihe 

OD 

f„ix)    +  ^"Pn-lix)  [fn{x)  -    1]  (B) 

1 

und  man  hat 


OD  OC 


1  0 

Entwickelt  man  die  Glieder  der  Reihe  (B)  nach  Poten- 
zen von  X  und  ersetzt  in  den  so  entstandenen  Potenzreihen 
von  X  jedes  Glied  durch  seinen  absoluten  Betrag,  so  erhält 
man  Glieder,  die  sicher  nicht  gröfser  sind  als  die  ihnen  ent- 
sprechenden der  für  alle  Werthe  von  X,  die  kleiner  als  K 
sind,  convergenten  Reihe 


00  00 


FoiX)  +  2  Pn-iiX)  {F»(X)  -  1}  =  IjFniX). 

1  0 

Die  auf  der  linken  Seite  von  (C)  auftretende  Doppelreihe  ge- 
nügt demnach  der  Cauchy'scheu  Bedingung  (V.  3);  man 
darf  sie  daher  nach  Potenzen  von  x  ordnen,  wodurch  man 
zur  Gleichung 


f(x)    =    1    +     /;«  Chi  X 


00 

m 


1 


gelangt. 

Ein  Satz  von  gröfaerer  Tragweite  als  der  soeben  bewiesene  läfst 
sich  mit  Hilfe  des  Begriffes  der  gleichmäfsigen  Convergenz  der  oneDd- 
lichen  Product©  ableiten  3*).     „Das  (bedingt  oder   unbedingt)  conver- 
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nte   unendliche   Product    (A),  worin  jede  Function  f^{x)  innerhalb 

aes  und  desselben  Bereiches  99  endlich  sein  soll,  heifst  gleich- 
äfsig  convergent  für  alle  Werthe  von  x  in  diesem  Bereiche 
,  wenn  jeder  positiven  Zahl  e  eine  andere  ^  sich  so  zuordnen  läfst, 
Is  för  jeden  der  genannten  Werthe  von  x 

I  /•,+i(«)/'^,(a:)  •  •  •  f^(.x)  -  1  |<  *  (D) 

;,  wenn  nur  n  >  /it  ist.*' 

Für  jeden  Werth  von  x,  wofür  das  Product  (A)  convergirt,  be- 
iht,  wie  oben,  die  Grleichung  (C). 

Wenn  nun  das  unendliche  Product  (A)  gleichmäfsig 
r  die  Werthe  von  x  im  Bereiche  99  convergirt,  so  ist  das 
ich  der  Fall  hinsichtlich  der  unendlichen  Reihe  (B).  Man 
t  nämlich,  falls  kein  Factor  f^{x)  Null  ist, 

g  (4(*)  -  »)  P*-l  (^)  =  P,+r(«')  -  P,  W  =  P«  (*)  {    ~l^)-  -  »  }  • 

Giebt  es  eine  solche  positive  Zahl  y^ ,  dafs  |  /),  {x)  \  <<  y^  ist  für 

ien  Werth  von  x  in  93,  so  giebt  es  hier  auch  eine  solche  positive 
hl  A^  dafs 

\p^(x)\<A        (n-0,  1,  2...) 

Denn  bezeichnet  m  eine  natürliche  Zahl  ^  ^,  so  darf  man  für 

die  gröfste  der  Zahlen  y^,  y^Yi  •  •  •  YoYi  •  •  •  Ym-i^  Yori  •  •  •  y^(l  +  «) 
kzen.     Somit  folgt  aus  (D),  dafs  für  n  >>  |li 

n-f-r 

n-f-l 
f  w.  z.  b.  w. 

Bedeuten  f^ix)  f^{x)  -  •  -  f^ix)  .  .  .  endliche  oder  unendliche  Reihen 

ch  ganzen  Potenzen  von  x,    welche  für  alle  Werthe  von  x^   deren 

solnter  Betrag  zwischen  zwei  gegebenen  Zahlen  JR^  E  liegt,  conver- 

ren  und  convergirt  das  imendliche  Product  (A)  gleichmäfsig  für  die 

nannten  Werthe    von  x^    so  kann  man  auf  die  linke  Seite  von  (C) 

n  Weierstrafs^schen  Doppelreihensatz  in  V.  16   anwenden.    Es  lUXst 

h  also  eine  nach  ganzen  Potenzen  von  x  fortschreitende  Reihe  fin- 

n,  welche  für  alle  Werthe  von  x 

R'  <C\x\<Il 


00 


Qvergirt  und  gleich    Inl  f^(x)  ist. 

0 


6.    Bedingt  oonvergente  Froduote. 

Weun  Za«   bedingt   convergirt,    so  mufs  die  Reihe  (f), 
mn  sie  überhaupt  convergirt,  bedingt  convergiren.     Dann 
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convergirt  auch  das  Product  (q)  bedingt  und  kann  im  Falle 
dafs  die  a«  sämmtlich  reell  und  grölber  als  —  1  sind,  durch 
geeignete  Anordnung  der  Factoren  jeden  nicht -negatiren 
Grenzwerth  erlangen  und  auch  divergent  werden. 

Satz.^)  ^^Es  seien  a^  a^ . . .  o»  . . .  reelle  oder  compleie 
Zahlen,  worunter  jedoch  —  1  nicht  vorkommen  soll,  und 
es  sei 

an  -  ^ai  +  iai +  ^^^  a^'  =  ^,,«       (m>2). 

Wenn  die  unendliche  Keihe 

Am  +  Am  H h  Am  H (") 

OP 

mindestens  bedingt,  ^n  a^*    absolut    convergirt,  so 

0 

convergirt  das  unendliche  Product 

«7(1  +  o.)  w 


H 


0 

sicher  bei  der  durch  die  Indices  vorgeschriebenen 
Anordnung  der  Factoren  und  zwar  ist  sein  Grenzwerth 
von  Null  verschieden/' 

Beweis.     Das  Product  (v)  convergirt,  da  die  Reihe 

n{\  +  aj 

couvergent  ist.     Setzen  wir  nämlicb 

80  (lafs 

m  ,         m 


wt  4-  1  '    ii 


2 

m  +  1  ""    '    m  +  2  "^« 


ist,  so  bestellt,  da  bei  lim  w  =  +  oo  lim  a«  =  0  ist,  folglich 
jeder  positiven  Zahl  £  <  1  eine  positive  Zahl  ^  sich  so  zuordnen 
läfst,  dafs  für  w  >  ^  |  a«  |  <  £  ist,  fiir  m  >  ^  die  Relation 

|i?J<l  +  £+  £-H 1:(1  -  5). 

Somit  convergirt  nach  dem  3.  Satze  in  V.  3  die  Reihe 
ZaJI*  Itn    absolut,    demnach    die    Keihe    ZZ(1  +  a^)   bedingt, 

wenn  die  Reihe  (u)  bedingt  convergirt. 

Zusatz.     „Wenn  die   Reihen  Iff„,  I«J  .  .  .  Za"~*  (m  ^  2^  be- 
dingt^ Za^'  absolut  convergirt,   so  convergirt  das  UDendliche  Product 
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OD 

0 


(1+ax) 


lieber  bei  der  durch  die  Indices  Yorgeschriebcnen  Anordnung  der  Fac- 
toren  fflr  jedes  endliche  x  und  zwar  ist  bei  Ausschlufs  der  Werthe 
X  ■■  —  ^  '  ^n  ^^^  Grenzwerth  von  Null  verschieden/*  Denn  es  con- 
▼ergirt  die  Reihe  mit  dem  allgemeinen  Gliede 


\m 


fiQr  jeden  endlichen  Werth  von  x,   —    Sind  die  Zahlen  a^  sämmtlich 
reellf  so  mnfs  Za^  ,  wenn  überhaupt,  absolut  convergiren.     Der  Satz 

geht  dann  fSr  m  =»  2    o;  =  1  in  den  Cauchy 'sehen  über:  „Wenn  Za^ 

and  Za^  convergiren,  so  convergirt   das   unendliche  Product  (v)  und 

sein  Grenzwerth  ist  von  Null  verschieden/'    So  convergirt  das  Product 

(1  -  i)  (1  +  i)  (1  -■  i)  (1  +  i)  (1  -i)  .  .  . 
>>ei  dieser  Anordnung  der  Factoren;  sein  Grenzwerth  ist  ^. 

Im  Falle  dafs  die  a^  sämmtlich  reell  und  m  gleich  einer 

geraden  Zahl  2^  ist,  kann  man,  da  für  n  >  ft 

ist,  noch  behaupten,  dafs  wenn  Za||'  divergirt,  auch  die  Reihe  Za!^  li^ 

divergent  ist.     Hieraus  schliefst  man   durch  einen  Blick  auf  die  Glei- 
chung (w)  die  folgenden  Sätze  ^*): 

1)  „Convergirt  die  Reihe  (u)  und  divergirt  die  Reihe 

OD 


yial'       (Ä^l), 


0 

so  hat  das  Product  (v)  bei  der  durch  die  Indices  vorgeschriebenen 
Anordnung  der  Factoren  den  Grenzwerth  Null.  —  Das  Nämliche  gilt, 
wenn  der  Ausdruck 

bei  lim  n  «=-  >f'  ^^  endliche  Unbestimmtheitsgrenzen  hat**  Für  A:  »=»  1 
erhält  man  wieder  einen  Cauchy 'sehen  Satz,  demzufolge  das  Product 


{- .-c)  (- ^)  •  ■  ■ 


w 


bei  dieser  Anordnung  der  Factoren  zum  Grenzwerthe  Null  convergirt. 
2)  „Divergirt  die  Reihe  (u)  und  hat  sie  bei  lim  n  -f-  ^^  oo  den 
Grenzwerth   —  oo ,    so  hat   das  Product   (v)  den  Grenzwerth  Null." 
Z.  B.  das  Product 


248  VII.  Abschnitt.    Nr.  6.  7. 

welches   dieselben  Factoren   wie  (z)  aber  in  anderer  Anordnang  ent- 
hält ,  hat  ebenfalls  den  Grenzwerth  Null'*  (vgl.  X.  8.  d.  L  T.). 

3)  ,,Divergirt  die  Reihe  (u)  und  hat  sie  bei  lim  n  »>  ^  oo  den 
Grenzwerth  +  ^X>,  während  die  Reihe  (x)  convergirt,  so  hat  das  Pro- 
duct  (v)  den  Grenzwerth  4"  oo ." 

4)  „Wenn  die  Unbestimmtheitsgrenzen  des  Ansdmckes  (y)  bei 
lim  n  =  -{-  oo  von  einander  verschieden  sind  und  die  Reihe  (x)  con- 
vergirt,  80  hat  auch  das  Product  • 

n 
0 

bei  lim  n  «»  -f-  ^^  ^^^  einander  verschiedene  Unbestimmtheitsgrenzen." 

7.    Die  unendlichen  Produote  für  den  Sinns  und  CosiniiB.*') 

Nach  der  Formel  (17)  in  VI.  11  läfst  sich 

sin  (n  arc  sin  x)  y 

wenn  n  eine  ungerade  Zahl  ist,  als  ganze  Function  n*^  Gra- 
des von  X  darstellen: 

sin  n  (arc  sin  x) 

=  nx  +  Jl^^x^  +  ^Ij^x^  H f-  (—  l)i(«-i)  2''-^x\ 

Dio    linke    Seite   dieser   Gleichung   verschwindet  für  n  von 
einander  verschiedene  Werthe 

x  =  Xr=^  8iu  ''''    {*•  =  0,  +  1,  +  2  . .  .  +  i  in  -  1)1  • 

Man  kennt  somit  die  n  Wurzeln  der  rechten  Seite  und 
kann  dieselbe  daher  nach  dem  Hilfasatze  in  IV.  5  in  die  m 
linearen  Factoren  x  —  Xr  zerlegen.  Auf  diese  Art  findet 
man,  wenn  man  w  =  2/r-|-l  und  arcsina;  =  y  also  x==sinj/ 
setzt  und  y  nicht  Null  und  kein  Vielfaches  von  n  sein  läfst, 

-a?-(-')'2-/;7(.in!^-(.mV)>      « 
Vollzieht  man  hier  den  Grenzübergang  lim  y  =  0,  wobei  man 
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für  die  Sinusse  links  die  Potenzreihen  zu  setzen  hat,  so  er- 
giebt  sich  die  Formel 

n=.(-l)*2->];j(-sm(^^f))- 


Dividirt   man   (1)   durch    dieselbe    und    schreibt  statt   nij   r, 
so  folgt 


Bin 
n  sin 


'■-.-i7  '- 


n 


Rin 


sin 


X 

n 

rn 
n  J 


Denkt  man  sich  hier  x  constant  und  von  Null  verschie- 
den, und  lafst  die  ungerade  Zahl  n  ins  Unendliche  wachsen, 
so  erhält  man  zunächst  die  Formel 


Bin  X 


X 


=  lim  Pn  .  (2) 

*i=-f(X> 

Der  Ausdruck  rechts  läfst  sich  in  ein  unendliches  iVoduct 
verwandeln.  Das  beruht  hauptsächlich  auf  dem  folgenden 
Satze.     „Setzt  man 


H  >- 


w+l 


Bin 
Hin 

X 

n 

rn 
n  . 

m 


fm</,  =  ^(n-l)], 


80  läfst  sich  jeder  positiven  Zahl  s  eine  ])Ositive  Zahl  ^  so 
zuordnen,  dafs  für 

m  >  u     I  jB^"^  -  1  I  <  £ 

ist,  welchen    der  Werthe  2m  +  3  2m  +  •>  .  • 
auch  annehmen  mag/' 

Zunächst  ist,  wie  leicht  einzusehen, 


(3) 
in  inf.  n 


^:'-^\<VlV  + 


Bin 


m  +  l 


( 


'    n) 


(4) 


Da  w  >  2tw  +  1  ist,  so  kann  man  vorerst  für  m  eine  untere 
Grenze  M  so  festsetzen,  dafs  für 


m  >  Jtf     I  sin  —  I  <  ^^-^     {\x 


^) 


ist     Bekanntlich  ist 


Bin  z 
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es  mufs  also  eine  positive  Zahl  d  geben,  derart  daüs  für 

\8\<d     I  sin  ^  I  :  I  ^  I  <  2  * 

ist.     Man  darf  somit  Jf  =  X:  24  setzen.     In  II.  11  ist  ge- 
zeigt;  dafs  die  Function  sin  r :  r,   während  r  von  Null  bis 

-^  geht,  bestandig  abnimmt;  es  ist  somit 

sm  —  :  —  >  —     d.  1.     sm  —  >  — 
n      »         «  n         n 


Man  schliefst  also  aus  (4),  dafs  für  m  >  Jlf 

k 


i-Ri:^-ii<Z7|i  +  ^l  -1 

m-fl     ^  I 


(5) 


ist.     Nun  ist  zufolge  Nr.  4  das  Product 


ÄC  +  $-) 


unbedingt  convergent  und  nicht  Null;  es  hat  also  nach  dem 
2.  Satze  in  Nr.  2 


^"'  =  H(i  +  ^') 


bei   lim  n  =  +  oo   den   Grenz werth   1.     Da  aber  nach  (5) 
für  m  >  M 

ist,  so  ist  der  vorstehende  Satz  erwiesen. 
Setzt  man 


»in 

X 

sin 

rn 
n  « 

so  hat  man  bei  jedem  festen  Werthe  von  m 

m 

Wenn  mau  in  (3)  li^"*^  durch  P«  :  2^"\  £  durch  eine  kleinere 
Zahl    £'    und    entsprechend   ^  durch  ^i    ersetzt,  m  constant 
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sich  denkt  und  n  in's  Unendliche  wachsen  läfst,  so  ergiebt 
sich  mit  Rücksicht  auf  (2)  und  (6),  dafs  für 


^      ,  ,  Bin  X  ^ 

w*>|^  \---''Pm—  1 


ist.     Mau  findet  also 


<e 


,.        /sin  X         \        «       ....  sin  x 

hm  (  —  :  p,n  1=1     d.  1.  hm  p,n  =  — .- 


in  X  =  X  JJ  (l  -  J^^y  (7) 


OO 

sin  X  =  x  1 

1 

Diese  Formel  gilt  auch  für  x  =  0,  somit  für  jeden  end- 
lichen Werth  von  x  und  zwar  befindet  sich  rechts  stets  ein 
unbedingt  convergentes  Product.     Schreibt  man  aber 

8ia.:  =  z(l--:)(l+f)(l-^^)(l  +  ,^)..,   C8) 

80  convergirt  zwar  das  links  stehende  Producta  aber  nur 
l)edingt  (Nr.  6);  es  liefert  also  nicht  bei  jeder  Anordnung  der 
I'actoren  den  Grenzwerth  sin  x. 

Aus  (8)  ergiebt  sich  die  Formel 

sin  X  X  /n  —  x\  fit  +  x\  /2«  —  .tX   /2w  -f-  x\ 

mit  einem  ebenfalls  bedingt  convergeuten  Producte.     Ersetzt 
man  in  ihr  x  durch  ^n  —  x  und  y  durch  ^ity  so  folgt 


cos 


—(•-¥)('+':)(>-?.)('+«)•■• 


und,  wenn  man  je  zwei  aufeinanderfolgende  Factoren  ver- 
einigt. 

In  dieser  auch  für  jeden  end liehen  Werth  von  x  geltenden 
Formel  kommt  wieder  ein  unbedingt  eonvergentes  Pro- 
duct vor. 

Setzt  man  in  (8)  x  =»  \n,  so  ergiebt  sich  der  Wallis'sche 
Ausdruck  für  ^itx 

.  2       2       4       4       6       6 

^  133657 

Das  wahre  Wesen  solcher  Formeln  wie  (7)   und  (9)  tritt  durch 
die  folgende  Bemerkung  schon  deutlicher  hervor.    Setzt  man  z.  B.  in 
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(7)  statt  X  ^xi  and  maltiplicirt  hierauf  mit  2e^'t,  so  erhält  man  die 
für  alle  endlichen  Werthe  von  x  geltende  Formel 


OD 


c'  —  1 


"*'i7|'+jÄ.l- 


Auf  der  rechten  Seite  steht  jeder  der  Wnraeln  der  Gleichong  e*  =  1 
entsprechend  ein  Factor  1  i  «c  :  2r«t.  Werden  sie  paarweise  in  der 
angedeuteten  Weise  zusammengefafst,  so  erhält  man  das  unbedingt 
convergente  Product 


op 


17  (^  +  4Ä^)' 


das  nach  dem  2.  Satze  in  Nr.  5  unmittelbar  in  eine  beständig  con- 
vergente Potenzreihe  $(x)  verwandelt  werden  kann.    Der  Quotient 

(e*  -  1)  :  *(x) 

ist  eine  eindeutige  Function,  die  in  allen  eigentlichen  Punkten  der 
Ebene  holomorph  ist.  Er  mufs  somit  nach  dem  1.  Satze  in  V.  20  eine 
beständig  convergente  Reihe  £l(.r)  sein,  welche  für  keinen  endlichen 
Werth  von  x  verschwindet.  Die  Schwierigkeit  der  Aufgabe,  die 
Functionen  sin  x,  e"  —  1  durch  ein  unendliches  Product  darzustellen, 
besteht  in  der  Bestimmung  der  bezüglichen  ganzen  rationalen  oder 
trandce  11  deuten  Function  £l(a?).^) 


8.    Die  Eatwiokelung  der  Funotionen  oot  rr,  tan  x^  coseo  x^ 

sec  X  in  Fartialbrüche.  ^ 

Setzt  man  in  (7)  anstatt  x    x  -}-  a^  so  erhält  man 

sm  (o;  +  a)  =  (:r  +  a)  J[r£ -^,-^, 

1 

Dividirt  man  diese  Gleichung  durch  (7),  so  ergiebt  sich  die 
für  jeden  Werth  von  a  und  x  aufser 

x  =  rn      {r  =  Oy  +1,  +2  ...) 

geltende  Formel 

co8«  +  cota:8ina  =  (n- j)]7(l-^-±|-;).  (10) 

Das  Product  rechts  kann  nach  dem  3.  Satze  in  Nr.  5  in 
eine  Reihe  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  a  entwickelt 
werden.     Ist  nämlich  s  eine  solche  natürliche  Zahl;  dafs 

sn  >  \  x  \  =  X 
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ist,  so  hat  man  für 

r>s         I  r*;r"  —  x'^  \  >  r^n^  —  A'- 


2  A' A  +  A«  2  X  A^ +_A* 

worin  A  =  |  «  |  ist.     Daraus  folgt  unmittelbar^  dafs  die  un- 
endliche lieihe 

>^T    2A'A  +  A' 


r-ii^  —  x^ 


convergirt. 

Entwickelt  man  nun  in  (10)  die  linke  und  rechte  Seite 
nach  Potenzen  von  a  und  setzt  die  (Joefticieuten  von  n  auf 
beiden  Seiten  einander  gleich,  so  erhalt  man  die  für  jeden 
Werth  von  x  aufser  x  =  rTt  giltige  Formel 

cot  a;  =  I  -  2  ^r,f-^  ^,  •  (11) 

1 

cot  X  ist  eine  eindeutige  Function  von  x^  welche  in  allen 
eigentlichen  Punkten  aufser  x  =  nn,  wo  ii  jede  ganze  Zahl 
sein  kann,  holomorph  ist.  In  der  Umgebung  von  o; «» 0 
hat  man  nach  der  Formel  (17)  u. 

1  2 

cot  a:  = 2B^x ^  ^2^^ '  * 

Daraus    lolgt    vermöge    der    Kclation    cot  x  =  cot  (.r  —  nn) 
ffir  alle  Wert  he  von  x,  wofür  |  x  —  vn  \  klein  genug  ist, 

1  2 

cot  X  =»  ; 22^1  (x  —  fiTc)  —  —  B^{x  —  n%y  —  •  •  • 

Da  nun ' 

2x  1.1 


.-.  +  :7 


r*w*  —  05*        X  —  rn    *    X  -\'  rn 

ist,  sodafs  in  (11)  die  Glieder  mit  negativen  Exponenten  in 
der  Entwicklung  der  cot  x  in  der  Umgebung  eines  jeden 
ihrer  Pole  erscheinen,  so  bezeichnet  man  die  Formel  (11) 
als  die  Zerlegung  von  coto;  in  Partialbrüche.  Bringt 
man  (11)  in  die  Form 

cota;  =  ~+  >7( — ? (-_J._j  (12) 

X     '    j^    \x  —  rn    '    x  +  rnj'  ^      * 

läfst   die  Klammem  weg  und  setzt  statt  x    \ti  —  rr,  so  er- 
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hält  man  die   Zerlegung   von    tan  x  in   PartialbrOche 
d.  i.  die  Formel 

,  2  2  2  2 

tan  X  =  - 


2a:  —  «         "Ix  -\-  n         2x  —  3«         2x  +  3ä 

welche   für   alle   Werthe    von   x   aufser  den   von  der  Form 
a:  =  ^(2r—  1)ä  gilt. 

Die  Reihen  in  (11)  (13)  (15)  (16)  haben  die  Eigenthfimlichkeü, 
dafs  wenn  eine  positive  Zahl  G  beliebig  vorgelegt  wird,  sie  för  alle 
Werthe  von  x^  deren  absoluter  Betrag  G  nicht  übersteigt,  mit  Am- 
nähme  der  Pole  der  bez.  Function  absolut  and  gleichmäfsig  conver- 
giren  (s.  u.)  Wir  schliefsen  daraus,  dafs  z.  B.  die  Reihe  auf  der 
rechten  Seite  von  (11)  von  cot  x  sich  nur  um  eine  beständig  conyer- 
gente  Potenzreihe  von  x  unterscheiden  kann.  Unsere  UnterBuchong 
zeigt,  dafs  die  letztere  Reihe  identisch  gleich  Null  ist. 

Mittelst  der  Formel 

cot  ^x  -{-  tan  ^x  =  —, —  (14) 

findet   man    aus   (12)  und  (13)   die  för  alle   Werthe  von  x 
aiifber  a;  =  r^  geltende  Gleichung 


sin  j:         X  x  —  n        x  -{-  n    ^    x  —  2n     *     :r  -\-  2% 

^  'x  '^  ^  ("~   ^)'^""'  r^^-^x*' 
1 

Setzt  man  hier  statt  x    \n  —  a:,  so  folgt 

1       _  2  . 2  2 

(08  ;r  2,v  —  TT    '    2a:  +  ^         2a:  —  3» 

2  2  

2x  -f-  3«        ix    -    5«    ' 


(16) 


9.    Die  Fotenzreihen  für  die  Fnnotionen  x  eotor, 

tan  x^  ooseo  rr. 

Wir    sind   nunmehr   im   Stande,   die  Entwickelung  der 
Function   x  cot  x    in  eine  Reihe  nach   Potenzen  von  x  auf 
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zwei  Wegen  herzustellen.     Zunächst  zeigt  uns  die  Definition 

der  Function 

X  cot  rc  =  a;  sin  o; :  cos  x 

nach  V.  19^  dafs  sie  eine  Reihe  nach  ganzen  positiven 
Potenzen  von  x  liefert,  deren  Convergenzkreis  den  Radius  n 
hat.  Da  x  cot  x  =  ( —  x)  cot  ( —  x)  ist,  so  kommen  in  der 
Reihe  nur  die  Potenzen  mit  geraden  Exponenten  vor.  Um 
die  Coefficienten  derselben  zu  ermitteln,  geht  man  besser 
von  der  Function  ^a;cot^a;  aus.     Es  sei  also 

^  a:  cot  ^  a;  =  \  +  *i  ^  +  K^  +  •  •  *  +  hx^*  H 

Da 

cot  itX  =  %  — —  — r—  =  i  —  .     -       ==  i    -f- 


^a;  (cot  ^a?  —  t)  (c**  —  1)  ==  a;i, 
also  für  I  a?  I  <  ;r 

<to- 4a;» +  i,a;«  +  Ä;,a^ +  ...){! +15' +  ^+-)=l 

ist^  80  erhalten  wir  zunächst  A;^  =  1  und  damit,  indem  wir 
die  Coefficienten  von  a;**  und  a:*"+^  links  gleich  Null  setzen, 
fOr  die  hn  die  Gleichungen 

(«=1,2.-.) 

1 

Sie  stimmen  überein  mit  dem  Systeme  (7)  von  Recursions- 
gleichungen  in  IV.  12.  Wir  finden  demnach  für  die  in  den 
letzteren  vorkommenden  Unbekannten  dr 

d«,  =  0         (?2*-i  =  (-  1)*  h  2s! 
Und  umgekehrt 

*'=  2Vl  —  =-2«!'      (6^=1,2...) 

wo  J3|,  jBj  . . .  wie  bisher  die  BemouUi'schen  Zahlen  bedeuten. 
Demnach   ergiebt   sich  für  alle  Werthe  von  a:,   wofür 
I  a;  I  <  ff  ist,  die  Entwickelung 
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a;  cot  x  =  1  ~  ^*  — -  a:2\  (ijj 

1 

Die  nämliche  Potenzreihe  erlangen  wir  aus  (11),  indem 

wir  in  der  Reihe  rechts 


:«-,2  _  ,r«        r«««     «"  r*«*  +  •  '  *  +  ;.«*_»*  H  V        1>---) 


setzen^  was  für  {  o:  |  <  ;r  angeht,  und  die  Doppelreihe  nach 
Potenzen  von  x  ordnen.^  Das  ist  zulässig,  indem  die  Reihe 
in  (11)  gleichmäfsig  convergirt  für  alle  Werthe  von  a;,  deren 
absoluter  Betrag  irgend  eine  positive  Zahl  C  nicht  über- 
steigt, mit  Ausnahme  der  Pole  von  cot  x.  Man  hat  Dämlich, 
wenn  nur  n  so  gewählt  ist,  dafs  hä  +  ä  >  C  ist, 


-|-  CO 

»  +  1 


r*w*  —  x^ 


4"*  +• 

»4-1  ii-fi 


Ist  wie  in  VI.  12  für  w  ^  2 

1     ^ 
80  folgt  demnach  für  |  a;  |  <  ä 

j:cota:=     l  —  ^1  -^^  S^sX*',  (18) 

Durch  Vergleichung  der  hier  erscheinenden  Coefficienten  mit 
denen  in  (17)  gelangen  wir  zur  Formel 

Somit  ist  S^gijc^'  eine  rationale  Zahl;  wir  finden 

Sis  =  ~' Yir^^^'   d.  i.   52  =  -^     S4  =  ^  u.  s.  w. 

Es  ist  aus  (18)  ersichtlich,  dafs  die  Glieder  der  x  cot  x- 
Reihe  für  die  Werthe  von  x,  deren  absoluter  Betrag  n  ist, 
dem  absoluten  Betrage  nach  zwischen  2  und  2S^  liegen. 
Daraus  erkennt  man  zunächst  wieder,  dafs  die  genannte 
Reihe  für  alle  Werthe  von  x,  deren  absoluter  Betrag  kleiner 
als  jc  ist,  convergirt  (V.  7),  und  ferner,  dafs  sie  schon  ffir 
alle  Werthe  des  absoluten  Betrages  jc  divergirt. 


i 
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Mittelst  der  Formel 

cot  ^x  —  tan  ^x  =  2  cota; 
d.  i. 

tan  X  =  cot  X  —  2  cot  2x 

ergiebt  sich  aus  (17)  die  Potenzreihe  für  die  Tangente 

tan  a:  =  ^  ^^'-g^'F"^^  ^sX^"'  -  (20) 

Aus  (17)  und  (20)  folgt  mit  Hilfe  von  (14)  die  Cosecanten- 
reihe 

cosec  x=l+^.^ "~^-  >^-  B.3^' .  (21) 

1 

Der    Convergenzkreis    der    Potenzreihe    (20)    hat    den 

MRT 

Radius  ^  f   ^^^  ^^"  (21)  den  Radius  n^   wie  man  mittelst 

der  Formel  (19)  auch  aus  den  Coefficienten  derselben  er- 
kennt Auf  diesem  Wege  findet  man  ferner,  dafs  jede  in 
allen  Punkten  ihres  Convergenzkreises  divergirt. 

10.    BinigeB  über  die  Bemonlli'schen  Zahlen. 

Aus  der  Formel  (19)  lassen  sich  zwei  Eigenschaften 
dieser  Zahlen  entnehmen.  1)  Die  Bernoulli'schcn  Zahlen 
JBs  sind  positiv.  2)  Sie  wachsen  vom  Werthe  s  =  3 
an  mit  dem  Index  s  beständig  und  ins  Unendliche. 
Nach  (19)  ist  nämlich 

-57=      -2.«-  ^^7-  (22) 

Nun  ist  vermöge  der  in  VI.  12  bewiesenen  Ungleichung 

0<Sn  —  1<1:2'— « 

lim  An  =  1, 
»==+00 
also 

lim  -^±-^  =  +  00, 

woraus  der  zweite  Satz  nach  X.  4.  d.  I.  T.  sofort  folgt 
Nur  ist  noch  zu  bestimmen,  von  welchem  Werthe  von  s  an 
die  Bt  wachsen.    Da 

Sis+i  >  1       Sit  ^  S,  =  —  Ä* 

Stols,  VorlMungeii.    II.  17 
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ist,  80  ergiebt  sich  aus  (22)  für  5^4 

B^,  :B.>3(2s+  1)  {s+V):n'>  1. 
Aus  den  Werthen 

7?  *  7?  TJ  T>     * 

Si=-Q        ^2  =  35      ^3  =  42       ^4  =  30 

entnimmt  man  noch,  dafs  zwar  £|  >  £,  >  j^s,  jedoch  schon 
jBj  <  B^  ist. 

Mit  Hilfe  der  Gleichung  (20)  gelangt  man  zu  einer 
weiteren  Eigenschaft  der  Zahlen  B», 

3.  Die  positiven  Zahlen 

1  2*'-H2^  -  1)  ^*  =  ^o    (5=1,2...), 

welche  Tangentencoefficienten  heifsen,  sind  ganz 
und  wachsen  mit  dem  Index  s  beständig.  —  Mit  Be- 
nutzung der  Coefficienten  T«  nimmt  die  Formel  (20)  die 
Gestalt 

tan  a:  "=  ^  ^r — *—rr:  a?*~^ 

^j    (28  —  1)1 

an.  Multiplicirt  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  mit  der 
Reihe 

cos  a;  =  1  -  -gy  +  -^-y , 

so  mufs  links  die  Sinusreihe  erscheinen.  Vergleicht  man  die 
Coefficienten  von  o?^^  auf  beiden  Seiten  der  so  erhaltenen 
Gleichung,  so  findet  man  die  Relation 

(-  i).-i  =  j;  _  f  *  -  ^)  r._,  +  (2»  ~  >^s  -  •  •  • 

woraus  erhellt,  dafs  neben  T^  =  1  auch  T^^  T^,,,Tt*' 
ganze  Zahlen  sind.     Mau  hat 

Tg  =  2     Ts  =  16     2;  =  272     T^  =  7936  u.  s.  w. 

Stern  hat  gezeigt^),  dafs  von  T^  an  die  Tangenten- 
coefficienten  abwechselnd  mit  den  Ziffern  2  oder  6  schliefeen. 

4)  Setzt  man  in  der  Potenzreihe  für  ^  x  cot  ^  o;  in  Nr.  9  anstatt 
X  ^=  —  yiy  80  erhält  man  die  Entwickelung 


e» 
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Die    Euler'sclien    Zahlen    schliefseu    abwechselnd    mit   den 
Ziffern  1  und  ö.^^) 

Die  Reihenentwiekelung 

8eca;  =  l  +  2^^     (kl<i«)  ^23) 

1 

läfst  sich  auch  aus  der  Partialbruchentwickelung  der  Secante 
ableiten.     Setzt  man  in  (16) 

(2r  —  1)  w  1  ,         .  2*a;« 


(2r  —  1)»  «•  -  43-*         (2r  —  1)  n     '     (2r  —  1)»  sr» 

so  darf  man  die  Doppelreihe  nach  Potenzen  von  x  ordnen, 
wenn  nur  {  x  \  kleiner  als  \  n  angenommen  wird.  Durdi 
Vergleichung  der  Coefficienten  der  so  erhaltenen  Potenzreihe 
fUr  sec  X  mit  denen  in  (23)  ergeben  sich  die  Formeln 


n  ^^     2r  —  1 

1 


wovon  die  erste  schon  in  VI.  7  bemerkt  ist.  Sie  dienen 
einerseits  zur  Berechnung  der  Summen  der  Reihen 

s;_i  =  1  —  -^-j  +  -^^ ,     (5^1), 

andererseits  zum  Beweise  des  Satzes,  dafs  die  Euler'schen 
Zahlen  positiv  sind  und  mit  dem  Index  beständig 
wachsen.  Das  letztere  folgt  unmittelbar  durch  Betrachtung 
des  Quotienten  E,-|-i  :  E,,  indem  /S'2#+i  mit  5  beständig  wächst 
zufolge  der  Ungleichungen 

Da  die  Glieder 

4 

zwischen   1    und        liegen,   so   erkennt  man,   dafs  der  Con- 
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Tergeozkreis  der  Reihe  (23)  in  der  That  den  Radius  ^tc  hat 
und  dafs  sie  in  allen  Punkten  desselben  divergirt. 

12.    Die  Potenzreihen  für  l  sin  x  und  l  cob  x.  ^^) 

Mit  Hilfe  des   zweiten  Satzes  in  Nr.  5  leitet   man  aus 
(8)  und  (9)  unmittelbar  die  Formeln 

,  /Bin  x\  ^1  1   o     /a;\*« 


ab;  worin 


icüsx ^T-^'^Cv) 


s."  =  i  +  34.  +  ,4.+ 


ist.  Die  erstere  gilt  sicher  fiir  alle  Werthe  von  x,  deren 
absoluter  Betrag  kleiner  als  n,  die  letztere  fttr  solche^  deren 
l}etrag  kleiner  als  ^n  ist.  Die  Coefficieuteu  in  den  beiden 
Reihen  sind  rationale  Zahlen.    Zufolge  (19)  hat  man  zunächst 


'  (•'")  --2 


00      084—1 


2**-'B 


28\  8 


'-  x^\  (25) 


Zerlegt  man  S^  in  die  Summe  der  Glieder  mit  ungeradem 
und  die  der  Glieder  mit  geradem  Nenner,  so  findet  man 


S%9    +  -^  Sia  =  S2» 


2*'  —  1  (2**  —  1)  B  T 

2**  2«!  2  2^'+\2iJ-l)!  ^      ^ 

Damit  ergiebt  sich  die  Formel 

Ä  (2*^-  i)2**-^i?,  ^  r 

'-2?  ir^---^--^W^^^■  (27) 


Icos  X 


Durch  Sobtraction   von  (25)   und  (27)  erhält   man   die  Ent- 
wickelong 

Die  Reihen  (25),  (27),   (28)    sind   nach  Multiplication    mit 
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dem  Modulus  der   gemeinen  Logarithmen  geeignet  zur  Be- 
rechnung von 

log  sin  X    Tind     log  cos  x , 
sowie  der  Hilfszahlen 

S  =  log +  log  arc  1" 

r^log^^  +  logarcl", 

welche  in  neueren  Tafelwerken  für  kleine  Werthe  von  x  auf- 
geführt werden. 

Da  S^^:  8  bei  wacluiendein  8  beständig  and  ins  Unendliche  ab- 
nimmt, 80  convergirt  die  Potenzreihe  (25)  nach  dem  Corollar  zom 
3.  Satze  in  V.  4  für  alle  Werthe  von  x  vom  absoluten  Betrage  *  mit 
Ausschiufa  der  Werthe  a;  =  Jh  «.  Für  die  genannten  Werthe  besteht 
also  auch  die  Gleichung  (26).  Auf  ähnliche  Weise  zeigt  man,  dais  die 
Formel    (27)   auch    gilt   für   alle    Werthe  x  vom    absoluten  Betrage 

aufuer  x  =^  ±  \n.     Daraus  folgt  dann  von  selbst  das  Nämliche  be- 
z 

züglich  dor  Formel  (28). 

13.    Die  Functionen  cot  x,  tan  rr,  cosec  x,  sec  x  gestatten 
zufolge  des  3.  Satzes  in  V.  20  auch  Entwickelungeu  nach 
ganzen  positiven  und  negativen  Potenzen  vonx.    Das 
kann  man  mit  Hilfe   ihrer  Partialbruchentwickelungen  leicht 
einsehen. 

Betrachten  wir  z.  B.  tau  x  für  die  Werthe  von  x, 
deren  absoluter  Hetrag  zwischen  \7t  und  ^7t  liegt. 
Setzt    man   in   (13) 

sx        2  "^^         n^' 


0     2- 


*      ^J»  +  l    ^2»  — 1 


(2/ 


so  darf  man  die  Reihe  (13)  wegen  ihrer  gleichmäfsigen  Con- 
vergenz  für  alle  die  genannten  Werthe  von  x  nach  Potenzeu 
von  X  ordnen  (V.  IG).     Somit  ergiebt  sich,  wenn 

\x<\x\  <^n 
ist,  die  Gleichung 
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Mit  Hilfe  der  Formel  (26)  findet  man  für  den  Coefficienten 
des  allgemeinen  Gliedes  im  zweiten  Theile 


n^'    ^  (2r-l)«*        (28-1)1  „a* 

Die  vieldeutigen  Functionen  log  sin  o;,  log  cos  o;  lassen 
sich  mit  Hilfe  der  Formeln  (7)  und  (9)  in  ähnlicher  Weise 
entwickeln,  es  tritt  aber  zu  den  ganzen  Potenzen  von  x 
noch  ein  Glied  mit  log  x. 


yill.  Abschnitt. 
Die  Kettenbrftche. 

1.  Ein  Ausdruck  von  der  Form 


^  +  "*      V  (1) 


&,+ 


h  + 


«m 


m 


heifst  ein   Kettenbruch,  a^  02  . . .  a„i  seine  Theilzähler, 
6i  &2  . . .  &m  seine  Tlieilnenner.     Die  Brüche  i^  j  ^  "  '  £ 

heifsen  der  Reihe  nach   das  erste,   zweite  . . .  m^  Glied  des 
Ketteubruches  (1).     Er  wird  auch  mit 

b<»zuichiiet,  wo  die  über  das  Zeichen  +  (oder  — )  gesetzten 
Pui'.kte  andeuten,  dafs  das  Folgende  zu  dem  jedesmal  vor- 
hergelienden  Neuner  geliört.  Die  a«  6«  sind  beb'ebige  reelle 
oder  complexe  Zahlen,  nur  soll  keiner  der  Theilzähler 
Null  sein  und  es  dürfen  den  Theilzählern  und  Theil- 
nennern  keine  solchen  Werthe  beigelegt  werden, 
dafs  der  Ausdruck  (1)  unmöglich  ist.  Um  zu  ermitr 
teln,  ob  der  Ausdruck  einen  Sinn  hat,  sucht  mau  ihn  in 
einen  gewöhnlichen  Quotienten  zu  verwandeln.  Man  hat, 
wenn  bm  nicht  Null  ist, 

<*«.         ft.«    1  &«.  -h  <*«. 
6».-i  +  ^-=    ^- , 

ferner,  wenn  hm—i  h,n  +  a«  nicht  Null  ist, 
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^'"-*  +  K^,  +  6,,  _  -  -  ^^^-^^  ^^-^^^ 

u.  s.  f.     Mau  wandelt  die  Brüche 

F..„,  =  ft.  +  J^+■■-±*  +  •••  +  ^     (»»-l^«>0)    ^2) 

nach  einander  rein  formell  um  d.  b.  man  beschränkt  sich  auf 
die  Anwendung  der  Regeln 

c  c  c         b 

und  unterläfst^  einen  der  dabei  auftretenden  Brüche  dadurch 
umzugestalten^  dafs  man  Zahler  und  Nenner  mit  derselben 
Zahl  dividirt  oder  multiplicirt.  Die  auf  diese  Weise  zu  Stande 
gebrachten  Zähler  und  Nenner  von  F„,  „,  seien  mit  Zn^m 
Nn^m  bezeichnet.  Es  ist  aus  dem  Vorstehenden  ersichtlich, 
dafs  der  Kettenbruch  (2)  oder  Fn,,«  dann  und  nur  dann 
eine  Bedeutung  hat,  wenn  keiner  *der  Ausdrücke  &,„, 
Zm-i,m,  Zm-^i^m-  •  •  ^ii-fi,m  verschwiudet  —  und  der  Ket- 
tenbruch (1)  oder  Fo,,«  insbesondere  dann  und  nur 
dann,  wenn  6^,  Z„t-~i,m,...  Zi^m  von  Null  verschieden 
sind. 

Aus  der  Gleichung 

F«,,„  =  K+  a„+,  :  ^'^'       (n  <  m  -  2) 
ergeben  sich  demnach  die  Formeln 

woraus  man  schliefst 

Zn,  m  =  6/t  Zn^i^m  +  «n-f-l  Zn^i,,,,  .  (4) 

Führt  man  noch  die  Bezeichnungen 

Zm-^-l.m  =   1        Nm-^-l.in  =  0 

ein,  so  gelten  die  Formeln  (3)  auch  f ür  n  =  we  —  1  und  m, 
(4)  aucli  für  n  «=  m  —  2  und  m  —  1 . 
Man  findet  in  der  That 

iVm— 2,  m  =  Z,n—l^  m  =  ö,«—!  f^i;,  -|-  a„, 

Nin—9/it  =  Zm—'ä^  m  =  6«»— 8  61/»— 1  ^^i/i  -|-  &/«— 2  ötm  -f-  «w— 1  ^iw     ip) 
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Die  Forme)  (4)  dient  dann  zur  recurrirendeu  Entwicke- 
lung  von  2,,  m  fßr  n'^m  —  3.  Durch  den  SchluTe  von  » 
auf  M  +  1  wird  man  leicht  finden,  daXs  in  Zn,m  das  Glied 
b„  K^i  ■ .  .h,„  vorkommt,  während  alle  Übrigen  mindesteDS 
einen  Theilzahler  als  Factor  enthalten.  —  Durch  die  bdccm- 
sive  Berechnung  der  Zahlen  Z™_i,„,,  Z^-», „,..  .Z,,«  erfahrt 
man,  ob  der  Ausdruck  (l)  möglich  ist  und  gelangt,  falh  dem 
in  der  That  ao  iat,  auf  die  kürzeste  Weise  zur  KcnntnifB 
seiuea  VVerthes.  Die  folgenden  Untersuchungen  haben  hin- 
sichtlich der  endlichen  Kettenbrilche  zunächst  nur  den  Zwed, 
Zahlen  zu  gewinnen,  welche  ihren  Werthen  auf  leicht  m 
beurtheilende  Weise  sich  nähern. 

Manchmal  gebraucht  man  anstatt  Z^^^  iV«, ,„  die  Zäbler 
und  Nenner  Z'«,^  ^'nm,  welche  sich  bei  reiu  formeller  Um- 
wandlung der  Brliche 


ergehen.     Da 


-+, 


(m^«;>l)        (Ü) 


,  so  hat  man 

n  fügt  hinzu 

X+.,  „,  =  0      N'^^x,  m  =  l      £>.+!.  .- 
2.   Aus  der  Grundformel  (4)  lal'st  sich 


-0. 

e  Relation  ab- 


leiten, Ternutt«Iat  welcher  .Z„,,„  aus  Xn.m—»  xniA  Z^,a—i  berech- 
net werden  kann,  so  daXs  man  bei  Verwandlung  der  Ketten- 
hrüche  (2)  in  gewöhnliche  Quotienten  auch  von  links  nach 
rechts  fortschreiten  kann.  Ein  Blick  auf  die  Formeln 
(4)  und  (5)  zeigt,  dafs  if,,  „,  fiilla  h  ^  tn  ist ,  eine  homogene 
lineare  Function  von  a„  b„,  sein  mufs,  deren  Coefficlenten  gaiite 
Functionen  der  Theilzahler  und  Theilnenner  a,6.,  0.^.1  &,. 
«,„_,  h„,-i  aind.     Setzt  man 

und  führt  diese  Bezeichnung  in  (4)  durch,  so  folgt 
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Bei  der  Willkürlichkeit  von  a„»  6,«  schliefst  man  nach 
dem  4.  Satze  in  lY.  5,  dafs 

-B«,wi  =  in  ^n-f  1,1/4  +  «n+l^n+S,!» 

ist.     Diese  Gleichungen  sind   beide  von  derselben  Form  wie 

(4).     Daraus  folgt,  dafs   wenn  für  einen  bestimmten  Werth 

von  n 

A        y  n        y 

ist,  diese  Gleichungen  für  jeden  Werth  von  n  bestehen.    Es 
ist  aber  nach  (5) 

fi  7,         y  M    / 

-«-'m — 1,  m  —  ^m — 1  —  •^wi — 1,  w — 1  • 

Demnach  ergiebt  sich  für  n  <  m  die  Formel 
welcher,  da  Zn^i^m  =  Nn,m  ist,  die  folgende 

Nn,  m  =  a,n  Ny^  „i-jj  +  ^m  Nn,rn-l  (I  b) 

an    die   Seite   tritt.     Mittelst   derselben   kann    man   aus   den 
Werthen 

nacheinander 

berechnen. 

Führt  man  die  Bezeichnungen 

0^  Vo^p  =  Fp     Zo,j,  =  Zp     JVo,p  =  N,       {p  =  1,  2  . . .  m) 

Ko,o=Ko  =  6,     Zo^o^Z,  =  ho    N,^o  =  N,=  l  (8) 

und  Zo.  _i  =  Z-i  =  1     iVo,-i  =  2V_i  =  0 

ein  und  setzt  in  (la)  und    (Ib)  n  =  0  und  p  an  die  Stelle 
von  tn,  so  ergeben  sich  daraus  die  Formeln 

Zp  =  GpZp^i  +  bpZp-i      Np  =  apNp-2  +  bp  Np^i ,     (II) 

welche    zur   recurrenten    Bildung    von   Zp   und  Np   dienen.^) 
Man  findet  nacheinander 

^1  =  «1  +  Kh  ^1  =  h 

Zg  =  \a^  +  «1&2  +  hh^i         -Na  =  flg  +  6i6, 
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Man  bezeichuet  diejenigen  unter  den  BrOchen 

Z^  Z^  ^m-l 

die  einen  Sinn  haben  d.  h.  deren  Nenner  nicht  Null 
isty  als  Näherungsbrüche  des  Eettenbruches  (1),  des- 
sen Werth  Zm :  Nm  ist^  wobei  der  Kettenbruch  als  möglich 
angenommen  ist.  In  gewissen  Fällen  nämlich  nähern  sich 
diese  Brüche  dem  Werthe  Zm  :  Nm  mit  wachsendem  Index 
beständig. 

Pie  Formeln  (I)  and  (II)  können  auch  durch  den  SchlolB  Ton  n 
auf  n  -{-  i  bezw.  von  p  auf  p  -}-  1  bewiesen  werden. 

3.   Verallgemeinerung  der  Formeln  (I)  und  (ü). 
Schreibt  man  in  (la)  statt  m  p  und  setzt 

Zn,p—1  =  flp-1  Zn^p^z  +  6j^— 1  Zn^p—i  , 

80  ergiebt  sich  gemäfs  der  Formeln  (5) 

Zn,p  =  (Ip—l  hp  Zn,p-~Z  +  (flp  +  6p— 1  hp)  Zn^p^i 
=  ttp^i  Np—i^  p  Zn^  p—s  +  ^p—h  P  ^».  J»— 2  • 

Ersetzt  man  hier  -Zi,^p— a  durch  ap^%Zn,p-A  +  V-2  ^*^f^^ 
so  folgt 

Zn,  p  =^  (Ip—'i  Np—*t^  p  Zn^  p — 1  -|-  Zp—2^  p  Zn^  ^—3 

u.  s.  f.     Man  schliefst  daraus,  dafs,  wenn 

71+  l<;_k^p 
ist, 

Zn,p=^a,  JV,, p  Zn, k-2  +  Z,^ p  Z«, ^,  (lila)  ^ 

sein  mufs.     Nimmt  man  diese  Formel  als  richtig  au  und  setzt 

Zn,  k—l   =  Cfk—1  Zn^  jt—a  -f-  hk—l  Zn^  *_2  ; 

so  findet  man  mit  Hilfe  der  Formeln  (3)  sofort,  dafs  in 
der  That 

ist.     Auf  ähnliche  Art  wird  aus  (Ib)  die  Gleichung 

.      Nn,p  =  a,  N,^pyn,k-2  +  Zk,p  iV«.  *^i  (111b) 

abgeleitet.  Unter  der  Voraussetzung,  dafs  keiner  der  Aus- 
drücke Zk^p  Zk-^i^p . . .  /^«+i,p  Null  ist,  erweisen  sich  die  For- 
meln  (III)    unmittelbar   als  Ergebnifs    der  Anwendung  der 


(IV) 
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Regeln  (II)  auf  den  Kettenbruch 

Für  n  =  0  erhält  man  aus  (III)  die  Formeln 

Zp  =  0,k^k,p  Zk—i  +  Zk^pZt—i 

Np  =  ükNk^pNk^i  +  Zt^pNk-i, 
die,  falls  i;=j)  ist,  in  (II)  übergehen. 

4.  Die  Formeln  (I)  und  (II)  leisten  zunächst  nur  die 
recurrente  Entwickelung  gewisser  ganzer,  in  jedem  Paare  a« 
hn  linearen  Functionen  der  Theilzähler  und  Theilnenner  des 
Kettenbruches  (1),  die  identisch  den  Relationen  (IIIj  bezw. 
(IV)  genügen.  Wenn  man  auch  für  iV,„  einen  von  Null  ver- 
schiedenen Werth  erhält,  so  ist  damit  noch  nicht  erwiesen, 
dafs  der  Ausdruck  (1)  möglich  ist. 

Der  Kettenbruch 

*o+  ?  +  l^  +  ---  +  ?    d^S^*»)  (9) 


&,    ■     6,    '  "6, 


p 


hat  nach  Nr.  1  dann  und  nur  dann  einen  Sinn,  wenn  keine 
der  Zahlen 

Q>p  =)  Zp^p  Zp-^i^p  . . .  Zi^p 

Null  ist.  Ist  Zi^p  =  Np^=Of  so  ist  er  ebensowenig  mög- 
lich, als  der  Bruch  Zp  :  Np.  Wenn  Zk^p{2  f^Jc  <  p)  die  erste 
verschwindende  Zahl  in  der  vorstehenden  Reihe  ist,  so  be- 
merke man,  dafs  nach  (IV) 

Zp  =  ttkNk^p  Zk-%        Np  =  QkNk^p  Nt-i 

ist  Wenn  nun  Nk—2  nicht  Null  ist,  so  hat  demnach  der 
Bruch  Zp  :  Np  einen  Sinn ,  während  der  Ausdruck  (9)  un- 
möglich ist.     Und  zwar  ist 

Np  JV-^s' 
Ist  Nk-i  =  0,  so  ist  auch  Np  =  0.  Wir  gelangen  somit 
zum  Schlüsse:  Wenn  der  Ausdruck  (9),  welcher  auch 
den  Kettenbruch  (1)  umfafst,  sinnlos  ist,  so  mufs 
entweder  die  durch  die  Gleichungen  (11)  gefundene 
Zahl  ^=3  0  sein  oder  wenn  Np  nicht  Null  ist,  so 
mufs  der  Bruch  /p  :  Np  einem  seiner  Vorgänger,  der 
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jedoch,  wie  auch  (VI)  zeigen  wird,  nicht  der  unmit- 
telbare Zp—x :  ^p_i  sein  kann,  gleich  sein.  —  Aehnliches 
gilt  auch  von  den  Ausdrücken  Zn,p  N^^p  gegenüber  dem 
Kettenbruche  (2). 

Beispiele  von  Eettenbrüchen,  aus  welchen  durch  Weg- 
lassung einiger  Schlufsglieder  unmögliche  Kettenbruche 
von  der  Form  (9)  entstehen,  während  die  ihnen  entspre- 
chenden  N    nicht  Null  sind,  die  bezüglichen  Z   :  N   also 

einen  endlichen  Werth  haben.     1)  Wie  bereits  erwähnt,  ist,  &ll8 
6^  «-  0  und  a^ ,  N^_,^  von  Null  verschieden  sind ,  der  Bruch  (1)  ud- 

möglich,  während  zufolge  der  aus  (II)  abgeleiteten  Formeln 

^...    =    «...    '^«.       4  •^.«    =    O«.    N^       9 

m  tn      m— z  tn  m       ro— « j 


m  m — X 

ist.  —  Ist  in  (1) 

6.  nicht  Null^  so  ist  der  Eettenbruch  (9)  für 

pe=n-t-l,  n  -{-  2  .  ,  ,  n  -j-  r 
sinnlos.    Man  hat  jetzt  nach  (II),  wenn  man  p  ■>  n  -f-  ^  setzt, 

N^^s  -  «n-H  -^«4-*-«        («  -  1,  2  .  ,  .  r) , 
somit,  wenn  21  —  1  bezw.  21  r  nicht  übersteigt, 

■^„+2/— 1  '^  ^n-\-l  ^n+S  •  •  •  %-{-il—l  ^n—1 
^H'\-2  l  ™  ^n+2   ^n-\-4  '  '  '  ^n-f  2  l  ^n 
■^n4-2  l  ™  ^«+2   ^n+4  "  *      ^n-{-2  l    ^u  ' 

Sind   N     ,  und  N    nicht  Null,  so  ist  demnach 

2)  Verkürzt  man  den  Kettenbruch 

_L  ^  £!i«  ^  ^t£l  ^  .  .  .  ^  Sri  _1"?  _:_  P. 
Ci         c,  Ca  *  '  *  c^  q* 

worin  die  Zahlen  c,  c,  .  .  .  c^^ ,  |)  g  von  Null  verschieden  sind,  so  er- 
hält man  die  sinnlosen  Ausdrücke 


(») 
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c,c^ 


CiC^ 


-   -       {2<r  <m). 


1^ 

Cj  Vj  Vg  w^ 

ist  nämlich  hier  Z^_^  ^  »  0.    Dabei  hat  man,  solange  die  Indiees 


nicht  übersteigen,  neben  Z^  « 
;Js.-i  =  (-  1)'"' 


1    N.-'C, 


C,  Cj 


'8/— 1 


-^'Si— 1 


0 


►      (i>l), 


»/-fl 
dafs  ^3|_i  :  -^s/_i  unmöglich,  dagegen 


'8/ 


^1 


0    .Jll±\^L 


^91  -^3/4-1  ^^ 

Der  Eettenbruch  (a)  hat  im  Allgemeinen  einen  Sinn.    Wenn  z.  B. 
3^  ist,  so  findet  man 


-^m+1  -  (-  0*  Cj  C,  .  .  .  C^  g 


Z 


m+l 


2^. 


c,  c. 


m+l         *-!  ^m  2 

80  ist  weder  ^„,  •  i  =■  0,  noch  falls  nicht  etwa  1>  ■■  c^  g  ist , 

lem    seiner   Vorgänger,   deren   Werthe   entweder   Null    oder    1  :  c, 
id,  gleich. 

Im  Folgenden  werden  grofstentheils  solche  Eettenbrüche 
ihandelty  die  sowohl  selbst  möglich  sind;  als  auch  bei  Yer- 
irzungen  mögliche  Ausdrücke  liefern.  Die  Entwickelungen 
ir  nächsten  Nr.  sind  jedoch  von  dem  Umstände,  ob  die  vor- 
legten Theilzähler  und  Theilnenner  mögliche  Kettenbrüche 
jfem  oder  nicht,  völlig  unabhängig.  Auch  die  Formeln  (V) 
id  (VII)  sind  lediglich  Identitäten  ^  welche  unter  den  von 
n  Recursionsformeln  (I)  und  (II)  mittelst  der  Formeln  (7*) 
id  (8)  gelieferten  Ausdrücken  bestehen. 

5.   Differenzen  der  Nähemngsbrüehe  Zp  :  Np, 
Aus  den  Formeln  (FI)  folgt  unmittelbar  die  Relation 

ZpNp^i  —  NpZp^i  =  —  ap(Zp^iNj^i  —  Np-.iZp^i). 
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Ersetzt  man  hier  p  nacheinander  durch  p  —  1  ...  1,  so  er- 
geben sich  die  p  —  1  Gleichungen 

Zp^iNp—i  —  Nj,—iZp—2 


Z,N,  -  N,Z,  =  -  a,(Z,2V_i  -  N,Z^,), 
Da  nach  (8) 

Z,^_l-JV,2Ll  =  - 1 

ist;  so  erhält  man  durch  allmälige  Substitution  von  rück- 
wärts die  Formel 

Zp  Np^i  —  NpZp^i  =  (—  l)'^*  a,  Os  . . .  «p 

{fn>p>l).  (V) 

Sie  zeigt,  dafs  wenn  die  Theilzähler  a^  a^. .  .ap  von  Null 
verschieden  sind ,  weder  Zp  Np  noch  Np^i  Np  zugleich  ver- 
schwinden können.  Ist  weder  Np^i  noch  Np  Null,  so  folgt 
aus  (V)  die  Formel 

N         N        ^^  NN  *  ^    ^ 

Die  vorstehenden  Formeln  lassen  sich  verallgemeinern. 
Schreibt  man  in  (IV)  statt  k  i  +  1  (/?  ^  0)  und  hierauf 
statt  p     Ä-  +  r     (r  >  1),  so  ergiebt  sich 

woraus  man  erhält 

Zk^rNk  —   Nk-^rZk    =    -       «A+i  JSVfl,  A4-r    [Z^Nk^i  —  NkZk-i\  , 

somit  nach  (3)  und  (V) 

Zk+rNk  —  Nk^rZk  =  (—  1)*  «,  «2  .  .  .  ük^iZk^i^  K|-r.       (VII) 

Ist   weder  Nk   noch  Nk-\.r   Null,    so    leitet   man   daraus  die 
Formel 

^k-\-r    _   ^   fl~  !^     Ql   <*2  ■  •  '  <^t-f  1  ^j^-f  2,  H-r 


(Ä:>o)  (vni) 


ab.     Für  r  =  1     fc  =  j)  —  1   gehen  (VII)  und  (VIII)  in  (V) 
und  (VI)  über. 

Ersetzt   man   hier   AVj-r  durch   den  Ausdruck   (10)  und 
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divulirt,   falls   Nk-\.i^t+r  ="  Zk^2,H-r  nicht  Null  ist,    dadurch 
den  Zähler  und  Nenner,  so  erhält  man  die  Formel 

^k+r  ^k  (—  ^)*  »1  «j  •  •  •  0*4-1 


^k+r  ^k  ^k  {  «*+l  ^*-l  +  ^*+l,  k^r  ^k  ] 


(IX) 


( —  1)   a^  a^  .  .  .  a. 


Vk-[.i^  H-r  steht  darin  der  Kürze  halber  für  ^h-Ii  H-r  •  ^k-\-i,  k-\-rt 
womit  jedoch  nicht  gesagt  sein  soll,  dafs  der  Kettenbnich 
(2)  für  n  =  A;+  1,  m  =  k  -{-  r  stets  einen  Sinn  hat,  wenn 
JVit+i,  *-f-r  nicht  Null  ist.     Femer  ist  im  Anschlüsse  an  (6) 

gesetzt. 

Setzt  man  in  (VIII)  statt  k,  r  bez.  k  —  1,  r  +  1  und 
dividirt  den  Zähler  und  Nenner  rechts  wieder  durch  Nk^i^k-^-ry 
so  gelangt  man  zur  Formel 


^k+r  ^k-l  (""  ^)  «i  «8  .  .  .  fljfc   Vj^^^  j^^ 


9 


Durch  Division  von  (IX)  durch  (X)  ergiebt  sich 


(X) 


^k--l  ^k+l  ^k-l    jp  /Yl\ 

^k        ^H-1,  *4-'-  * 


6.    Aeqnivalente  Eettenbrüohe 

d.  h.  solche,  welche  dieselbe  Reihe  von  Näherungsbrüchen 
haben  —  etwas  allgemeiner  äquivalente  Reihen  von  je 
2m  +  1  Zahlen  6^,,  a^  b^,  ä^  b, . . .  Om  hm,  d.  h.  solche,  wo- 
für die  Paare  Zp  Np  (wo  p  irgend  eine  der  Zahlen  0,  1  . .  ni 
sein  kann)  sich  von  einander  nur  durch  einen  constanten 
Factor  Qp  unterscheiden.     Wir  bemerken  zuerst  den  Satz: 

1)  „ißrsetzt  man  a«  K  a^+i  (tM>n>_l)  durch  ca, 
cbn  Cttn^t  [bezw.  am  im  durch  cUm,  cbm],  wo  c  irgend 
eine  von*  Null  verschiedene  Zahl  bedeutet,  so  geht 
die  Reihe  6^,  a^bi,,..amifn  in  eine  äquivalente  über, 

Btols,  Vorleflangen.    U.  18 
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bezw.    der    Kettenbrnch    (1)   in    einen    äquivalenten. 
Denn  man  hat  für  die  neue  Reihe 

Z'p  =  cZj)        .Wp  =  cNp 

(p  =  n,  n  +  1  . . .  m)." 

Zufolge  der  Pormehi  (II)  findet  man  zunächst 

z;  =  CZ,  K  =  cNn 

Z'n^l  =  Ca^^^l  Zn—i  +  bn+lZn 

also 

und  nun  offenbar  auch 

U.    8.    f. 

2)  Durch  wiederholte  Anwendung  dieses  Satzes  folgt, 
dafs  der  Eettenbruch 

(bezw.  die  Reihe  Iq,  a^b^  , , .  ambm)  äquivalent  ist  mit 

(bezw.  &ü,  qa^  q6i, . . .  c^-^i  Cm  am  Cm  6m),  wo  die  Ci  c, . . Cm 
beliebige  von  Null  verschiedene  Zahlen  sind.  Und  zwar  hat 
man  im  zweiten  Bruche 

Z'p  =  c^c^ .  ,CpZp     N'p  =  c^c^.  .CpNp    (p  =  1,  2  . ..  w). 

Durch  geeignete  Annahme  der  Factoren  c^  . .  ,Cm  können 
die  Theilzähler  des  Bruches  (11)  irgend  welche  gegebene 
Werthe  mit  Ausschlufs  von  Null  erhalten  z.  B.  alle  der  posi- 
tiven oder  alle  der  negativen  Einheit  gleich  werden.  Be- 
deutet f   +  1  oder  —  1  und  setzt  man 

80  folgt  Ci  ==  «  :  ttj  und 

o,  Og  .  .  .  a^i^^ 

C2k   =     -~ 

Od  f^A     •     •     •     Oo  L 
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Die  der  Annahme  s  =  —  1  entsprechende  Umgestaltung 
von  (1)  hat  Seidel^)  die  reducirte  Form  dieses  Ketton- 
bruches  genannt. 

Nimmt  man  in  (11)  Cj  =  Cg  ^=  •  •  •  =  c,,,  =  c,  so  ver- 
wandelt sich  (1)  in  den  Eettenbruch 

6^+?fi-j_£!^4.£^4....+  ^.  (13) 

3)  Seidel  hat  ferner  bemerkt,  dafe  wenn  umgekehrt 
die  Reihe  Iqj  <x^  h^  . . .  cu  6m  der  Reihe  6^,  ajt^  . . .  a,nh„^ 
äquivalent  sein  d.  i.  den  Bedingungen 

(p  =  l,2...t»),  (14) 

worin  Q^   Q^  -  -  •  Qm  sämmtlich  nicht  Null  sein   dürfen,    ge- 
nügen soll,  neben  b^'  =  bQ  die  Beziehungen 

a'p  =  Cp_i  Cp  ttp     bp  =  Cpbp     (p  =  1,  2  . . .  m) 

bestehen  müssen^  wobei 

Co  =  1     Ci  =  Qi     <^f  =  Qp  •  Qp-i     Ci>  =  2, .  ^.  w) 
ist.  —  Wenn  \b^  . .  .bm  nicht  Null  sind,  so  kann  die  Aequi- 
valenz  der  beiden  Reihen  durch  die  Relationen 

6;  =  6,    %^h     ^i^i^^ti^!     Q,=2,...m)       (15) 

®  ^     «1  «1  öp  ^P  >'         V      / 

ausgedrückt  werden. 

Dieser  Satz  ergiebt  sich  unmittelbar  durch  Auflosung 
der  folgenden  Aufgabe. 

4)  Aufgabe.     „Es   sind   bei   gegebenem  6^^'  2m  Zahlen 

«/  6/,  aj  62  •  •  •  ^w  6m 
so  zu  bestimmen,  dafs  die  Zähler  und  die  Nenner  des  ersten, 
zweiten  . . .  m^^  Näherungsbruches  bez.  die  gegebenen  Werthe 

y  7'  7/  AT'  V  AT' 

annehmen,    welche    nur   so    gewählt   sind,    dafs    keine    der 
Determinanten 

Z'p  ITj^i  -  N'p  Z'p^i      (i)  =  l,  2  . . .  m), 
worin  Zq  =  b^     N^  ==  1  zu  denken  ist,  verschwindet'* 

Wir  setzen  zunächst  6/  =  N^'  ff,'  =  Z,'  —  b^  -AT/.  Für 
(h  6p  (j>  ^  2)  ergeben  sich  nach  (U)  die  Gleichungen 

18» 


276  VUI.  Abschnitt.    Nr.  6. 

ttp  N'p^i  +  bp  Ifp^i  =  Np , 
woraus  maD  erhält 

Sollen  nun  die  Zahlen  h^^  a^  2»/  . . .  o^  &m  die  Rela- 
tionen (14)  erfüllen,  so  mufs  demnach 

K  =  ^o;     <h  =  Qi<h     W  =  Qi  ^ 

und  nach  (V)  und  (VII),  wo  Ä  =  |)  —  2,  r  =  2  zu  setzen  ist^ 

Q    a  Ob 

-'  ^p    p        }/  ^^  ^p    p 

sein. 

Ist  kein6  der  Zahlen  N^  . . .  If^  Null,  so  dürfen  auch 
die  Werthe  des  ersten,  zweiten  . . .  m**"*  Näherungsbruches 
als  gegeben  vorausgesetzt  werden.  Sollen  sie  bez.  den  Zahlen 
V^  V^  . .  .Vm  gleich  werden,  so  hat  man  nur  oben 

Z'p^  V'pVp    (i)=l,2...w) 

zu  setzen.  Sind  ausserdem  von  den  F/  . . .  Vm  keine  zwei 
einander  gleich,  so  kann  man  zufolge  des  Satzes  in  Nr.  4 
sicher  sein,  dafs  der  Kettenbruch 

V  +  ^v  +  J^  +  '-'  +  l^ 

einen  Sinn  hat. 

Einen  besonderen  Fall  der  Aufgabe  bildet  die  Con- 
tra ction  der  gegebenen  Reihe  6^,  a^  &i  . .  .  a^  6m,  bezw.  des 
Kettenbruches  (1)^)  d.  i.  die  Aufstellung  einer  neuen  Reihe 
V>  ^i  Wf  (h^2  '  '  'i  wofür  die  Ausdrücke 

^OJ  ^i  -^i  J  ^2  N^  ... 
bez.    gleich    sind    den    zur    ursprünglichen    Reihe   gehörigen 
Ausdrücken 


.  . 


Dabei    sind    die  ludices  pIq,  m^,  m^  .  . .  als   steigend  zu  be- 
trachten.    Man  braucht  nur  in  den  obigen  Formeln  für  al^bp 


Kettenbrüche.  277 

Zp  Np  durch  Zm^  JV,«    zu  ersetzen;  worauf  man  die  Formel 
(VII)  anwenden  kann. 

Beispiel.    Die  Reihe  b^,  0461  .  .  .  a,„  b    ^  worin 


b^i  «=  &„+2  =  •••=»  b^^  =-  0 

ißt,    laXst  sich  im  Falle  dafs  n  -{-  r  <^m  und  b^^^  nicht  Null  ist, 

in  folgender  Art  contrahiren.    Die  2n  -\-  1  Anfangsglieder  fr^»  a^  &j,  .  .  . 
a^  ^M  ^l^ihen  nngeändert.    Dagegen  soll 

^U-A  ="  ^n+A+r     K^  =  -^«+r4^         (Ä  -  1,  2  .  .  .  f»l  -  n  -  r) 

werden.     Dann  hat  man  jedenfalls 

«M^  =  ««+r+A    K^'^K-^+h      (Ä  =  3,  4..  .m-n-r). 

Für  ^  =>  1  und  2  lauten  die  neuen  Theilzähler  und  Theilnenner 
▼erschieden,  je  nachdem  r  gerade  oder  ungerade  ist.  Im  ersten 
Falle  ist 

®Ii+l  *==  ^n+l  "n-fS  •  •  •  ^n-fr— 1  ^n-t-r-f-l 

im  zweiten 

^^1  =  <*i»+«  ^n-M  •  •  •  ^iH-r— 1  ®«-fr+l 

'''«-1-2  =  ■"  ^«+2  ^n-M  •  •  •  ^n+rf  1  ^n-f  r-f-2  *  ^i«-|-r+l 

In  dem  letzteren  Falle  kann  man  zufolge  des  1.  Satzes 

t»'»+8     ^H-2    ^»«-1-8 
bezw.  durch 

b^r-^l  oi^-2»      ^n-f-r-fl   ^n-f2 »      ^n+r-fl   ^n^-» 

ersetzen. 


7,    Unendliche  Eettenbrüohe. 

Liegen  zwei   endlose  Reihen  o^  o^ . . .  ^  &o  ^i  ^2  *  *  •  ^^^f 
so  kann  man  fragen,  welches  Verhalten  der  Bruch 

K.  =  6.  -4-  —  -4-— 4- 1 — ^ 

bei  unbegrenzt  wachsendem  n  zeigt  Je  nachdem  F»  bei 
lim  n  =  +  00  einen  endlichen  Grenzwerth  hat  oder  nicht, 
heifet  der  unendliche  Eettenbruch 
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«'0  +  II  +  S  +  ---  +  S  +  --  06) 

convergent  oder  divergent.  Sind  im  letzteren  Falle  die  Un- 
bestimmtheitsgrenzen  von  Vn  bei  lim  n  =  +  oo  von  einan- 
der verschieden,  so  sagt  man,  dafs  er  zwischen  ihnen  schwanke. 
Convergirt  der  Kettenbruch,  so  wird  sein  Grenzwerth  unter 
dem  Symbole  (16)  verstanden.  Im  Grunde  genommen  haben 
jedoch  diese  Begriffe  eine  etwas  andere  Bedeutung.  Man 
kümmert  sich  gar  nicht  darum,  ob  der  Eettenbruch  F,  als 
solcher  einen  Sinn  hat,  sondern  fragt  lediglich  nach  dem 
Verhalten  der  mittelst  der  Reihe  6^,  a^h^  a^h^  . .  .  gebildeten 
Näherungsbrüche  Zn  '  Nn  bei  lim  w  =  +  cx> .  So  wird  der 
unendliche  Kettenbruch 

&:  +  Ö"  +  "Ö  +  *"' 

worin  die  Tlieilneuner  von  h^  an  Null  sind,  als  schwankend 
zwischen  den  Werthen  a^ :  h^  und  Null  bezeichnet,  obwohl 
aulaer  F,  keiner  der  endlichen  Ketteubrüche  F»  'möglich  ist 
Nur  die  Beschränkung  wird  man  aufnehmen  müssen,  dals 
wenigstens  von  einem  bestimmten  Werthe  von  n  an  keiner 
der  Nenner  Nn  verschwindet.  Z.  B.  hinsichtlich  des  unend- 
lichen Ketteubruches 

Jl  ^  £l^!?  -  • i_  .^!T±f?  _^ 

wofür  ebenfalls  jeder  der  Ketteubrüche  F«  aufser  V^  sinn- 
los wird ,  kann  mau  nach  Nr.  4  nur  vom  Verhalten  der 
Niiherungsbrüche  Z^  :  -^3/  uud  Z3/4.1  :  A^s^-i-i  bei  lim  ?  =  +  ^ 
s[)recheu,  indem  N-^i—i  =0,  also  jeder  Bruch  Zsi-ii^n-i 
unmöglich  ist. 

Wenn   die   Nenner  N^  iVg .  . .   sämmtlich    von  Null  ver- 
schieden sind,  so  hat  mau  nach  Gleichung  (VI)  in  Nr.  0 

i  =  K  +  (^;  -  K)  +  (5. ■-$)+■■+  (I;  -  :■;) 


.n—l 


-  ^-  +  i^;  -  n;n,  +  •"+  ""  X-iX ^ 

Es   Uifst  sich   mithin   die  Untersuchung   des  Verhaltens  von 
Zn  :  Nn   bei    lim  ;?  =  -|-  ^>c)   auf   die    der    unendlichen   Reihe 
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mit  dem  allgemeinen  Gliede  ( —  1)"~'  0,«^  ..,«,:  N„—i  N^ 
zurückfiibren.  Wenn  die  N^  erst  von  n  =  m  an  nicht  Null 
sind,  80  tritt  an  die  Stelle  tod  (17)  die  Formel 


-  + 


(-1)*"  ",_«,_■ 


'-4-t 


■  + 


{-!)- 


N^.N 


Die  in  Elede  stehende  Untersuchung  wird  manchmal  da- 
durch erleichtert,  däfe  mau  den  Ketteubruch  (IGJ  durch  einen 
äquivalenten  d.  h.  einen  solchen,  der  mit  ihm  die  Reihe 
der  Näherungsbrtichc  gemein  hat,  ersetzt.  Nach  der  Kurmel 
(11)  ist  mit  (16)  uquivalent  jeder  Ketteubruch 


(17*} 


WO  die  c„  beliebige  von  Null  verschiedene  Zahlen  bedeuten 
und  zwar  nur  ein  solcher.  Zu  jedem  unendlichen  Ketteu- 
bruche  giebt  es,  wie  aus  den  Formeln  (12)  sofort  folgt,  einen 
äquivalenten,  dessen  Theilzahler  sämmtlich  gleich  -|-  1  und 
einen,  desseu  Theilzahler  sämmtlich  —  1  sind.  Der  letztere 
heiLtt  noch  Seidel  die  reducirte  Form  desselben. 

Sind  die  Theilzahler  und  Theilnenner  eines  Kettcubruches 
beliebige  Zahlen  —  nur  soll  keiner  der  ersteren  Null  sein  — , 
so  führt  die  Verwandlung  desselbeu  in  eiuen  äquivalenten, 
desseu  Theilzahler  sämmtlich  -|-  1  sind,  wenigstens  in  einem 
£'alle  sicher  zur  Entscheidung  über  seine  Beschau enheit.  Es 
ist  nämlich  der  Ketteubruch 

>''  +  i;  +  i  +  --- 

stets  divergent,  wenn  die  Reihe  Ai  +  '•»  -^-  ■  ■  ■  abso- 
lut convergirL  Denn  nunmehr  convergirt  das  unendliche 
Product  TT(1  +  1  Ar  I)  und  da,  wie  leicht  ersichtlich  ist, 


ist,  so  divergirt  die  Reihe  (17)  d,  i. 

So  erkennt  man  z.  B.,  dafs  der  Kettenbnicb 
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I 


oiyergirt,  wenn  |  a;  |  >  1  iat. 

Äuf»er  diesem  allgemeinen  Satze  giebt  es  für  nicht- 
periodische  Eettenbrüche  keinen  anderen.  Die  bisber  auf- 
gestellten Sätze  von  allgemeinerem  Charakter  bezieben  sieb 
nur  auf  den  Fall,  dafs  die  TlieilzÜbler  und  Theilnenner  reell 
und  zwar  die  einen  wie  die  anderen  von  einem  besttmiotcn 
Gliede  an  gleichbezeichnet  sind.  Da  der  Kettenbruch  (Ifi) 
auch  mit  dem  folgenden 

äquivalent  ist,  so  genügt  es  anzunehmen,  dafs  die  Theil- 
nenner alle  positiv  sind.  Wir  werden  daher  nur  zwei  Fälle 
von  nicht- periodischen  unendlichen  Kettenbrücben  betrachten; 
1}  Alle  Tbeilzäbler  und  alle  Theilnenner  sind  positiv;  2)  die 
ersteren  sind  negativ,  die  letzteren  positiv, 

8.  Zunächst  sei  ein  Umstand  hervorgehoben,  wodurch 
sich  die  unendlichen  Ketteubrflche  von  den  unendlichen 
Reiben  und  Producten  unterscheiden.  LUfst  man  von  einer 
unendlichen  Keihe  oder  einem  unendlichen  Producte,  worin 
kein  Factor  Null  ist,  eine  endliche  Anzahl  von  Gliedern  baiw. 
Factoren  z.  B.  die  m  ersten  weg,  so  erhält  man  einen  mit 
dem  gegebenen  gleichartigen  d.  h.  mit  ihm  zugleich  eon^w- 
genten  oder  divergenten  Ausdruck  (V.  2,  VII,  2).  Dm  gilt 
von  den  uneudlichen  Kettenbrüchen  nicht  unbedingt*)  So 
kann  von  den  Kettenbrücben  (16)  und 

!..+,  +  °^'  +  °Ä  +  --- 

der  eine  couvergiren,  der  andere  divergiren.  Die  Formel  (IX) 
in  Nr,  5  zeigt  in  der  That,  dafs  wenn  bei  lim  *■  ^  -|-  co 

iira  Fi+LH-r  =  —  at+i  ^k-i  ■  ^^ 
ist,  lim  {Zt^r  '■  ^t+r)  unendlich,  wenn  aber 
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iat,  lim  {Zt+r  :  N*+r)   endlich   ist-     Löst  man  die  Gleichung 
(IS)  nach   Ft^i,^4.r   auf,  bo  wird  man  finden,  dafs  wenn 
lim  (Z,+r :  N,^)  =Z,:N, 

ist,  lim  F(-|.i,A4.r  unendlich  und  wenn  der  erstere  Greozwerth 
unendlich  ist,  der  letztere  endlich  iat.  —  Die  in  Eede 
stehende  EigeuthUmlichkeit  kommt  bei  den  in  Nr.  9,  10,  12 
betrachteten  unendlichen  Kettenbrüchen  nicht  vor.  Du,gegen 
hat  man  z.  B.  nach  Mr.  11 


■  +  o, 


also  für  die  unendlichen  Kettenbrücbe 


bezw.  die  Greuzwerthe  -)-  oo  und  ■ 


Unendlielie  Ketteubriictie  mit  i)08itiven  Tlieilzählem 
und  positiveu  Tkeilnenneru. 

9.  Dafa  in  diesem  Falle  die  Brüche  K^„,  in  (2)  uud 
insbesondere  die  verkürzten  Brüche  F,  selbst,  stets  einen 
Sinn  haben,  sowie  dafs  alle  N^  und  wenn  b^  nicht  negativ 
ist,  auch  alle  Z,  positiv  sind,  leuchtet  unmittelbar  ein. 
Mittelst  der  Relationen  (VI),  (VUl),  wovon  die  Formel 

f ^»  —Vn  = Nji^^ 

einen  besonderen  Fall  darstellt,  erkennt  man,  dafs  jeder 
Näherungsbruch  mit  geradem  Index  kleiner  iat  ala 
jeder  mit  unj^eradem,  dafs  die  Näheruugsbrüche  mit 
geradem  Index  Fy  Fj  V,  . . .  eine  steigende,  die  mit 
ungeradem  Index  Fi  F^  F^ .  .  .  eine  fallende  Reihe 
bilden  und  dafs  jeder  Näherungsbruch  zwischen  je 
zwei  aufeinander  folgenden  seiner  Vorgänger  liegt. 
Da  also 

F„  <  Fw+,  V^  <  n^f, 
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ist,  HO  ist  ersichtlich,  dafß  bei  lim  ( =  +  oo  die  Brüche  Tu 
einem  positiveii  eudlichen  Urenzwerthe  Ä  steigend,  die  Kj^i 
einem  solchen  Greuzwerthe  B  fallend  sich  oäheru.  Die 
Zahlen  A  li,  beide  zwischen  je  zwei  aufeinander  folgenden 
Nüherungsbrüchen  gelegen,  sind  die  ÜubestiinmtheitsgrenKeit 
von  V„  bei  lim  w  =  -(-  oo.  lat  Ä^  B,  ao  convei^rt  der 
unendliche  Kettenbruch  (IG)  und  zwar  ist  .4  sein  Grenz- 
werth;  sind  A  und  B  ungleich,  flo  achwaukt  er  zwiacbsD 
den  Grenzen  AB.  —  Im  Falte  der  Couvergenz  ist  der 
Grenzwerth  A  des  Kettenbruches  (IG)  gröfser  alt 
jeder  Näher ungshruch  mit  geradem,  kleiner  ala  jeder 
mit  ungeradem  Iudex. 

Ob  der  Ketteubruch  (IG)  convergirfc  oder  divergirl,  läTst 
sith  in  dem  vorliegendem  Falle  stets  mit  Hilfe  einer  all- 
gemeinen Regel  entscheiden.  Weun  wir  zunächst  annebmen, 
dafs  die  TheÜzähler  desselben  sütumtHch  gleich  1  siud,  olao 
a,  ^  L     b^  ^  Hk  setzen,  so  besteht  der 

Satz:^)  „Der  unendliche  Kettenbruch 


^rgirt  üdei 


:  +  ;:  +  ■■■+ j^  +  • 


(18) 


Kfn,  j. 


'  schwankt  zwischen  endlicheu  (jreii- 
nachdeni  die  unendliche  Reihe 

A,  +  /(,  +  ■-■  +  Ä,  +  ■■  ■  a'-'i 

divergirt  oder  convergirt  oder,  was  auf  dasselbe  hinaus- 
kommt, je  nachdem  von  den  beiden  Keiheu 

K-\-h-\-h,-{-...,    A,  +  A,  -j-  A„  +  . .  .         (20) 
eine  oder  keine  divergirt." 

Beweis.     Aus  (VI)  in  Nr.  5  folgt  uunmelir  die  Formel 

Jede   der  Zableu  Ni;~t,  Nu    hat   bei    lim   (  ^  +  c»   einen 
litiren  Grenzwerth,  denn  nach  der  Formel 


poBitir 


N„  =  N^i-^h.N^, 


ist  Nn  >  N,^i.  Aus  (21)  kann  man  sohin  durch  den  Grenz-  1 
Übergang  lim  ?  =  -j-  co  achlieisen,  dafs  B  —  A  Null  od«  1 
positiv  ist,  je  nachdem  von  den  Zahlen  ^«_i  N^  eine  oder  1 
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keine  den  Grenzwerth  -f-  cx)  hat.  Bildet  man  mit  Hilfe  der 
zuletzt  erwähnten  Formel  die  Neuner  der  Näherungsbrüche 

so  findet  man  ohne  Mühe,  dafs 

N^i  >  1      N^t^i  >  /i^  +  A3  + p  Ä2H.1      {l  ^  1) 

und  dafs  wenn  w  >  2  ist, 

ist,  wo  22  jede  gerade  Zahl  ^  n  sein  darf.  Aus  der  ersteren 
Ungleichung  folgt,  dafs  wenn  die  unendliche  lleihe 

Ai  +h  +  h'\ 

divergirt,  lim  JV^z+i  bei  lim  l  =  -{-  00  auch  +  cx>,  also  der 
Eettenbruch  (18)  convergent  ist.  Divergirt  nun  die  Reihe 
(19),  so  divergirt  entweder  die  erste  der  Reihen  (20)  oder 
nicht.  Im  ersten  Falle  convergirt,  wie  eben  bemerkt  ist,  der 
Kettenbruch  (18).  Im  zweiten  Falle  mufs  die  zweite  der 
Reihen  (20)  divergiren,  also  der  Kettenbruch 

*^  +  i  +  i  +  i  +  --- 

convergiren,  somit,  da  sein  Grenzwerth  eine  endliche  positive 
Zahl  ist,  auch  der  Bruch  (18). 

Wenn  die  Reihe  (19)  convergirt,  so  convergirt  das  un- 
endliche Product  (l  +  Äi)  (1  +  K)  (1  +  fh)  •  •  •  I»t  P  sein 
Grenzwerth,  so  hat  man  jedenfalls 

lim  Ni^i  <  P         lim  JV2/  <  P , 

also  nach  (21) 

li  —  A>  1:P^5 

es  schwankt  also  der  unendliche  Kettenbruch  (18)  zwischen 
A  und  B. 

Wenn  die  Theilzähler  des  Kettenbruches 

^o  +  J;  +  S+---+^4----        (16) 
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nicht  sämmtlich  1  sind^  so  läfst  sich  ihm  nach  den  Fonneh 
(12)  ein  äquivalenter  an  die  Seite  stellen ,  welcher  dieser 
Bedingung  genügt.  Seine  Theilnenner  werden  durch  die 
Formeln 

/*»/  =  -i—^ '^ ^«' 

^**'+^     ^"s::^ — ä —  ^rr     ^^  ^  ^^        ^^^^ 

gegeben.     Man  hat  demnach 

'»2/  ^2H-2      ^2«  ^/-fi        ^H-»    ^«H-i 

Mittelst  dieser  Formeln  beweist  man  z,  B.  die  Convergens  des 
Kettenbraches 

o^   :    (g  +  by   :   {a  +  2hy    .   (g  +  3&)'    • 

worin  g  &  positive  Zahlen  bedeuten. 

Corollare.   1)     „Divergirt  die  Reihe 

^  +  ?!l^  J L  ^l^  j (23) 

g^      '      g,      '  ^n  ' 

80  convergirt  der  Eettenbruch  (16)." 

Wenn   die  Kettenbrüche  (16)   und  (18)   äquivaleut  sein 
sollen,  so  mufs  nach  Gl.  (15)  in  Nr.  6 

^—  =  Än-iÄH  (n  >  2) 


sein.     Wäre  der  Ketteubruch  (16)  divergent,  so  müfsteu  beide 
Reihen  (20),  folglich  die  Reihen 

KK  +  hK  +  Kh  H KK  +  KK  +  ^^5*0  H — 

und  also  auch  die  Reihe  (23)  cynvergiren.     Somit  convergirt 
der  in  Rede  stehende  Ketteubruch. 

2)  Wenn  im  Ketteubruche  (16)  von  einem  bestimmten 
Werthe  von  n  :  w  =  t»  an  6«  ^  «»  ist  und  die  unendliche 
Reihe 

^1  +  ^2  H h  ^n  H 

divergirt,   so   convergirt  er.     Ist  6q  =  0,   so   ist  sein  Grenz- 
werth  positiv  und  kleiner  als  1." 


Da  nun  von  n=^  n 


-  ä  K-i 


ist,  80  divergirt  die  Reihe  (23)  und  ea  convergirt  der  Kotten- 
bruch  (16). 

3}  Aus  dem  obigen  allgemeinen  Satze  über  das  Verhalten 
des  Kettenbruches  (18)  bezw,  (IG)  ergiebt  sich  leicht,  dafs 
in  dem  hier  betrachteten  Falle  aus  dem  unendlichen  Ketten- 
bruche (16)  durch  Weglassung  einer  endlichen  Anzahl  von 
Gliedern  immer  ein  gleichartiger  unendlicher  Kettenhruch 
erzeugt  wird.     (Vgl  Nr.  8). 

4)  Wenn  der  Kettenbrucli  (16)  convergirt,  so  Uogt  tom  Grenz- 
wcrth  A  zwischen  je  Ewei  aufeinander  folgenden  NIlheruDgBbnJchen. 
Um  zu  entscheiden,  welchem  tod  ihnno  er  nälicr  liegt,  kann  man  die 
folgende  Formel  gebrauchen,  welche  aus  (XI)  in  Nr.  ö  durch  den 
Greniflbergang  lim  c  ^  +  oo  folgt.  Wie  Boe'beu  bemerkt  wurde, 
convergirt  hier  jeder  unendliche  Kotteubruch 


fx-  + 


»M-.. 


Beiflichnet  man 
<tie  Gleichung 


1  Grenzwerth  mit  E^, 


10.    Begelmäfäige  Eettenbrüobe. 

Sind  in  einem  Dudlichen  oder  unendlichen  Kettenbruche 
sämmtliche  Theilzähler  -|-  1,  die  Theiluenuer  natürliche 
Zahlen  A,  und  ist  h^,  =  h„  eine  ganze  Zahl,  so  heifst  er 
regelmäfsig  oder  einfach.  Solche  KettenbrUche  haben 
folgende  besondere  Eigenschaften. 

1)  „Die  Nenner  N„  der  Nälirungsbrüche  sind  natürliche 
Zahlen,  die  mit  dem  Index  n  beständig  wachsen.  Dasselbe 
gilt  von  den  Zahlern  if,  derselben,  falls  A^  nicht  negativ  ist. 
Ist  ho  negativ,  so  sind  die  2,  negative  ganze  Zahlen,  die 
ihrem  absoluten  Betrage  nach  mit  n  beständig  und  ins  Un- 
endliche  wachsen."  —  Das  folgt  aus  den  Formeln 


Nn~N,-3  +  KN,- 


Zn  =  2,_ 


-A,X_i 


I 
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iimnittelbar.  Ist  hg  <  0,  so  aind  X,,  =  hf,  und  Z^  =  \  ■\-  h^h^ 
,  folglich  auch  Z^ . 
2)-Der  Zähler  und  Nenner  Pinea  jeden  Näh ernnga- 
bruches  sind  relative  Primzahlen,  Denn  jeder  gemm- 
same Theiler  derselben  mllTete  nach  det  Formel  (V)  Theiler 
von   1  3  ein. 

3)  „Jeder  regelmäreige  anendliclie  Eettenbruch 
convergirt.  Sein  Grenzwerth  A  ist  positiT  oder  negatiT, 
je  nachdem  h^  nicht  negativ  oder  negativ  ist.  Ist  Ä^  =  0, 
80  ist  A  <  1." 

4)  Jeder  Näherungsbruch  liegt  einem  Bpäteren 
Näherungsbruche,  sowie  dem  Grenzvrerthe  A,  näher, 
als  irgend  einer  seiner  Vorgänger.  —  Folgt  aus  (Xl), 
bezw.  (24),  indem  jetzt  Nk—i  <  Nk  und  sowohl  .Ei-f-i, »+,  als 
auch  Ek-^i  kleiner  als  1  ist. 

5)  Jeder  getneine  Bruch  ris,  der  zwischen  zwei 
aufeinander  folgenden  Näherun  gab  röchen  F«_i  F, 
liegt,  hat  einen  Nenner,  der  gröfser  ala  N^  ist  — 
Da  nach  (VI) 


0< 
sein  mufs,  ( 


V-A-l 


findet  man  durch  MultipHcation  mit  slf^~\ 
I  rNn-i  —  sZ^i  \<s:N,. 
Weil  die  linke  Seite  eine  natörliche  Zahl  ist,  so  ist  s>  N^- 
G)  Der  Grenzwerth  eines  jeden  regelmäfsigen 
unendlichen  Kettenbruches  ist  irrational.  —  Hätl*^ 
nämlich  der  Kettenbrnch  (18)  einen  rationalen  Grenzwerth 
r:s,  so  miifste,  —  da  r :  s  zwischen  F,_|  und  F,  Hegen 
würde  — ,  wie  grofs  »  auch  sein  mag,  s  >  JV,  sein,  waa 
unmöglich  ist,  da  N,  mit  «  ins  Unendliche  wächst. 

7)  Der  Nenner  eines  jeden  gemeinen  Bruches 
r  :  .s,  der  dem  Naherungswerthe  V,t^(p  >  0),  bezw. 
dem  Grenzwerthe^  eines  unendlichen  regelmäfsigen 
Kettenbruches  näher  liegt  als  K,,  mufs  gröfser  als 
Nn  sein.  —  Denn  da  sowohl  Vn+p,  als  auch  A  zwischen 
Fb_i   nnd   F«,  so  mufs  r :  s  zwischen   F,_i   und   F«   liegen. 

8)  Jede   gebrochene  rationale  Zahl  läfst  sich  in 


•» 
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einen  und  nur  einen  endlichen^  j^de  irrationale  Zahl 
in  einen  und  nur  einen  unendlichen  regelmäfsigen 
Eettenbruch  entwickeln.  Dabei  ist  natürlich  gemeint^ 
dals  im  ersten  Falle  der  letzte  Theilnenner  von  1  ver- 
schieden ist. 

Soll  irgend  eine  reelle  Zahl  1,  welche  nicht  ganz  ist^ 
gleich  einem  endlichen  oder  unendlichen  einfachen  Eetten- 
brüche 

1     •    1     • 

sein,  so  mufs  Äq  <  £  <  Äq  +  1  sein,  wodurch  die  ganze 
Zahl  Jiq  mit  Nothwendigkeit  sich  ergiebt.     Setzt  man 

6  =  Äo  +  $i,     wo     0<g,<l 
ist,  so  soll 

5'  =  i  +  i  +  --'   i;  =  *»  +  i+-' 

sein,  also  mufs 

sein,  wodurch  die  natürliche  Zahl  A,  völlig  bestimmt  ist. 
Setzt  man 


ist,  so  soll 


^  =  Äi  +  fe,     wo    0<|,<1 


1    •    1    "  1  •    1    • 


sein,  so  dafs 


Aj  <  T  <  *»  +  1 


sein  mufs,  woraus  sich  Ä^  ergiebt.     U.  s.  f. 

Ist  I  ein  rationaler  Bruch  und  zwar  in  reducirter  Form 
gleich  r  :  s  (s  >  0),  so  findet  man  demnach  h^,  Äj  •  •  •  durch 
die  Divisionen 

f  =  *.+  ?     (0<r,<r,) 

M  M 

r^=»Ä,  +  ^     (0<r,+x<r,). 

n  % 

Da    die    natürlichen    Zahlen    r^  r,  . . .  r«  . . .    bestandig    ab- 


K  +  i-  +  ^  + 
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nehmen  y  so  mnfs  eine,  r^y  die  letzte  sein.     Sie  genügt  den 
Gleichungen 

f  TT 

'm — 8           r              1         'm  '  m — 1  -t 
=  nrn-i  -f- —- —  =  ihm  , 

wobei  Jh,^  >  1  ist     Aus  den  vorstehenden  Formeln  folgt  die 
Gleichung 

**         L     I     ^     i     ^     i  i     ^ 

T  =  ^o  +  ^  +  7i;  +  ---  +  Ä;;;- 

Wenn  |  irrational  ist,  so  bricht  die  Reihe  der  Gleichungen 
-  =  Ä^  4-  |j     _  =  Äjj  4-  ^3  . . .     -   =  Ä,  +  5,4.1  . . . 

niemals    ab.     Dafs  der  auf  diese  Art  ermittelte  unendliche 
Kettenbruch 

-  +  - 

<len  Grenzwerth  |  hat,  bedarf  noch  des  Beweises. 
Es  ist  aber 

woraus,  da  0  <  5n-|.i  <  1  ist  und  Nn  zugleich  mit  n  ins 
Unendliche  wächst,  folgt,  dafs  bei  lim  n=  +^^  ^^  F»  =  6  ist 
Wie  man  vorzugehen  hat,  am  mit  Hilfe  von  unvollständigen 
Decimalzahlen  einige  Anfangsglieder  der  Beihe  ^o  ^i  ^  *  *  -  im  regel- 
miirsigen  Kettenbruche  für  £  zu  ermitteln*),  wird  aus  dem  nachstehen- 
den Beispiele  ersichtlich  werden.  Es  sei  der  Anfang  des  Ketten- 
bruches für  die  Ludolph'sche  Zahl  mit  Hilfe  der  Angabe 

n  =  3,1415296  +  a  :  10'        (0  <  a  <  1) 

zu  berechnen.    Man  entwickelt  den  Bruch 

•       f\  1416296  +  cc 

8  '^        10000000 

in  einen  Kcttenbnich^  was  folgende  Rechnung  erheischt 

r,  =  1416926  +  a 


00  :  r,  -=  7  +  (88618  —  7a)  :  r^ 

^=  7 

rj  =   88618  —  7« 

r,  rr,  =  16  +  (88166  +  106«)  :  r. 

Ä,  —  16 

rg  =   88166  +  106« 

r,,  :  r«  =  1  +  (362  —  113«)  :  r^ 

Ä,  —   1 

r^  =^          862  —  113« 

iche  m.  negat.  Tbeilinhl.  n.  posit.  Theilneim. 

Der  Quotient,  88156  :  362  ist  dreiiifterig  und  beginnt  mit  !. 
uaD  den  Quotieiiten  r,  :  r,  mit  200  beginnen,  ao  iat  der  erate  Beat 
1575G  +  3270ÜB.  Da  or  fflr  u  =-  l  in  38163  übergeht,  80  kann  h^ 
möglicherweise  mit  3  beginnen.  ÜOBere  Recbuimg  liefert  alao  von 
dem  geuachteD  Kette  nbruche  nur  das  Stack 

—  +  l  +  .'.  +  l  +  - 

nebst  der  Bemerkung,  dalj  k^  dreizifferig  ist  und  mit  2  oder  3  be- 
ginnt. Mittelst  genauerer  Nähenmg«werthe  findet  man  h^  =^  S9S.  — 
Um  die  wirklichen  Theilnennei  'i,  zu  erhalten,  verwandle  man  zwei 
Decimalbrüche,  woTon  der  eine  nicht  um  eine  Einheit  der  letzten 
Stelle  kleiner,  der  andere  nicht  um  eine  Einheit  von  derselben  Urd-. 
ouQg  gröfaer  als  die  gegebene  Zahl  £  ist,  in  rege  1  mala  ige  Kettenbrüohe. 
Der  beiden  gemeinaanie  Anfang  gebOrt  aucb  dem  £  entsprechenden 
Eett«nb  räche  an. 


Unendliche  Kettenbrficbe  mit  negativen  Theilsählem 
nnd  positiven  Tlieilnennern. 

11.  Eine  allgemeine  Regel  zur  Entscheidung  der  Präge, 
ob  ein  solcher  Kettenbruch  convergirt  oder  divergirt,  ist  bis 
jetzt  nicht  aufgestellt  worden.  Es  giebt  unter  diesen  Ketten- 
brOchen,  wie  der  folgende  Satz  lehrt,  eine  umfassende  Classe 
von  convergenten, 

Satz.^)    „Wenn  in  dem  Kettenbruche 

worin  die  On  b^  positive  Zahlen  sind,  durchaus 

Ä,  ^  o,  +  1  (26) 

ist,  so  convergirt  er.     Ist  stets 

b„=a„-i-  1, 
ao  hat  N^  bei  lim  »  =  -("''-'  entweder  einen  endlichen  posi- 
tiven Grenzwertli  v  >  1  oder  den  Grenzwerth  +  oo,  je  nach- 
dem die  unendliche  Reihe 

l+a, +«,<!,  H ho,o,.-a. +  •■■  (27) 

convergirt   oder    divergirt.     Im   ersten   Falle   ist  der  Grenz- 
werth   des    Kettenbruches    (26)    (v  —  1) :  »*,   im    aweiten    1. 
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Falls  in  (26)  nicht  durchweg  das  Zeichen  <«  steht, 
so  ist  der  Grenzwerth  von  (25)  ein  positiver  ächter 
Bruch." 

Der  Beweis  des  Satzes  beruht  auf  der  folgenden  Be- 
merkung. Bestehen  die  Relationen  (26),  so  sind  die  Z^  von 
Z^  aU;  sowie  alle  "Nn  positive  Zahlen,  die  zugleich  mit  dem 
Index  beständig  wachsen.  Wenn  durchaus  6»  «»  o.  4~  ^  i^ 
so  hat  man  l^n  —  -Zi,  =  1 ;  sonst  ist  von  demjenigen  Werthe 
von  n:  n=^my  wofür  zuerst  &«  >  o,  +  1  ist,  an 

^n  -  z«  >  iv,«i  -  z^i  >  1 . 

Alles  das  ist  leicht  durch  Induction  zu  zeigen.     Da 

-Zq  a=»  0    ^1  =  o^     Zj  =  a^6j  •  •  • 
ist,  so  ist  0  <  Z|  <  Zj . . .     Nimmt  man  nun  an,  es  sei 

0  <  Z„_2  <  ^'„-1     (»^3), 
so  ergiebt  sich  vermöge  der  Formel 

Zn  =  6«  Zn—X   —  O»  Zn— 2  =  (&«  ««)  Ä-1  +  O«  {Z^^x  —  Ä-j), 

dafs  auch  Zn  >  Zn^\   ist.     Auf  ähnliche  Art  folgt  aus  den 
Formeln 

J^O  =  1  JTi  =  6i  ^8  "=  ^1^2  —  o,  •  •  • 

=  (6«   —  On)  -N',,-1  +  «n  (-W^l  —  JV'^2)  , 

dafs  iVn   /zugleich   mit  n  beständig  wächst.     Mau  hat  ferner 

^^  —  22  =  (6j  —  a^)  6j  —  Oj  . . . 

Nn-  Z„='  (b„  -  an)  (N^i  —  Zn-l) 

+  a,  { Nn-i  -  2„_,  -  {N^t  -  Z.-») } . 
Wenn  nun 

6,  —  a,  =  ijj  —  Oj  =  •  •  •  =  6„,_i  —  On-x  =  1 
ist,  so  findet  man  nacheinander 

JV,  -  Z,  =  JV,  -  Zj  = iV„_,  —  Z^i  =  1. 

Falls  durchaus  &„  =  a,  -|-  1  ist,  so  ist  somit  stets 

iV,  -  Z,  =  1. 

Falls  jedoch  hm  >««,+  !    ist,    so  hat  man  Nm  —  Z,,  >  1 
und  neben 

iV^,_i  -  Z^i  >  N,^t  -  Z_,  >  1 
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auch 

N^—Zn>  Nn-i  -  Z^i  .  (27*) 

Da  nun  nach  (VI) 

also  positiv  ist,  so  wachsen  die  Näherungsbrüche  Zn  :  JV« 
zugleich  mit  n  bestandig,  woraus  man  zunächst  nach  Nr.  4 
erkennt,  dafs  jeder  Bruch 

"         b,         b.        "  '        b    ~  N 
einen  Sinn  hat     Es  ist  aber  wegen 

Zn<Nn-l  F,  <1; 

also  convergirt  F»  bei  lim  n  =  +  cx>  zu  einem  positiven 
Grenz werthe  ^  1. 

Wenn  durchaus  bn  =  an  -\-  l  ist,  so  hat  man 
also  nach  (V) 

ZnN^l  —  NnZn-^i  =  Nn  —  Nn-l  =  rt,  ö^  .  .  .  ö,  . 

Setzt  man  hier  nacheinander  statt  n  1,  2  . . .  n  —  1  und  addirt 
alle  Gleichungen,  so  folgt 

Nn  =  \  +  a^  +  a^a^  -] [-  UiU^  ...«„. 

Somit  hat  Nn  bei  lim  n  =  +  oo  entweder  einen  endlichen 
positiven  Grenzwerth  v  oder  den  Grenz werth  +  oo,  je  nach- 
dem eben  die  aus  positiven  Gliedern  bestehende  Reihe  (27) 
convergirt  oder  divergirt.  Diesen  Möglichkeiten  entsprechend 
schliefst  man  aus  der  Formel 

N^  —  l  1 

V  =  — =  1  ~   — 

n  n 

lim  Fn  =  1 bezw.  1 . 

1»=:4-(X>  * 

Z.  B.  der  pcriodinche  Ecttenbrach 

L>  ..  ._ : —  -s-  .  .  .      (a^  0) 

rt  +  1         o  +  l         a+1  V»^"; 

hat  den  Grenzwerth  a  oder  1 ,  je  nachdem  a  kleiner  als  1  ist 
oder  nicht. 

Ist  6«  —  a,  +  1     (w  =  1,  2  . . .  w  —  1),  6«  >  o«  +  1, 

19* 
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80   ist  der  Grenzwerth  von  F«  bei  limn  =  +  cx)  kleiner 
als  1.     Man  betrachte  neben  F.  die  Brüche 


F'  = 


n 


« _    «1      .     öj     .         .     ®« 


K     «1  +  1     «.  + 1  «« + 1 

Da  für  n  ^  w  +  1  die  durch  den  Schlufs  von  n  —  1  aof  n 
zn  beweisende  Relation 

Nn-K>  N^,  -  K^,  >  0 
besteht,  also  neben 

ist,  so  wird  man  mit  Eülfe  von  Formel  (17)  leicht  fin- 
den, dafs 

Vn  <  K     und    lim  Vn     <    lim  F;  ^  1 

ist. 

Was  diejenigen  unendlichen  Eettenbrüche  von  der  Form  (25),  die 
unzählige  Glieder  besitzen,  worin  b^  <i  a^  -}-  1  ist,   betrifft,   so  hat 

Seidel  bemerkt^,  dafs  es  unter  den  Brüchen  von  der  reducirten  Form 

±^1_^1._^ 

Kl        kf        k^ 

wo  die  A;,  k^  , ,  .  positive  Zahlen  sind,  die  sich  steigend  dem  Grenz- 
werthe  2  nähern,  convergente  und  divergente  gebe,  ja  er  hat  die 
Existenz  eines  convergenten  Eettenbruchs  von  dieser  Gestalt  nach- 
gewiesen, dessen  Theilnenner  k^  bei  lim  n  ^^  -{-  oo  den  Grenzwerth 

y2  haben.     Stern  hat  gezeigt^,  dals  der  Ketten  brach 

'       \        \ 
convergirt  nnd  einen  positiven  Grensverth  hat,  wenn  fdr  jeden  Wertb 
von  n  die  B«lation 

besteht. 

Da  der  unendliche  Eettenbruch 

i  -^  ^  -: ^  _?  .  .  .     (fl    >  0) 

äquivalent  mit  dem  folgenden 

1  1         a.  ö»-i 

ist  [man  setze  nach  Formel  (17*) 

Ci  «=  1  :  a,     c^  =  a^_i  :  a^         (n  «  2,  8  .  .  .)] , 


\ 
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80  convergirt  er,  wenim  für  «  ^  1 

-     «H-i  —  "*«  +  ^ 


und  der  Eettenbrach 


a^  ^  -1 


nicht  gleich  1  ist.  —  Insbesondere  sind  die  Eettenbrüche 

a        q+ 1       a  +  2    . 

a        a  +  1       a  +  2 
und 

1.1  a  a  +  1    . 

1        ~ä  ~  a  +  1  ~~  a  +  2  ~  *  '  * 

äquivalent.     Falls  a  >-  0  ist,  so  hat  der  Eettenbrach 

a  a  +  1 

a  +  1       a  +  2  * 

den    Grenzwerth    -|-  1 ,    folglich    der    erstgenannte    den    Grenzwerth 

'    Ausgenommen   ist  jedoch  die  Annahme  a  =»  2 ,  welche  ihn 

divergent  macht  (vgl.  Nr.  8). 

12.    Ueber  die  Kettenbrüohe  von  der  Form  (25),  deren 
Theilzähler  nnd  Theilnenner  sämmtlich  der  Relation  (26) 

genügen, 

mögen  noch  die  folgenden  Bemerkungen  hier  Platz   finden. 
1)  „Wenn 

6«  ==  «n  +  1       (n  =  1,  2  .  .  .  t»  —  1)  ,       &m  >  «m  +  1 

ist  und  die  unendliche  Reihe  (27)  diyergirt,  so  wächst 
sowohl  Zn  als  auch  "Nn  mit  dem  Index  n  ins  Unendliche.'^ 
Es  ist  nämlich  für  n  ^  m  ^  1  (mit  Ausnahme  von  w  =  w  =  1) 

Zn  —  Z«— 1  >  a^a^  . .  a„  . 
In  der  That  hat  man 

Zn  —  Zn^i  =  (6,   -  O,  -   l)Z,-i 

+  OniZn^l  —  Zn—2)y 

also ,  da  Zm-~\  —  Z^-^^  =  a^ck^  , , .  dm—i  ist, 

Zm  —  Zm—1  >  Ö^O^  ...  «in 
Zm^l  —  Zfn>  OiOg  .  .  .  ÖTO+l 

u.  s.  f. 

Daraus  ergiebt  sich  nach  (27*) 

Nn  —  N^i  >  a^a^  ...On    (w  >  m) .  (28) 
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2)  Da  die  F»  in  einem  Sinne  und  zwar  wachsend  dem 
Greuzwertbe  A^  des  Kettenbruches  (25)  sich  nahern,  so  ist 
es  wünschenswerth,  eine  Reihe  von  Zahlen  kennen  zu  lernen, 
welche  beständig  abnehmend  ebenfalls  dem  Greuzwertbe  A^ 
zustreben.  Im  Falle  dafs  die  Reihe  (27)  divergirt, 
nehmen  die  Zahlen 

bei  wachsendem  n  stets  ab  und  es  ist  lim  K»  =  ^i. 
Sie  heifsen  nach  Stern  mittelbare  Näherungsbrüche 
von  A^,  —  Man  hat  nämlich 


Vn  = 


Vn-\-i  = 


-  «,J^^2  +  (&.  - 

l)^n-l  ■" 

(«»«+»  - 
(^+1  - 

1)  ^n  -  «, 

4-1  ^«-1 

ZnN,-, 

-   NnZ^ 

-1   =  fli^sj 

"«+1  -  ») 

a^a^  .  .  .  a^ 

o,  o. 

n 

K  -  K^i 


(^-j-1  —  "„J.1  —  1)  a,  o,  .  .  .  a. 
Vn  —  f;„_|.i  = 

Vn  ~    Vn  =  j^^  ^^^  _  ^^^^ 

Aus  diesen  Formeln  folgt 

Vn+l  <Vnj  Vn  <  Vn 

und  vermöge  (28),  dafs  bei  lim  w  =  +  oo  lim  Vn  =  lim  F, 
ist.  —  Wenu  lim  (v»  —  F„)  nicht  Null  ist,  was  z.  B.  ein- 
tritt, falls  durchweg  6„  =  a^  +  1  ist  und  die  Reihe  (27) 
cüuvergirt,  so  haben  die  Brüche  Vn  keine  Bedeutung. 

3)  „Läfst  mau  aus  dem  Kettenbruche  (25),  worin 

hn^an  +  1 

ist,  Glieder  in   endlicher  oder   unendlicher   Anzahl  weg,    so 
bleibt  ein  convergenter  Kettenbruch  zurück.'* 

4)  Bezeichnet  mau  den   Grenzwerth   des  Kettenbruches 

in  dem  in  Rede  stehcuden  Falle  mit  At,  so  findet  mau  aus 
(IX)  in  Nr.  5  für  /•:  =  n  bei  lim  r  =  +  oo 
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*i  ^  •  •  •  ^«4-1 


A-  V. 


— —  —  • 


Da,  wenn  A^  nicht  gleich  1  ist,  -4*  <  1  ist,  so  ergiebt  sich 
hieraus  mit  Hilfe  von  (28)  die  Ungleichung 

0<A,-Vn<l:Nn. 

Unter  den  hier  betrachteten  Kettenbrüchen  sind  wichtig 
die  reducirten  d.  i.  die  von  der  Form 

,11  1 

*■   •  •  •  • 

^  ^^—  — —  —  —  — —  >  •  •  —  —^     I  •  •  • 

ATj         k^  k^ 

worin  Ä;^  eine  ganze,  k^,  k^  , .  .kn  . .  .   ganze  positive  Zahlen 
>  2  bedeuten.     Sie  haben  folgende  besondere  Eigenschaften. 

1)  Die  Nenner  JV«  der  Näherungsbrüche  sind  natürliche 
Zahlen,  die  mit  dem  Index  n  beständig  wachsen.  Dasselbe 
gilt  von  den  absoluten  Beträgen  ihrer  Zähler  Z^;  die  Z^ 
selbst  sind  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  Ä^  positiv  ist 
oder  nicht. 

2)  Zn  und  Nn  sind  relative  Primzahlen. 

3)  Jeder  unendliche  Kettenbruch  von  der  in  Rede  stehen- 
den Beschaffenheit  convergirt.  Sein  Grenzwerth  A  ist  posi- 
tiv oder  negativ,  je  nachdem  k^  positiv  ist  oder  nicht,  und 
stets,  wie  in  Nr.  13  gezeigt  werden  wird,  irrational. 

4)  Die  Näherungsbrüche  F«  =  Z„  :  Nn  convergiren  bei 
wachsendem  n  beständig  abnehmend  zum  Grenzwerthe  A, 
während  die  mittelbaren  Näherungsbrüche 

Vn  =  (Zn  —  Z^i)  :  (Nn  —  Nn^l) 

steigend  demselben  Werthe  A  zustreben. 

5)  Jeder  gemeine  Bruch  r :  s,  der  zwischen  zwei  aufein- 
ander folgenden  Näherungsbrüchen  F«_.i  F«  liegt,  hat  einen 
Nenner,  der  gröfser  als  Nn  ist. 

6)  Jede  gebrochene  rationale  Zahl   läfst  sich  in 

einen  und  nur  einen  endlichen,  jede  irrationale  Zahl 

in  einen  und  nur  einen  unendlichen  Kettenbruch  von 

der  obigen  Form  entwickeln. 

Soll  irgend  eine  reelle  nicht-ganze  Zahl  £  einem  endlichen  oder 
unendlichen  reducirten  Eettenbrüche 

1         1- 


fv«  Kta 
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worin  k^  eine  ganze,  ki  k^  ,  .  .  ganze  positive  Zahlen  ^  2  sind,  gleich 
sein,  so  mala 

sein,  wodurch  k^  bestimmt  ist.    Setzt  man 

i-*o-«.       (o<«.  <i), 

80  soll 

i_    T.  _  i.  _ 

sein,  also  mofs 

sein,   wodurch   k^    völlig  bestimmt  ist.     Dabei  ist  k^  >^  1.     Eierauf 
setzt  man 

1  :  £i  «  Ä,  -  {.         (0  <  fc  <  1) 
und  verfährt  ähnlich,  u.  s.  f. 

Ist  {  ein   rationaler  Bruch   und  zwar  in   reducirter  Form  gleich 
r  :  s  («  >>  0):  so  findet  man  demnach  k^y  k^^  .  .  .  durch  die  Divisionen 

"     -  A:o  -  -^      (0<     8,     <8) 


8 


'       K--^     (0  <    s,    <  8,) 


«1  «l 


«n-1  _  ,  «n+1 


K-^        (0<«n+l<O 


8  *•  « 

n  n 

Da  die  natürlichen  Zahlen  8^  8^  .  .  .  8^  .  .  .  beständig  abnehmen ,  so 
mufs  eine  s^^^  die  letzte  sein.     Sie  genügt  den  Gleichungen 

wobei  ^•y^^  >  1  sein  mufs.     Aus    den  vorstehenden   Formeln   folgt  die 

Gleichung 

r         .  1         1  1 


I.  ... 


o  A^i  him  h>, 


Wenn  4  irrational  ist,  so  bricht  die  Reihe  der  Gleichungen 
g-  =  Ä;,  -  J,  .  .  .  —  =  At^  —  J^_^j  .  .  . 

niemals  ab.     Dafs  der  so  ermittelte  Eettenbruch 

k  -   ^-   '     ^ 
den  Grenzwerth  £  hat,  wird  so  bewiesen.     Man  hat  zunächst 
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>^. -6 


Da 

ist  und  iV^  zugleich  mit  n  ins  Unendliche  wächst,  so  ergiebt  sich  in 

der  That 

lim  F,  =  6  . 


18.    Die  Irrationalität  gewisser  tmendUoher  Kettenbrüohe. '°) 

Satz^     ..Sind  im  endlichen  Kettenbruche 


>r 


ea^ 


wo  £  gleich  +  1  oder  —  1  ist,  die  Theilzähler  a„  und  die 
Theiluenner  6«  sämmtlich  natürliche  Zahlen,  welche  von 
einem  bestimmten  Werthe  von  n:  n  =  m  an,  falls  6  =  +  1, 
der  Relation  bn^On,  falls  6  =  —  1  ist,  der  Relation 

6n^a, +  1 

genügen,  jedoch  so,  dafs  in  der  letzteren  für  unzählige 
Werthe  von  n  das  obere  Zeichen  gilt;  so  ist  der  Grenz- 
werth  des  Kettenbruches  eine  irrationale  Zahl/' 

Beweis.  Wir  wollen  zunächst  annehmen,  dafs  die  er- 
wähnten Relationen  von  n  =  1  an  gelten.  Hätte  der  Ketten- 
bruch (a)  einen  positiven  rationalen  Grenzwerth ,  m^:  m^  in 
reducirter  Gestalt,  so  mufs  auch  der  Kettenbruch 

gleich  einer  positiven  rationalen  Zahl  sein,  die  wir  mit 
fig  '  ^1  bezeichnen,  wobei  es  zunächst  unentschieden  bleibt, 
ob  fi^  ganz  oder  gebrochen  ist.  So  fortfahrend,  setzen  wir 
nacheinander 

r+F^+ «-    («  =  3,4...), 


'ii-l-1  f'n—i 
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sodafs  f^;  ^4  •  •  •  positive  rationale  Zahlen  bedeuten.     Daraus 
folgt  aber 

fS^i_an-i ^^       (n  =  2,3...), 

wobei  statt  fiQ  [ii,  m^  Wj^  zu  schreiben  ist,  und  weiter,  dafs 

£^n  =  a«-i/ü«_2  —  6«_i/ü«_i     (n  =  4,  5  . . .) 

ist.     8omit  müfsten  auch  ^^  f^s  •  •  •  ^n  •  •  •  natürliche  Zahlen 
sein: 

fi«  =  Wn     (n  =  2,  3  . . .) . 

Die  Brüche 

üb.     ^  .  .  .   *^*i» 

sind  sämmtlich  acht  (vgL  Nr.  9,  11),  so  dafs  m„  <  t/J»_i  sein 

mufs.     Das  ist  jedoch  unmöglich,  da  die  Reihe  m^  m^ . . .  m. . . . 

ohne    Ende   fortläuft.      Der   Grenzwerth  des   Eettenbraches 

(a)  mufs  also  irrational  sein.  —  Falls   die  Relation  ^»^0« 

bezw.  6«  ^  a^  +  1  nicht  von  n  ==  1  an  besteht^  so  wird  der 

Satz  mit  Hilfe  der  Formel  (IX)  in  Nr.  5  bewiesen. 

Der  vorstehende  Satz  ist  die  ümkehning  des  folgenden.    „Ver- 
steht man  unter  a^  a,  .  .  .  a^  .  .  .  eine  endlose,  genau  definirte  Reihe 

von  natürlichen  Zahlen,  so   läfst  sich  jede  irrationale  Zahl  £  verwan- 
deln sowohl  in  einen  unendlichen  Eettenbruch  von  der  Form 

''+x  +  i  +  --  +  t+-- 

worin    die    b^    von  n  »»  1    an    natürliche    Zahlen ,    die    der    lielaiion 
h^  >  a^  genügen,  bezeichnet,  als  auch  in  einen  von  der  Form 


o«    .     «1    .  .    '*« 


^'~'t        b,  b 


n 


worin    die    b^    von   n  >»  1  an    natürliche   Zahlen,    die    der    Relation 

b^^  %  -\-  l  genügen,   bezeichnen,     b^  kann  in  beiden  Fällen  irgend 

eine  ganze  Zahl  sein.**  —  Der  Beweis  des  ersten  Theiles  des  Satzes 
wird  so  wie  der  des  Satzes  in  Nr.  10,  welcher  einen  besonderen  Fall 
desselben  bildet,  geführt,  der  des  zweiten  Theiles  so  wie  der  des  darin 
enthaltenen  Schlufssatzes  von  Nr.  12. 
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Periodische  Kettenbr&clie. 

14.  Entsteht  eiu  unendlicher  Kettenbruch  dadurch,  dafs 
von  einem  gewissen  Gliede  an  eine  aus  einer  bestimmten 
Anzahl  von  Gliedern  gebildete  Folge,  welche  die  Periode 
heifst,  fortwährend  wiederholt  wird,  so  heilst  er  periodisch 
und  zwar  rein-periodisch,  wenn  die  Periode  beim  ersten 
Gliede  beginnt,  gemischt-periodisch,  wenn  ihr  Glieder 
vorangehen,  wozu  jedenfalls  die  additive  Zahl  b^  zu  rechnen 
ist.  Es  genügt  offenbar,  sich  mit  den  rein-periodischen  Ketten- 
brüchen zu  befassen.  Wir  legen  uns  demnach  den  unend- 
lichen Ketten  bruch 

S  +  S  +'--+T+l  +  --  (29) 

vor,  worin  die  m  ersten  Glieder  die  Periode  bilden.  Die 
Theilzähler  a^  . . .  a,„  und  die  Theilnenner  bi  , .  ,bm  können 
beliebige,  reelle  oder  complexe,  Werthe  haben,  nur  soll 
keiner  der  ersteren  verschwinden.  Wenn  der  Kettenbruch 
(29)  convergirt,  so  mufs  der  Grenzwerth  x  der  quadratischen 
Gleichung 

genügen.     Bezeichnen  wir  die  dem  Kettenbruche 

^  ^  ^  ^         ^  K 
zugehörigen   Zähler   und   Neuner   der  Näheruugsbrüche   mit 
Zn  Nn ,  80  findet  man  hieraus 

x  =  -^"'-~^-^  (29*) 


1 

N,n-.x'  +  (N„^  —  Zrn-ljx-Z^  =  0.  (30) 

Mit  voller  Strenge  ergiebt  sich  (29*)  aus  den  Formeln 
(10)  in  Nr.  5. 

Nun  ist  noch  zu  untersuchen,  welche  der  Wurzeln 
dieser  Gleichung  der  Grenzwerth  von  (29)  ist.  Diese  und 
die  Frage  nach  der  Convergenz  von  (29)  läfst  sich  in  einigen 
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Fällen  leicht  erledigen.  Sind  z.  B.  die  Theilzähler  und  Theil- 
nenner  von  (29)  sämmtlich  reell  und  positiv^  so  ist  der  Bruch 
(29)  stets  convergent,  indem  die  unendliche  Reihe  (23)  in 
Nr.  9  als  eine  periodische  gewifs  divergirt.  Sein  Grenzwerth 
ist  die  einzige  positive  Wurzel  von  (30).  Auch  im  Falle, 
daTs  die  Theilzähler  sämmtlich  negativ  sind  und 

hn  +  On'^l 

ist;  wird  man  mit  dem  bisher  Vorgetragenen  ausreichen,  um 
allgemeine  Sätze  zu  erhalten,  betrachte  man  die  Näherungs- 
brüche  von  (29)  unmittelbar.") 

Wir  bezeichnen  die  Zähler  und  Nenner  der  Näherungs- 
brCiche  des  Kettenbruches  (29)  durchweg  mit  Zn  und  iV«. 
Dann  ist  nach  den  Formeln  (IV)  in  Nr.  3  für 

p  8SS  hm  +  r      k  =  hm  +  1 

■nr  ^ -KT  I    -KT -KT  [r  =  ljZ...m).      (61) 

Wir  brauchen  nur  independente  Formeln  für  die  vier  Aus- 
drücke Zkm-i  Nhm—i  Zhm  -Nim,  wobci  vicr  Fälle  zu  unter- 
scheiden sind. 

I.  Es  sei  Nnt^i  nicht  Null  und  die  Wurzeln  (a,6) 
der  Gleichung  (30)  verschieden. 

Wir  führen  anstatt  Nm—i  N,n  die  Zahlen 

N„,  +  6i^,,_i  =  d 

ein ,  so  dafs 

(a  —  b)Nrn-i  =  c  —  d       (a  —  b)N,n  =  ad  —  bc 
ist.     Mit  Hilfe  der  Formeln 

Z,n^l  —  Nrn  =  («  +  b)  N^-l 

Z,n  ==  —  abNyn-i 

finden  wir  dann 

(a  —  b)  Zjn—i  =  ac  —  bd 

(a  —  b)Zm  =  ab  (d  —  c) . 

Hieraus  folgt  noch 

Z,nN„,-i  -  Z„,-iN„,  =  -  cd,  (32*) 

so  dafs  weder  c  noch  d  Null  sein  kann. 


(32) 


Periodische  Eettenbrfiche. 


301 


(33) 


(34) 


Den  Gleichungen 

AA+l)m— 1  =  Zfn^iZkm—1  +  Nm—lZhm 
•^(H-l)"»— 1  =  Zm—iNkm-l  +  Nm—lNhm 
^(AH-l)m  =  Zm  Zkm^l  +  Nm  Zkm 
N^k^iym        =  Zm      -Nim— 1  +  Nm      Nkm 

genügen  identisch  die  Ausdrücke  {h  ^  1) 

,       (a-&)2V*m-i  =  c*  -d* 

(a  -  b)ZHm     =  a6  (d*  -  c*) 

(a-6)JVim     =ad*      —  &c* 

II.  Es  sei  -Nm— 1  nicht  Null  und  die  Wurzeln  a  b 
von  (30)  einander  gleich.  Wenn  6  =  a  ist,  so  ergiebt 
sich  mit  Hilfe  von  (32)  und  der  Annahme 

N„,  +  aN„,^i  =  c       Zm-i  =  c  +  aNrn-i 
Hieraus  folgt  noch,  dafs 

SO  dals  c  nicht  Null  sein  kann. 

Den  Gleichungen  (33)  genügen  identisch  die  Ausdrücke 

(A>1) 

2im-i  =  c*-i  {c  +  haNm^i)] 

Znm hc^-'a'Nn^i 

Nnm     =  c*-^  (c  —  ÄoJV,„_i) 

IIL  -Nm— 1  =  0,  Nm  —  Zm~-i  uicht  Null.  Zm-1 9  Nm  sind 
nicht  Null.  Bezeichnet  man  die  Wurzel  von  (30)  mit  a, 
80  ist 

{Nm  -  Zm^i)a  =  Z^  . 

Den  Gleichungen  (33)  genügen  identisch  die  Ausdrücke 

(Ä>1) 

Zhm—1  =  ^)tir-\  Nkm—l  =  0 


(35) 


IV.  N^i  =  0  N,„  —  Z,„^,  =.  0.  Z^i  ist  nicht  Null 
Den    (ileichungen    (33)    genllgen    identisch    die    Ausdrucke 

Z*«  =  A2«JV^'       N^„  =  N*^.  (37) 

Gestützt  auf  die  Torstehenden  Formeln  wird  man  die 
lEiir  Convergenz  des  periodischen  Ketten  brach  es  (ST)  noth- 
weudige  und  hinreichende  Bedingung  leicht  auffinden. 

Satz.  „Der  Kettenbruch  (29)  convergirt  im  Falle 
I.  dann  und  nnr  dann,  wenn  der  absolute  Betrag  des 
Quotienten  c:  rf  nicht  gleich  1  und,  falls  m  ^  2  ist, 
keine  der  Zahlen 

Zr  —  bNr      (r  =  0,\,...m  —  2) 
Null  ist.    Dabei  sind  die  Bezeichnungen  a  b  Botet- 
wendet,  dafs  |c{>{(f{  ist.     aist  der  Grenz  werth  des 
periodischen  Ketteubruches  (29), 

Im  Falle  II.  convergirt  der  Eettenbruch  (29)  und 
zwar  ist  sein  Grenzwerth  die  einzige  Wurzel  von 
(30)  a  ^  b." 

Unter  allen  übrigen  Umständen  z.  B.  in  den  Fällen  IH 
und  IV  divergirt  der  Kettenbruch." 

Beweis.  Die  Convergem  des  in  Eede  stehenden  Ket- 
tenbruchea  setzt  voraus,  dafs  von  einem  bestimmten  Werthe 
von  n  an  kein  Nenner  N^  verschwindet.  Aus  (34)  ist  eraiclit- 
lieh,  daJä  es  Werthe  von  h,  wofür  W*m_i  =  0  ist  imd  die 
gröfser  als  irgend  eine  gegebene  Zahl  G  sind,  dann  und  nur 
dann  giebt,  wenn  d:c  gleich  einer  von  +  1  verschiedenen 
Ei  nheits Wurzel  ist.  rf  :  c  =  1  ist  nämlich  unmöglich.  Dia 
Nenner  der  übrigen  Näherungsbrüche  sind  nach  (31) 

(r  — 0,  1  ...m  — 2). 
Dieser  Ausdruck  ist  fOr  den  bestimmten  Werth  h^h 
Null,  falls 


d:c—  Y(Z,  ■ 
ist,  wobei  Zr  —  aKr  als 
ist.    Damit  ergiebt  sich  für  A  u  in 


m,):{Z,  —  aN,) 

on   Null    verschieden   angesehen 
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f  (Z^  -  bN\n-i) 

(a  -  6)  JV*,.+.  =  c*- .  (Z.  -  bNr)  |l  -  (;^fn^)      )  , 

welcher  Ausdruck   dann  und  nur  dann  verschwindet,   wenn 
n—l=pl    und    (Zr  —  ftiVr) :  (^r  —  aJ^r) 

eine  P®  Einheitswurzel  ist.     Nunmehr  ist  die  eine  Ä;P®  Ein- 
heitswurzel. —  Wir  bilden  jetzt 

Der  Ausdruck  rechts  umfafst  alle  Näherungsbrüche ,  da 
Zo  =  0      2Vo  =  1       Z^i  -  aJV^i  =  d 

Zjnr-l  —  bNfn^i  =  C 

ist.     Wenn  die  Bezeichnung  a  so  gewählt  ist,  dafs 

I  d  I  :  I  c  |<  1 
ist,  so  findet  man  aus  der  vorstehenden  Formel 

Am  I  r 

lim     -KT^^  =■  o  • 

Nur  darf  auch  für  keinen  der  Werthe 

r  =  0,l...w  —  2      Zr  '-bNr  =  0 
sein.     Denn  für  einen  solchen  hat  man 

80  dafs  Z«  :  Nn  bei  lim  n  =  +  cx)  keinen  Grenzwerth  hai"*) 
Im  Falle  U.  ist 

^Am+r  =    {Ä(Z,  -  aNr)  N,n-1  +  NrC](^'' 

(r  s==  0,  1  . . .  w  —  1) . 

Dieser  Ausdruck  konnte  für  unzählige  Werthe   von  h 
nur  in  der  Art  verschwinden,  dals 

Zr  —  aNr  =  0    und     Nr  =  0 

ist.     Das  ist  jedoch  unmöglich,  da  Nr  Zr  nie  zugleich  Null 
sind.     Aus  der  Formel 

folgt 


lim   j^  -  o, 
-  aNr  =  0  sein  sollte. 


IB.    BelBpiele  sum  Satse  der  vorigen  Nnnuner. 

Dabei  mügen  nämintliche  Theiliälliler  uud  Theilnenner  reell  Mio. 

1)  Sind  im  Falle  I.  die  Wurzeln  der  Gleicliung  (30) 
compIeK,  HO  sind  sie  nunmehr  conjugirt.  Also  sind  auch 
c  d  coujugirte  Zahlen,  so  dafs  \c:d\^  1  ist.  Der  periodische 
Ketteobrucb  ist  mithin  divergent.  —  Da  die  Theikähler  und 
Theilnenner  eines  Kettenbruches  stets  so  bestimmt  werden 
kSnnen,  dafs  Z^-i  ^m—i  Z,„  N,„  beliebige  Werthe  erhalten, 
so  mögen  ah  cd  willkürlich  sein,  nur  darf  wegen  (32*) 
weder  c  noch  d  ver»cliwiudeu.  Es  wird  also  auch  solche 
periodische  Kettenbrüche  mit  reellen  Theüzähfem  und  Tbeil- 
uennern  geben,  wofür  c  -\-  d  ^Q  ist  Ein  jeder  von  ihnen 
ist  divei^ent,  während  die  ihm  entsprechende  Gleichung  (30) 
reelle  Wurzeln  haben  kann.  Kettenbrüche  dieser  Art  mit 
zweigliederiger  Periode  lassen  sieh  stets  auf  die  Form 
B  .  (fl'  +  J);B  j 
1  A:B  "1 

bringen,  zu  welcher  die  Gleichung  x*  —  2Bx  =  Ä  gehurt. 
Dabei  ist 

c  =  —  ,i  =  yw+Ä. 

S)  Der  reiu-periodiHche  £ettenbmch  mit  der  Periods 

^  +  1  +  ^  +  ^  +  ^  +  7 

Mut  auf  die  quadratische  Gleichong  6a!*  +  tlx  -|-  86  =^  0,  deren 
Wnraeln  —  y  und  —  3  aind.  Hierbei  iBta  =  —  V  6  =  ~3  c  —  S 
d=-\.  Da  Z,  —  hü,  =  0  ist,  bo  divergirt  der  to  Rede  stehende 
periodiacbe  Kettenbruch  und  zwar  bat  man 


Hd 


3^«^ 


(r  —  0,  1,  2,  4,  6) 


=  —  S. 


3)  Sind  Ui  .  ,  .  o^,  i»|  .  . ,  i»„  aamnitlich  punitiv,  bo  aind  Z„  N^ 
positiv.  Die  Gleiobting  (80)  bat  entgegengeBetKt  beseichnete  Wanelu. 
Ke  ist  cd  =  (—  l)"  o,  o,  .  .  .  «„  nach  (3S*)  and 

c  -  d  =  Jtf„_,(fl  -  6)      c  +  rf  -  y.„,^,  +  N„  C39) 
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Nimmt  man  a  ^  0  an,  so  ist  c  positiv  und  c  ^  |  (2  | .  Da  aufserdem 
wegen  6  <  0    Z^  —  6i\r^  >  0,  so  ist  in  dem  betrachteten  Falle  der 

Kettenbruch  (29)  convergent  und  die  positive  Wurzel  der  Gleichung 
(30)  sein  Grenzwerth.  —  So  ist  der  Grenzwerth  des  unendlichen 
Kettenbruches 

4^4--4;-i-^-i (Ä>0   B>0) 

2B^  2B^  2B^  ^^^^        ^  ^' 


die  Wurzel  a  =  V-B*  +  ^  —  B  der  Gleichung  a:^  +  2Ba:  —  -4  =  0. 
4)  Sind  a^  ,  ,  .  a^  negativ,  ^i^j  .  •  •  &„j  positiv,  so  schreiben  wir 
statt  a^     —  a^,  statt  Z^     —  Z^.    Ist  dann  wie  in  Nr.  11 

^r^^r-^^        (r  =  1,  2  .  .  .»»), 
so  ist  i\r^  >  0    Z^  >  0.    Die  Gleichung  (30)  hat  entweder  zwei  negative 

Wurzeln  oder  die   einzige  Wurzel  a:  =»  —  1 ,  was  nur  im  Falle ,  dafs 
durchweg  &^  =  a^  +  1  ist,  eintreten  kann.     Es  ist 


2JV„._i       ±y\     iN,„_,      )        Ar,;_~' 

Nach  Nr.  11  und  12  hat  man 
also 

(^\,  -  -^^m-l)'  -*«.«.•••«„  ^  (^™  +  ^„.-1  -  ^^m-l)'-  (39) 

Nur  falls  das  untere  Zeichen  in  dieser  Formel  steht,  also  wenn  durch- 
aus 6^  B»  a^  -|-  1  ist,  kann  die  Discriminante  der  Gleichung  (30)  Null 
sein  —  und  zwar  dann,  wenn 

tn    '        m— 1  m — 1 

ist.  In  diesem  Falle  hat  die  Gleichung  nur  die  Wurzel  a;  =  ~  1 ;  der 
periodische  Kettenbruch  convergirt  und  sein  Grenzwerth  ist  —  1. 

Sind  die  Wurzeln  von  Gleichung  (30)  verschieden,  so  gebrauchen 
wir  die  Hilfszahlen  c  d,  die  nun  gleichbezeichnet  sind.    Da  N^  >  Z^^_^ 

itft,  so  sind  nach  (38)  c  d  positiv  und  es  mufs  a  die  algebraisch 
gröfsere  der  Wurzeln  von  (30)  sein.     Somit  ist 

m     '        in — 1 


6  =  - 


2JV„_i 
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I   hervorgeht,   liaJa   I  6  |  ^  1   ist.     Das 
+  -Z„_,  <2JV„_,  ut, 


JBt.     Wenn  aber  JV 


Uie  Ansdrücke 


K"^HIS-) 


-  (1  +  6)  W,     (r 


fi-S) 


1  also  positiv.     Es  ergiebt  sich  tiieniiircb,  ilaJa  <ler  Ketteubrucli  [39) 
vergirt  und  dafs  sein  Grcnzwerth  a  ist, 

5)  Daiä  !□  dem  zuletzt  betrachteten  Falle  der  periodische  KettO' 
cb  auch  daiiu  convergiren  bann,  wenn  nicht  durcbaos  '',  'C  "r  "H 
zeigt  sich  im  dem  unendlichen  Kettetihruch 


2£        2JJ 


(j4  >  0,  fl  >  0) . 


Die  Gleichung  {3ü)  geht  nun  in  «  +  SBi  +  .4  =  0  über.  Wem 
B*  —  yl  >■  0  ist,  so  sind  ihre  Wurzeln  a  b  reell  und  negativ.  U 
a  >  6,  BO  hat  man  c  =  ~  b  d  =  ~  a.  Der  vorstebeiide  Kettrabnid 
convergitt  demnach  und  sein  Grenewerth  ist 


)  daTa 


ist.  —  Auch  trenn  L 
Bein  Grencwertb  ist  - 


^B  +  yn' 


") 


I    convergirt   dür  Kettenlnicb ; 


Sind  die  TheilzÜhler  und  Theiluenner  eines  convergentea 
periodischen  Kettenbruches  ganze  oder  rationale  Zahlen,  m 
ist  sein  Grenzwertli  Wurzel  einer  ganzzahligen  quadraIJscheu 
Gleichung.  Wir  sahen  soeben,  dafs  man  umgekehrt  eine  der 
reellen  Wurzeln  einer  solchen  Gleichung  x-  +  21}x  =  j:A 
vio  A  B  rationale  Zahlen  seien,  in  einen  rein-periodischen 
Kettenbruch  verwandeln  kann;  für  die  andere  findet  mw 
dann  hieraus  einen  gemischt-periodischen.  Ea  läfat  sieb  aber 
auch  zeigen,  —  worauf  jedoch  hier  nicht  eingegangen  wcrdw 
Boll'^)  —  dafs  sich  jede  reelle  Wurzel  einer  ganzzaHlig*" 
quadratischen  Gleichung  in  einen  einfachen  periodiicben 
Kettenbruch  und  in  einen  aolchen  von  reducirter  ForOj 
dessen  Theiluenner  aiimmtlich  natürliche  Zahlen  ^  3  si""! 
entwickeln  läl'st. 
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6)    Besondere    Berücksichtigung    verdient    der    einfachste    aller 
periodischen  Eettenbrüche 

1     •     1     •     1     • 

--  +Y+  1+'"  (*^) 

Dafür  ibt  JV_j  =«  if^  —  0    iV^  =  Z^  =  1,  also  allgemein  -AT,  ,  ^  ==  Z^ 

{h  ^  0).     Die  quadratische  Gleichung  (30)  geht  über  in 

.x*  +  a;  =  1 . 

Der  Grenzwerth  des  Kettenbruches  (40)  ist  die  positive  Wurzel  der- 
selben 

a  =  i(V^-l). 
Zugleich  ist 

c  =  A',  +  JV.a  =  -iO/ö  +  1)        d  =  JV,  +  JV„6  =  i  (1  -  y"6). 
Man  hat  daher  nach  (34)  für  m  =  1 

vr.^.-(i±i^)'-(i^v:i)'. 

Die  Zahlen  Z^ ,  wofür  Z^^  =  -^a— 2  "I"  -^a— 1  ^*'»  ^-  ^• 

^0  =-  0    Zi  =  1     ;?j  =  1    ;^3  =  2    Z^  «  3    Zj  =  5  .  .  . 

heifsen  die  Schimper^ sehen  oder  Lame 'sehen  Zahlen.     Z^  giebt 

die  Anzahl  der  Glieder  des  Zählers  des  h^^  Näherungsbruches ,  falls 
60  =  0  ist,  sowie  des  Nenners  des  (h  —  1)***^,  bei  unbestimmten  Theil- 
zählern  und  Theilnennern  an.  Denn  setzt  man  durchaus  %  =  l  h^^  =  1^ 
80  wird  ein  jedes  Glied  dieser  Ausdrücke  gleich  1. 

16.    Verwandlung  von  unendlichen  Reihen  in  unendliche 

Kettenbrüche.  ^*) 

Die  Aufgabe,  einen  «-gliederigen  Kettenbruch  aufzu- 
stelleu^  dessen  aufeinander  folgende  Näherungsbrüche  gleich 
den  gleichvielten  Partialsummen  des  aus  (n  +  1)  Gliedern 
bestehenden  Aggregates 

^o  +  ^i—'^^+^'z f-  (—  ^y^^tVn  (a) 

Bind,  bildet  einen  besonderen  Fall  der  in  Nr.  G  beliandelten 
Aufgabe  4.  Wir  lassen  die  Nenner  N^  N^ . . .  N^  vorderhand 
tinbestimmt  und  setzen 

Z,  =  m;o        Zj,=  j«'o  +  ^  (-  1)'-* «'.  j  Np 

(p  ^  1,  2  . . .  n) . 
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Dann  hat  man 

^0  —  «<'o         «1 

=  n\  Ni         hl  =  ^1 

wobei  Nq  =  1  zu  setzen  ist.  —  Zunächst  wollen  wir  die 
ttp  hp  zu  ganzen  Functionen  der  Wp  machen ,  wozu  die  An- 
nahmen 

Ni  =  l        Np  =  w^w^ .  • .  Wj^i        Q)  =  2,  3  . . .  w) 

ausreichen.     Dadurch  wird  a^  =  «»g     b^  =  fr,  —  w^ 

ttp  =  Wp^^Wp        hp  =  w?p_i  — -  ?r^     (|3  =  3  . . .  n), 

so  dafs  man  die  Gleichung  erhält 

«<^o  +  «^^1  —  ««^2  H h  (—  l)"~^w'» 

Wenn  m?o  =  0,  Wp=^  x^  :  Cp  ist,  so  mag  man  setzen 
Np  =  c^c^ , ,  .Cp     (p  =  1,  2  . . .  n) , 
wodurch  man  neben  ö,  =  rc     ^i  =  ^i  ^^r  i^  =  2,  3  . . .  « 

Afp  =  Cp-i^;        hp  =  Cp  —  r;>_ia: 
erhält.     Es  ist  also 

f-e    +•••  +  (-  1)-'^ 

=  Ü:  J ^^_   J ^'-'^-   J j .^-'•:^-— .  (B) 

Ist  endlich  Wq  =  0    fr^,  =  x^' :  rfirf^ . . .  dp,  so  setze  man 
Np  =  rfjJo . . .  rf,,         {p  =  l,  2  . . .  n) , 
wodurch  sich  die  Umformung 

^   —      _    J L  f_  1 V-» 

=  ^  _L  _iiJ!L  J.  ._Ai^.    4- L  ^i;''-        (C) 

ergiebt. 

Aus  den  Formeln  (A)  —  (C)  ist  ersichtlich,  dafs  wenn 
man  die  Reihe  links  und  den  Kettenbruch  rechts  ohne  Ende 
fortlaufen  läfst,  die  bez.  unendliche  Reihe  und  der  imeiidlich^ 
Kettenbruch  äquivalent  sind,   d.  h.  jede  Partialsumme  der 
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ersteren  gleich  dem  ebensovielten  Nüberungsbruche  des  letzteren 

ist.    Convergirt  insbesondere  der  eine  von  beiden  Ausdrücken, 

so  auch  der  andere  und  es  haben  beide  denselben  Grenzwerth. 

Beispiele.     1)  Nach  (B)  orgiebt  sich  für  alle  Werthe   von  ä, 
deren  absoluter  Betrag  1  nicht  übersteigt,  mit  Ausnahme  von  x  =  —  i, 

I  (1  +  «)  =  «---+ 

Für  alle  anderen  Wcrtho  von  x  divergiren  beide  Seiten  dieser  Gleichung. 
Neben  äquivalenten  Reihen  und  Kettenbrüchen  giebt  es  auch  solche, 
deren  Convergenzbercichc  nur  theilweise  übereinstimmen.   Die  Function 

läfst  sich  für  alle  a?,  deren  absoluter  Betrag  kleiner  aU  1  ist,  in  eine 
Potenzreihe  und  somit  nach  der  Formel  (B)  in  einen  äquivalenten 
Eettenbmch  entwickeln.  Aus  (b)  findet  man  für  dieselbe  Reihe  die 
Darstellung 

sc^        ,        X        '       2*a;       ;        3*a;       • 

Tjr+'x)  ""      """  Y'^'x  "^  3~— '2ä  "*"  4  —  3a;  "^         * 

Die  Potenzreihe  links  divergirt  für  alle  Werthe  von  a;,  wofür  j  a;  j  >  1 
ist,  während  der  Eettenbmch  rechts  sicher  für  die  reellen  darunter 
convergirt  und  zwar  den  Grenzwerth  Null  hat. 

2)  Ebenfalls   nach  (B)   erhält  man  für  alle  x*,.  deren  absoluter 
Betrag  1  nicht  übersteigt,  aufser  a;  =  +  » 

X    ;        .X«        .       3'»a;^       :       b^x^       i 

arc  tan  x  = +  - — h     .  _l  .  .  . 

1   ^  3  -  a;  ^  6  —  3a;  ^  7  —  5a;  ^ 

3)  Mit  Hilfe    von  (C)    ergiebt   sich   für  jeden    endlichen   Werth 

von  X 

X  _  .    ,  -  ^    .     _?        ._     2x_     ._         _:_(.♦*—  1)  ^  ^ 
"^    1     '   2  +  x-  '     3  +  X  '     ■  *  '  n  +  X- ' 


17.    Verwandlung  des  Quotienten  zweier  Fotensreihen 

in  einen  Kettenbruoh.  *'') 

Es  seien  Fq{x)  l\{x)  Reihen  nach  ganzen  positiven 
Potenzen  von  Xy  wobei  x  zugleich  einen  Werth  in  ihrem 
Semeinsamen  Convergenzbereiehe  bezeichnet.  Ist  2^^1(0)  nicht 
Null,  so  ist 

^ine  gewohnliche   I^otenzreihe   nach   x   ohne  a?- freies  Glied. 
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Nehmen  wir  an,  dafs  sie  mit  dem  Gliede  mit  x  beginnt  und 
bezeichnen  wir  ^^(O)  :  JF\(0)  mit  6^,  so  können  wir 

setzen,  worin  a^  irgend  eine  von  Null  verschiedene  Zahl  sein 
kann  und  I^eC^)  ®i°®  Potenzreihe  nach  x  bedeutet.  Ist  K(Oj 
nicht  Null,  so  hat  man  auf  ähnliche  Art 

b,  =  t\ (0) :  F,(0)      F, (x)  =  b.F^ix)  +  a,xF,(x), 

wo  a^  irgend  eine  von  Null  verschiedene  Zahl  sein  kann. 
Sind  i^3(0),  F^{0)  . .  .  nicht  Null,  so  darf  man  setzen 

Fn  (X)  =  bn  Fn-^i{x)  +  flf n+1  Ä? ^«+2 (a^)  ,       («  =  3,    4  .  .  .) 

worin  a.^y  (i.i  »  -  -  beliebige  Zahlen  sein  dürfen,  nur  keine 
gleich  Null.  Da  mithin,  wenn  nur  x  ein  solcher  Werth  ist, 
dafs  keine  der  Functionen  JP\(a;),- JF^C^)  •  •  •  verschwindet, 

-^  0  W  _  I,     I «l5_  _ 


FA^)  '    '     F,ix):F,{x) 

ist,  so  erhält  man  für  Fq{x)  :  Fi(x)  zunächst  den  endlichen 
Kettenbruch 

Foix)  __  ,       ,a,x:    a.x     :  ,^ 

i       «n^      I       «„+1  ^  K^o  W 

Damit  man  von  dieser  Formel,  worin,  wie  wir  annehmen, 
n  jede  natürliche  Zahl  sein  darf,  zur  Entwickelung  des  Quo- 
tienten F(^{x)  :  Fi(x)  in  einen  endlosen  Kettenbruch 

5:11  =  ^0  + -;f  +  --^  +  ---  +  ^  4- •••    (D) 

übergehen  darf,  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dafs  der 
rechts  stehende  Kettenbruch  convergirt  und  den  Grenzwerth 
F^{x) :  F,{x)  hat.  Wird  Fn{x)  :  Fn-^i{x)  (n  >  1)  mit  P,(4 
der  n^  Näherungsbruch  des  Kettenbruches 

mit  Zn  :  Nn  bezeichnet,   so  hat   man  nach  den  Formeln  (II) 
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Convergirt  der  Kettenbruch  (c),  so  hat  der  zweite  Factor 
rechts  bei  lim  n  =  +  c»  den  Grenzwerth  Null.  Bleibt  der 
absolute  Betrag  des  ersten  Factors 

für  alle  Werthe  von  n  unter  einer  bestimmten  Zahl,  so 
ist  äj^cher 

lim  (if,  :  Nn)  =  Fo(x)  :  F,(x) .  ff) 

Ist  X  reell  und  sind  h^  62  •  •  •)  ^1^  a^x...l\{x)  l\(x) , . , 
sämmtlich  positiv,  so  liegt  der  Ausdruck  (e)  zv^ischen  0  und 
1  und  es  besteht  die  Relation  (f),  wofern  nur  der  Ketten- 
bruch (c)  convergirt. 

Ist  X  =  Xq  ein  Werth ,  wofür 

F,(x),  F,(x)  . . .  F,^rix)    (p>2) 

von  Null  verschieden,  Fpixj'^O  ist,  so  bricht  der  Ketten- 
bruch auf  der  rechten  Seite  von  (D)  beim  Gliede  Up—^Xq  :  hj^% 
ab.     Besteht  aber  die  Gleichung 

80  gilt  auch  die  Formel  (Ü)  für  X'=  x^.  Das  folgt  aus  (X) 
in  Nr.  5  unmittelbar  bei  lim  r  =  +  c». 

18.    Anwendungen.  ^^) 
Betrachten  wir  die  Potenzreihen 


J\(^)    —   1    +    y    +  2!y(y  +  l) 


ä"* 


"*  I-  m!  y  (y  +  1)  .  .  .  (y  +  m  -  1)  "^ 

Fn  (X)  =  ^yTpi )  .  .  .  (y  +  w  -"!)" 


+  ^"*m!y(y  +  1)...  (y +  w  +  m"-l)       (**  —  ^'  ^•••)' 
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welche,  falls  y  nicht  Null  oder  eine  negative  ganze  Zahl  ist, 
für  jeden  endlichen  Werth  von  x  convergiren,  so  finden  wir 
sofort  die  Relationen 

Fn{x)  -  {y  ^- n)Fn^^{x)  =  xF^^ix)     (n  =  0, 1,  2  . . .). 
Wenden  wir  nun   die  Entwickelung   der  vorigen  Nr.  an,  so 
entsteht  die  Frage,   ob   der  Quotient  F^ix)  :  F^{x)  dem  un- 
endlichen Kettenbruche 

r  +  yii  +  y-!f2  +  •■•  +  ^  +  •  •  •         (g) 

gleich  ist.  Ist  x  reell  und  y  positiv,  so  sind  zwei  Falle 
zu  unterscheiden. 

1)  Wenn  x  positiv  ist,  so  verschwindet  weder  ^oW; 
noch  eine  der  Functionen  Fn(x).  Der  Kettenbruch  (g)  con- 
vergirt  nach  dem  2.  Corollare  in  Nr.  9,  daher  hat  man  zu- 
folge der  Schlufsbemerkung  in  Nr.  17  für  a;I>0 

Setzt  man  hier  y  =  y  und  x  =  \y^ ,  so  dafs 

ist,  so  ergiebt  sich  die  für  jedes  reelle  y  giltige  Kettenbrucli- 
entwickelung 

_^T_^~!  ^  y  1.  y^  jL  f  j        i     y^      I 

cV  4-  g-y         1    "•     3   "•     ö     ■"  '    2n  +  1  "*"  *  "  • 

Ist  y  eine  rationale  Zahl  r  :  s  (wo  r  eine  ganze,  s  eine 
natürliche  Zahl  >  1  bedeutet),  so   geht   diese  Formel  über  in 

r  r 

I  ■  ■  -   -  --      I     —  -  I  I     —     I     ...  _x_ .  _  _  _  _       I  ■  •  •  • 

JL         __L  «     '    3s  ~  6s    '  «    (2n  +  l)« 

c  -\-  e     » 

Hieraus  ist  der  Satz  zu  eutuehmen,  dafs  jede  rationale 
Potenz  von  e  eine  irrationale  Zahl  ist  (woraus  von 
selbst    folgt,   dafs    der    natürliche   Logarithmus    einer  jeden 

rationalen  Zahl  irrational  sein  mufs).  Wäre  nämlich  e' 
rational,  so  wäre  es  auch 
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r  r  r  r 

{(F—  e'"')  :  (e»  +  i~  ') . 

Das  ist  unmöglich/ denn  der  für  diesen  Quotienten  erhaltene 
Kettenbruch  liat  zufolge  des  Satzes  von  Nr.  13  einen  irratio- 
nalen Grenzwerth. 

Setzt  man  in  der  letzten  Gleichnng  r  »  1  s  ==  2,  so  findet  man 
die  Entwickelnng 

e  —  1        1     •     1     •  1 

r  — .       _i_        _i_         _i_  I 

Daraus  folgt,  dafs  e  nicht  Wurzel  einer  ganzzahligen  quadra- 
tischen Gleichung 

ax*  +  bx  -{-  c  =  0 

sein  kann.  ")  Denn  wäre  das  der  Fall,  so  würde  auch  (e  —  1) :  (e  -f- 1) 
einer  solchen  Gleichung  genügen,  müMc  also  einen  periodischen  ein- 
fachen Kettenbruch  liefern,  was  jedoch,  wie  man  sieht,  nicht  zutrifft. 

2)  Wenn  x  einen  negativen  Werth  erhält,  so  kann 
dafür  eine  der  Functionen  l^\{x),  F^{x)  , . ,  verschwinden. 
Von  einem  gewissen  Werthe  von  n:  n=j>  an  wird  jedoch 
keine  der  Functionen  Fn{x)  mehr  Null  sein.  In  der  That 
ist  nun 

1  >  y(y  +  1)  • .  •  (y  +  « -  1)  Fn{x) >  i  +  _^  ^^,      (h) 

wenn 

ist,  somit  Fn(x)  >  0;  es  genfigt  also,  für  ^  die  kleinste  ganze 
Zahl  zu  nehmen,  wofür 

ist.  Dann  convergirt  auch  nach  Nr.  11  der  unendliche 
Kettenbruch 

mit  negativen  Theilzühlern  und  positiven  Theilnennern.  Be- 
zeichnen wir  seine  Näherungsbrüche  mit  Fp_i,  „  und  ihre 
Nenner  mit  JVy>_i,  „,  so  linden  wir  entsprechend  der  For- 
mel (d) 

-F^(X)-  '^'-^"^  ^^,-l7n-i  ■+  ^n+1  i^)^p-~i^n 

X  (  F;^i,  „_i  Vp-i^  n)  '  (i) 

Bringen  wir  den  erstea  Factor  auf  die  Form 
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(-i)K--T--sr5?ir-0. 

80  hat  sein  Nenner  bei  lim  n  =  -{-  oo  den  Grenz werth  -f-  ^• 
Es  ist  nämlich  nach  Nr.  11 

iVp-l,  n  >  iVp-i,  n-l  >  0 

und  nach  (h) 
somit 

Der  absolute  Betrag  des  ersten  Factors  in  (i)  bleibt  somit 
für  alle  Werthe  n^p  unter  einer  endlichen  Zahl,  so  dafs 
sich  die  Relation 

Mm  V^,^n  =  F^,{x) :  F,{x) 

ergiebt. 

Aus  dem  Vorstehenden  folgt  weiter,  dafs  auch  für 
negative  Xy  wenn  x  nicht  eine  Wurzel  der  Gleichung 
F^{x)  =  0  ist,  die  Formel  (E)  gilt.  Denn  der  Grenzwerth 
von  (^)  ist  der  Kettenbruch 


y + 


X 


X  :     ^Ki^) 


Y  + 


■        .  ■        I        ■  •  ■  •  »^    ■  '■  —        -  ^ll    M  -     - 


welcher  nach  (b*)  den  Werth  Fq(x)  :  F^^x)  hat. 
Setzt  man  nun  y  =  \    x  =  —  J/^  •  4,  sodafs 

F(j{x)  =  cos  y         Fj (x)  =  2  sin  y:y 

ist,  so  ergiebt  sich  aus  (E)  die  Formel 

tany=  J  ^'^"^y   '   '••,  (k) 

welche    für    alle    reellen  Werthe   von  y,   die  nicht  ungerade 

Vielfache  von  +        sind ,  gilt.     Läfst  man  y  wie  oben  eine 

rationale  Zahl  r:s  sein,  so  findet  man  die  Kettenbruchent- 
wickelung 

tan     = '^  -'-r-  ~ , 

woraus  nach  Nr.  13  unmittelbar  hervorgeht,  dafs  zu  einem 
rationalen  Argumente  eine  irrationale  Tangente  gehört.  Dem- 
nach   mufs    die    Zahl    7t   irrational    sein;    denn   wäre  % 
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rational,    so    wäre    es    auch    \jc,    somit    tankst   irrational ^ 

während  doch  tan  ^  ar  =  1  ist. 

Ans  (k)  kann  man  noch  Bchliefsen,  dafs  n*  irrational  ist.    Da 

tan  n  =  0 
ist,  80  muTs 

n  7C  7C  „ 

sein.    Wäre  n^  eine  rationale  Zahl  r  :  «,  so  müfste 

5s        7        9s       11 

sein.    Eine  solche  Gleichung  ist  aber  anmöglich,   da  nach  dem  Satze 
in  Nr.  13  die  linke  Seite  irrational  ist. 

Bis  in  die  neueste  Zeit  hat  man  über  die  Natur  der  Zahlen  e 
und  n  nicht  mehr  gewufst,  als  im  Vorstehenden  angeführt  ist.  Heute 
ist  Dank  den  Untersuchungen  von  Cb.  Her  mite  und  F.  Lindemann 
bekannt,  dafs  beide  Zahlen  transcendent  sind  d.  h.  keine  von  ihnen 
Wurzel  einer  ganzzahligen  algebraischen  Gleichung  ist.  Es  kann  also 
keine  von  beiden  mit  Hilfe  von  algebraischen  Gurven  und  Flächen 
^    construirt  werden:  die  Quadratur  des  Kreises  ist  unmöglich.'^) 
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Zum  L  Absohnitte. 

*)  Die  Entwickelungen  von  Nr.  1—5  verdankt  man  Weierstrafs 
(vgl.  Pincherle  saggio  etc.  in  Battaglini  G.  XVIII  p.  203—210). 

^  Vgl.  Weierstrafa  Crelle  J.  Bd.  62  p.  289  und  Pincherle  1.  c. 
p.  211. 

^)  Argand  Gergonne  Ann.  V  p.  208. 

*)  Die  Definitionen  nnd  Sätze  von  Nr.  9  sind  mit  Ausnahme  der 
von  J.  Thomac  herrührenden  dritten  Definition  (vgl.  Abrißä  e.  Theor. 
d.  complexen  Functionen  1870  p.  41)  von  H.  Grassmann  gegeben 
worden  (vgl.  die  Ausdehnungslehre  1862  p.  3,  20,  233).  Der  Fall,  dafc 
die  Einheitsproducte  eich  in  der  Form  der  Gleichungen  (b)  i.  T.  auf  die 
ursprünglichen  Einheiten  zurückführen  lassen,  ist  von  ihm  nicht  aus- 
drücklich erwilhnt. 

^)  Nr.  10—12  ist  zumeist  aus  der  Abhandlung  von  Weierstrafs: 
„Zur  Theorie  der  aus  «  Hauptcinheiteu  gebildeten  complexen  Gröfsen'' 
(Göttinger  Nachr.  1884  p.  385—419)  entnommen.  Hierzu,  sowie  m 
der  unt.  erwähnten  Arbeit  von  Dedekind  hat  B.  Berloty  in  seiner 
Doctordissertation:  ,, Theorie  de»  quantitös  complexes  a  n  uniteij  prin- 
cipales'*  (Paris  1886)  einen  eingehenden  Conimentar  geliefert ,  der 
auch  einen  Abschnitt  über  die  Algebra  dieser  complexen  Grofsen 
enthält. 

•*)  llankel,  Theorie   der  complexen  Zahlensysteme  1867  p.  106. 

')  Der  Satz  ist  leicht  zu  beweisen.  Z.  B.  ein  Zahlensystem  mit 
den  drei  Elementen  c  j  c^  wo  j  .  j'  =  —  e  ist,  ist  undenkbar,  da  die 
Gleichung 

(i  .  i)  •  ^1  =j-  U  .  ^i) 
unter  diesen  Umständen  nicht  bestehen  kann. 

^)  Gauss'  Werke  II,  p.  178. 

•')  Dedekind  ,..Zur  Theorie  der  aus  n  Haupteinheiten  gebildeten 
complexen  Gröfsen"  in  den  Göttinger  Nachr.  1885  p.  141  —  159. 

^^)  Dedekind  zeigt  a.  a.  0.,  dafs  man  aus  jedem  Systeme  von 

n^  reellen  oder  gemeinen   complexen  Zahlen  c^*\  dessen  Deter- 
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minaiit«  nicht  Null  ist,  Wertho  der  Coefii dienten  lj.'\  in  deo  Gleich- 
ungen (ti)  ableiten  könne,  welche  allen  Gleichungen  (f)  und  (h)  in 
Nr.  9  Genüge  leisten  und  dafa  umgeliehrt  jedem  Systeme  l"\  (weun 
nur  eine  gewisse  DcterminaDte,  deren  Elemente  ans  den  l'-^\  im  bilden 
sind,  nicht  verschwindet)  ein  System  t^"'  sich  üuordnen  lasse.  —  Zu 
den  iu  den  Prudncten  der  i.  T.  erwähnten  Elemente  %  g,  ijt  .  .  ■  ?,_] 
vorkommenden  CoefÜcicntcn  1^^  gelangt  man  nach  Dedekind  durch 
die  Annahme 

wo  ,T|  a'„  .  .  .  .T^i  die  Wnrneln  der  Gleichung  (i)  bezeichnen. 

")  H.  A.  Schwarz  hat  bewiesen  (Gütt.  Nachr.  IfSl  p.  dlO),  dafa 
man  dieselben  Thcilajateme  erhält,  wie  man  die  Zahl  g  auch  wählen 
mag,  wenn  sie  nur  die  i.  T.  aurgeetdlten Forderungen  erfüllt.  O.UOl- 
der  hat  gezeigt  (ebenda  18S6  p.  341),  doTa  jede  Schaar  irgendwie  be- 
stimmter Theilsysteme,  welche  die  nümlicben  Rigenachaften  beaikt, 
wie  die  i.  T.  ermittelte  Ileihe  @,,  0,  .'.  ,  @^,  damit  übereinstim- 
men mar» 

Zum  II.  Abaclmitte. 

')  Vgl.  GauBB"  Werke  111  p,  6  Note. 

")  Vgl.  Gauss"  Werke  11  \^.  171  f. 

')  Vgl.  R.  Argftnd:  Essai  buc  une  maniöre  de  repräsenter  les 
qnantitea  imaginaires  etc.  S.  Aufgabe  mit  Vorrede  von  J,  IloSel  ti. 
Anhang.     Paris  1874. 

'}  Vgl.  noüel,  Sur  1a  m^tbode  d'analyse  g^omätrique  de  H.  Bel- 
lavitis  in  Nonv.  Ann.  de  Math.  S.  Sär.  T.  8  (1800).  Im  12.  und  13. 
Bande  der  S.  Serie  derselben  Zeitschrift  findet  tich  eine  anch  separat 
erschienene  tlebersetzung  der  Äbhandung  von  l^ellavitis  aus  dem 
Jahre  1854:  „Sposizione  del  metodo  dellc  eqiiii.ollenKe"  von  Laisant, 
Diese  Schiift  ist  von  nns  mehrfach  benutzt. 

Mancher  der  von  uns  vorgeführten  Anwendungen  der  geometri- 
schen Theorie  der  c.ompleien  Zahlen  begegnet  man  auch  in  der  älteren 
deutschen  Litteralur  über  diesen  Gegenstand,  vou  der  wir  H.  Scheff- 
1er;  Üeber  das  Verhältnifa  der  Arithmetik  Mir  Geometrie,  Brann- 
schweig  1846;  F.  Riecko;  Die  Itechnung  mit  llicbtungszahlen,  Stutt- 
gart 186G  erwilbnen, 

')  Vgl.  insbesondere  A.  F.  MObius:  Abhandlungen  in  den  Ber. 
d.  kgl.  silchs.  Ges.  d.  Wiss.  1852 — 05  und  die  zusammenfassende  Dar- 
stellung derselben  iu  Witisehers  Grundlinien  der  ncueirn  Geome- 
trie 1858. 

*)  BcIlaTitis  nennt  solche  Strecken  Uqnipollent  und  drückt 
ihre  Beziehung  durch  ein  eigenes  Zeichen  ans,  was  nach  I.  4.  d.  I.  T. 
nicht  Eweckmüisig  ist. 
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')  Cauchy,  C.  d'Analyse  p.  180. 
'*)  Hankel  1.  c.  p.  79. 

®)  Wenn  die  gleichlangen  Strecken  e  i  den  Winkel  co  einschliefseD, 
wenn  also 

XOY  ^EOJ.^(o 

ist,  wobei  die  positive  Drehungsrichtung  in  der  Constructionsebene  als 
gegeben  vorausgesetzt  ist,  so  hat  man 

i .  i  «  —  e  +  (2  cos  o)  i . 

•)  Gauss'  Werke  II.  p.  103. 

*^)  Argand,  Gergonne    Ann.    V.  p.  208.     Cauchy   (C.   d'Ana- 
lyse p.  183)  nannte  cos  0  +  *  8i>*  ö  „rexpression  rednite". 

")  Die  von  Gauss  empfohlenen  (vgl.  Grunert,  Arch.  38.  Bd.  p.  366) 

imd  angewandten  Schreibweisen  cos  a*  statt  (cos  a)*,  cos  («**)  u.  s.  w. 
scheinen  mir  zu  einigen  anderen,  wie  dx^  für  {dxf  dagegen  d{x*)^ 
f{x^) ,    besser    zu    passen    als    die    gegenwärtig    mehr    verbreiteten 

cos"  a,  cos  a"  statt  cos  (a**)  u.  s.  w. 

")  üeber   die   Entwickelung    von    cos  9"*  sin  Ö**    vgl.   Her  mite 
C.  d'Analyse  I  (1873)  p.  38. 

")  Nr.  15  und   16  nach  Möbius,  Ber.  d.   kgl.  Gee.  d.  Wiss.  zu 
Leipzig  1852  p.  41  und  1853  p.  14. 

")  M.  Ohm,  Versuch  e.  voUk.  cons.  Systems  etc.  II.  p.  386. 

^*)  Vgl.  Cauchy,  C.  d'Analyse  p.  263. 

*«)  Vgl.  Cauchy  1.  c.  p.  222. 
0  Vgl.  Schlö milch,  Handb.  d.  alg.  Anal.  §  64. 


n\ 


Zum  m.  Abschnitte. 

^)  Vgl.  Siebeck  in  Grelle  J.  Bd.  55  (1858)  p.  242. 

*)  Vgl.  Cauchy,  Compt.  rend.  T.  32  (1851)  p.  161. 

®)  Die  erste  Bezeichnung  rührt  von  Weierstrafs  her,  die  zweite 
ist  von  Briot  und  Bouquet  entlehnt.     Vgl.  V.  Note  9*). 

*)  Monatsber.  d.  kgl.  Acad.  d.  Wiss.  zu  Berlin  1880  p.  728. 

*)  Vgl.  Riemann  Werke  p.  89. 

•)  Die  Definitionen  der  Grenzwerthe  von  Functionen  complexer 
Veränderlichen  rühren  von  Weierstrafs  her. 

'')  Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dazu,  dals  eine 
reelle  Function  zweier  reellen  Veränderlichen  ^t]  :  q)(5^)  bei  den  von 
einander  unabhängigen  Grenzübergängen 

lim  i  =»  a        lim  rj  1=^  ß 

einen  endlichen  Grenzwerth  hat  (vgl.  IX.  20  d,  I.  T.),  besteht  darin, 
dafs  zu  jeder  Zahl  f  >  0  Zahlen  ^  >  0  d'  >  0  gehören,  derart,  daü 
wenn  J  i^ ,  5'  i?'  ^^^  vorgeschriebenen  Bereiche  von  J  rj  ängehörigc 
Werthsysteme  bezeichnen,  welche  den  Ungleichungen 
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I  r  -  «  |<  ^  I?'  -  ß  i  <  5' 

genügen , 

I  9(5'»V)  —  9(i^)  i  <  « 

ist.  Der  Satz  wird  auf  ähnliche  Art  bewiesen,  wie  der  entsprechende 
für  Functionen  einer  Veränderlichen  in  IX.  8.  d.  I.  T. 

*)  Nach  Weierstrafs.  Vgl.  Pincherle  Saggio  etc.  BattagUni  G. 
XVIII.  p.  246. 

®)  Vgl.  Möbiua,  Ber.  d.  kgl.  Ges.  d.  Wies,  zu  Leipzig  1863  p.  14, 
176  und  Siebeck  1.  c. 


Zum  IV.  Absohnitte. 

^)  Cauchy,  C.  d'Analyse  p.  86. 

-)  Cauchy  1.  c.  p.  95.  Weierstrafs  nach  Pincherle  1.  c. 
p.  319. 

^)  Dieser  Beweis  des  Fundamentalsatzes  der  Algebra  rührt  im 
Wesentlichen  von  Argand  her  (vgl.  Essai  2.  edition  p.  118).  Die 
von  ihm  zu  Grunde  gelegte  Annahme,  dafs  P{^ri)  seine  untere  Grenze 
X  erreiche,  läfst  sich  nach  dem  i.  T.  benutzten  Satze  von  Weier- 
strafs als  zutreffend  erweisen. 

*)  Gauss  in  seiner  Doctordissertation  1799  (Werke  III). 

^)  Beweis  nach  Argand  Essai  p.  38. 

«)  Nach  Uaabe,  Grelle  J.  42  B.  —  H.  Kinkelin  (vgl.  VI.  12) 
und  B.  Imschenetzky  bezeichnen  das  Polynom  fp„^^x)  :  ml  als  Func- 
tion von  Jacob  Bernoulli  (vgl.  Mem.  de  TAcad.  de  St.  Pötersbourg 
7.  ser.  T.  31.  1883).  Daselbst  findet  sich  auch  ein  directcr  Beweis 
für  die  Relation  d^^  =  0.    Als  erste  BernouUi'sche  Function  tpi(x)  wird 

passender  x  —  1  statt  x  gewählt. 

')  Die  analoge  Formel  für  ganze  Functionen  von  zwei  Veränder- 
lichen giebt  Cauchy  C.  d' Analyse  p.  96. 

8)  Gauss'  Werke  III.  p.  276. 

•)  Aus  der  Formel  (16)  in  XI.  6  d.  I.  T.  ergeben  sich  die  Un- 
gleichungen : 

(0  <  ic  <  1)        X  —  ^x*  <  Z(l  +  xXx  (a) 

(0  <  x  <  1)        x<-l{l-x)<x+  ^——y  (b) 

die  letzte  nach  (2)  in  X.  32  d.  I.  T.     Die  Relationen  (a)  gelten  aber 
für  jedes  positive  x^  wie  sich  auf  die  folgende  Art  ergiebt.     Es  ist 


-'0-iT^)  =  '(»  +  ^>' 


somit,  da  bei  positivem  x 

0  <  a; :  (1  +  äX  1 
ist,  nach  (b) 
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Da  der  letzte  Auadrack  kleioer  als  x,  x  :  (1  +  x),  fall«  z  >  1  üt, 
grcraer  aU  x  —  \x'  ist,  so  gelten  die  Fonneln  (a)  auch  wenn 
a:  >  1  ist. 

Zum  Y.  Abaohnitte, 

')  Abel,  OeiitreH  pnr  Lie  et  Sjlow  I.  p.  231, 

")  Eiaenatcia,  Math.  Abhand).  1847  p.  335. 

')  CauGhy,  C.  d' Analyse  p.  517. 

*)  Vgl.  Catalan;  Traitt!  61.  d,  S^riea  (ISfiO)  p.  32,  Dirichlet, 
Vorlesungen  ßber  Zabletilhcorie  §  143. 

')  Vgl.  Weierstcafa,  Crelle  J.  61  Bd.  (1«5Ö)  p.  23-33. 

•)  Weierstraffl  1.  c.  p.  89. 

')  Pringahüim,  Math.  Ann.  XXV.  p.  419. 

*)  lu  dem  allgemeinen  Falle,  dala  x^  nicht  auf  Or  Uegt,  iat  d«r 
Satz   vom   Verfasser  gezeigt  worden  vgl.  SchlCmilch  Z.  29  Bd.  \\  ISI. 

*)  Vgl.  Cauchj,  Resumi.'s  analytiqaea  1833  p.  Ißl. 

"»)  Canehj  (Compt.  reud.  T.  32  p.  484)  bezeichnet  eine  Func- 
tion fix),  welche  in  einem  zusammenhäiigendeD  EbeneoBluck  g  ein- 
deutig, stetig  und  mit  einer  endlichen  und  etetigeu  Ableitung 
f'{x)  begabt  ist,  als  monogen  in  S,  Briot  nnd  Bouquet  (Thäor.  d. 
fontions  ellipt.  2.  i^d.  1875  p.  14)  ala  homolorph  in  g.  Kach  d 
i.  T.  erwäbtiten  Satze  vonCuochy  ist  diese  Function  in  jedem  Funkte 
von  3  vom  Cliaracter  der  ganzen  Piini;tionen. 

•••)  Hinsichtlich  dej  Verhaltens  der  Reihe  (8)  i.  T.  in  den 
Punkten  des  Kreises  k  vom  Mittelpunkte  x^,  welcher  den 
Couvergeu^kreis  der  Reihe  (I)  von  Innen  berührt,  be«t<-ben 
die  folgenden  Sätze; 

1)  „Ka  bezeichne  x,  den  Benlbrungsjuinkt  der  beiden  Kreise 
(Fig.  2a).  Convergirt  die  Heibe  (I)  fflr  a;  =  .t, ,  so  convergirt  ilafilf 
auch  die  Heibe  (8)  nnd  hat  den  nä.mlichen  Grenzwerth."  Der  Bewcia 
ist  vom  Terfasser  geliefert  in  SchlSmilch  Z.  Bd.  XX  p,  373.  Der  nm- 
gokehrte  Satz  gilt  ebenfalls,  da  man  die  Reihe  (1)  als  aus  der  Reihe 
(8)  für  den  Punkt  x  ^  Q  abgeleitet  betrachten  darf,  sei  es  unmittel- 
bar oder  durch  Einschaltung  von  Funkteu  auf  Ox, ,  deren  Ab«l^de 
kleiner  als  |  x^z,  \  sind.  —  Mit  denselben  Mitteln  wie  den  Sala  1) 
beweist  man  den  folgenden: 

2)  „Convergirt  die  Reihe  (J)  fQr  .r  —  x,  absolut,  so  couvei^rt 
die  Reihe  (8}  in  allen  Punkten  des  Kroixes  k  und  hat  überall  die  näm- 
liche Snmme  wie  die  Reihe  (1)."  —  Endlich  ergiebt  sich  mit  Hilfe 
des  4.  Satzes  in  Nr.  18  noch  der  Satz; 

3)  „Uat  die  Snmme  f{x)  der  Reihe  (1}  in  dem  Punkte  x  ^  X, 
den  Character  einer  ganzen  Function,  so  convergirt  die  Reihe  (8)  in 
allen   Punkten    des   Rreiaeit  k  abaoliit   nnd    hat    überall    dia   nUralJche 


Sutuine  wie  die  Reihe  (1)."  Da.  die  Summen  der  Reiben  (I)  und  (8) 
IQ  allen  Puukteo  innerlialb  k  übereinatimmeo ,  ao  verliert  die  Summa 
von  (8)  in  keinem  Fnnkte  den  Kceiaea  k  den  Cljnmctcr  einer  gauzeu 
Fnnction;  dieepr  Kreia  kann  also  nicht  ibr  CouTärgenzkreis  ^ein.  Ut 
aber  der  Convergenzradius  von  (8)  gpörner  als  |  x^x,  \ ,  lO  conTergirt 
diese  Reibe  in  allen  Funkten  des  Kreises  k  absolut. 

'")  Niich  WeieCBtrafj!  (»gl.  Pincherle  I.  c.  p.  a49). 

")  Der  Satz  wurde  von  Cauchj  mit  Hilfs  der  Intcgralrecbnunf; 
bewiesen.  Di?r  hier  gegebene  Beweis  riilirt  nach  Serret  (Handbuch  d. 
hob.  Algebra  I.  Nr.  fiOl)  im  WeBentlichen  v.  E.  Bonch<5  her. 

"'■-,  Vgl.  WeierstrarB,  Monatabor.  d.  Berl.  Acad,  1880  p,  793.  — 
Der  Verfasser  liat  in  den  Mathem.  Ann.  (Bd.  24  p.  1G9)  gezeigt,  dafs 
unter  den  im  Satze  gemachten  Voraussetzungen  die  Doppelreihe  mit 
dem  allgemeinen  Gliedöo,„  „«-  convergirt  (vgl,  p.  Si7  d.  1,  T.). 

")  Solche  Ausdrücke  hat  zuerst Wei  erat  ra  Tb  angegeben  (ygl.  III,  5). 
Der  i.  T.  mitgetbeilte  rührt  im  Wesentlichen  von  J.  Tannery  her  (vgl. 
Monatsber,  d.  Berl.  Acad.  1881  p.228  und  A.  PringaheimMathem.  Atinal. 
XSII.  p.  lOi)).     Den  Ausdruck   (20J  hat  Pringshaim  a.  a.  O.  gegeben. 

")  WeicrstrafB  nach  Pincherle  1.  c.  p.  360. 

'°]  Die  den  i.  T.  angeführten  Sätzen  eutap  rech  enden  von  Cauchj 
und  Laurent  sind  allgemeiner,  indem  darin  fOr  /(.c)  lediglich  die 
lIonogeneitü,t  (s.  o.  'J*))  von  f(x)  innerhalb  eines  Kreisea,  bezw. 
Kreisringes  gefordert  ist. 

")  Den  Beweis  des  3.  Satzes  i.  T.  bat  L.  Scbeeffer  geliefert 
(Acta  matb.  IV.  p.  375).  Ebenda  p.  80  findet  man  einen  elementaren 
Beweis  desselben  von  (J.  Mittag- Leffler. 


Zum  VI.  AbBolmitte. 

')  Hu  Nr.  1—1  vgl.  Cauchy,  C,  d'Äualjso  p.  301.  Ohm,  Vers,  t 
Syateraes  d.  Matb, (1822)  11.  p.  313.  —  Die  ßeioichnung  „Hauptwerth"  di-r 
„uiu  Wurzel,  des  Logarithmus,  der  Potenz  stammt  von  Weierstrafa. 
Cauchj  gebrauchte  dafür  die  von  E.  G.  BjOrling  vorgescbliigenen 
Naraenr  „raciiie,  logarithme,  pulasance  principale"  (vgl.  des  Letzteren 
Artikel  in  Grnnert  A.  XXI.  p.  1).  Er  bestimmte  sie  zuerst  nach  der 
i.  T.  gegebeneu  Regel,  änderte  dieselbe  aber  spilter  dabin  ab,  dals  die 
Neigung  a  der  Zahl  a  nicht  auTserhalb  des  Intervalles  (—  it,  +  ") 
anzusetzen  sei,  sodafs  es  zwei  Uauptwerthe  für  den  Logarithmus  u.  a.  tr. 
einer  negativen  Zahl  giebt.  Der  Verfasser  bat  es  jedoch  fQr  zweck- 
millsig  erachtet,  die  Symbole  la  o'  anch  fiir  reelle,  negative  Werthe 
von  a  eindeutig  zu  definiren. 

')  Die  Eulcr'sche  Methode,  die  Binomialreibe  zu  summireu,  wurde 
von  Cauchy  {C.  d'Analyse  p.  291)  aof  complexe  Werthe  der  Ver- 
äuderlicheu  ^  und  von  Abel  (Oeuvres  par  Lie  et  Sylow  1.  p.  226)  auch 
auf  compleie  Werthe  des  Exponenten  «  ausgedehnt.  —  Die  Eutwicke- 
Inng  von  {(1  -|- x)  nach  Cauchy  a.  a.  O,  p.  ^45. 

Slnli,   Vü.lg.u,>B™      U,  21 


j 


*)  Abel,  Oeuvres  I.  | 
*)  Vgl.  Lehmann  in 


218. 


Gn 


Bd'a  Ari'h.  31. 


p.  121. 


')  Die  hier  gegebene  Ableitung  der  Formeln  (18)~(20)  fii 
sieb  in  J.  Thomae's  eleni.  Tbeor.  il.  analst.  FnnctioneD  §  133.  Die 
Convergenzbedingiingcn  für  dieselben  bat  bei  reellem  s  Canchj  an- 
gegeben (C.  d'Analyue  Note  VIII). 

")  Kinkelio,   Allg.  Tbeor.   der  bai'moniachen  Reihen  1882  p.  8. 

Ztun  Vn.  Abaolinitte. 

')  Vgl.  G.  Mittag-Lefller.  Acta  math.   IV.  p,  30. 

')  U.  Dini,  Amiali  ili  Mat.  2.  »er.  II.  p.  36.  Weierstraf»  naeh 
Pincberle  a.  a.  0.  p.  238. 

')  Nach  WeierBtrafa  {vgl.  Pincberle  a.  a.  O.  p,  231). 

»*)  Vgl.  G.  Mittag-Leffler,  Acta  math.  iV.  p.  31. 

*)  Der  Ton  Cauchy  gegebene  besondere  Fall  dea  Satzes  ateht 
C.  d'Änalyne  p.  6G3.  Für  reelle  a^  und  gerade  m  fand  den  Sati 
F.  Arndt  (Grunert  Arch,  SXI.  1863  p.  86).  Die  im  /.neaUe  anagespro- 
ebene  Verallgemeiueriiug  dee  Satzes  rübrt  von  A.  Pringsheim  her 
[Tgl.  Mathem.  Ann.  XXll.  p.  48S).  Daseibat  sind  ftuch  die  Werthver- 
!lnderuDgen  Uediogt  convergenter  Prodncte  bei  UnistelluRg  der  Fac- 
toren  nnt^raucbt. 

'*)  Vgl.  Arndt  1.  c.     Daselbat  weitere  Beispiele. 

'')  Die  unendliche  11  Prodacte  för  den  Sinus  und  CoBinus  rühren 
von  Euler  her  (Introductio  in  Anal.  inäu.  1748,  I.  g  lG6f.).  Er  gebt 
vou  der  Formel 

'■--^-((■  +  fr- (■-:)•! 

auB  und  zerlegt   i^nuilcbst  die  hinter   dem  Zeichen   lim  atohenill 
Fnnetion  n'™  Grades  von  x  in   lineare  Factorea.    Führt  i 
HO  erhaltenen  Gleichung  deo  Grenzübergang  lim  x  ^^  0  dnrcfa^ 
langt  mau  «ur  Oleicbnng 

Äl(..0-(.-)>i7(-.[^]y. 


(«=^^(•+1). 

Hieraua  rdgt  bei 

die  Gleichung 

lim  n  =  +  oo 

welche  der  Formel  (8)  i.  T.  entspricht    Die  weitere  Entwiekelung  bis 
KU  der  lar  jeden  Werth  von  x  geltenden  Soblulsformel 


^H(.  +  Ä) 


verläuft  volistäadig  parallel  der  von  der  Formel  {i)  bis  (T)  i.  T. ,  nur 
im  Einzelnen  etwas  einfachtr.  Das  Kuler'Hche  Verfabrun  ist  dem  i.  T. 
gegebeaeu  ToraaEJehen,  weluLes  sieb  an  Cauchy  (C.  d' Analyse  p.  566) 
nnd  Thonae  (EL  Theor.  d.  luial.  Fanct.  p.  90)  aaschlierBt.  —  filols 
mit  Benntziing  der  Formel 

ein  2x  =  2  sin  j:  cob  so 
gelangt  man  eu  einer  der  Formel  (3}  äquivuleuton  ua<ib  Ei.  Schröter 
iScblömilch  Z.  Xill.  p.  267). 

')  Euler   BteIH  a.   a.   0.   g   156   die   Functiofl  (e^  —  1)  ;  a:  Uurcii 
den  Ausdruck 


Ml 


+  - 


{»  =  Si  +  1) 


dar,  welcber  von  geriuger  Bedeutung  iat.  Die  j.  T.  aufgeführte  Zer- 
legnug  derüelben  rilbrt  von  Cancby  ber  (Euere,  d.  Math.  IV.  p.  SOO). 
—  Die  Aufgabe,  die  ganaoii  traiiBOendcnton  Functionoo  in  Primfiinc- 
tionen  zu  zerlegen,  int  erat  vou  Weieirstrars  vollatiLDdig  gelDst  wor- 
den (vgl.  aeine  ALh.  „zur  Theorie  d.  eindeut.  anal.  Functionen"  1877). 
Nach  W.  bat  man 


'Hi 


wo  r  alle  ganzzahligeo  Weitbe  aoTser  Null  durchläuft.,  Dax  Product 
rechts  convergirt  nämlich  unbedingt,  wie  nach  dem  3.  Satze  in 
Sv.  6  leicht  zu  zeigen  iat. 

')  Euler,  lutroducUo  I.  §171  f.  Es  aind  jedoch  a.  a.  Ü.  bedingt 
Gonvergirende  ProdMctu  benut^it,  wodurch  die  Reeultate  uneicher  wer- 
den. Andere  elementare  Methoden,  die  Parti albiuchentwickelung  von 
cotiK  etc.  herzustellen,  sind  von  Schröter  (I.  c.  p.  264)  nnd  von 
Thomae  (1.  c.  p.  90)  gegeben.  —  Das  wahre  Wesen  der  Partialbrnch- 
xerleguug  der  ciudeutigen  analytischen  Functionen  iat  erst  von  Mit- 
tag-Leffler  und  Weieratrafa  erkannt  worden  (vgl.  des  Eratoreu 
Noten  in  den  C.  U.  1882). 

")  Euler  I.  ü.  I.  g'l'ja.     Inst.  cale.  diff.  II.  §  121. 

*)  Stern,  Borchardt  J.  88.  Bd.  p.  85.  —  Von  T^  an  ist  jeder  Tan- 
gente neoefßcient  durch  16  tbeilbar,  wie  sich  leicht  durch  den  Sghlufs 
vou  3,  4  ...  g  —  1  auf  s  ergiebt.    Uehrigens  sind  acbon  die  Zahlen 

2(2"-i)ir, 

ganz  und  zwar  nngerade  (Catalan  C.  B,  LVIU  p.  1106). 

'")  Ueber  diesen  uod  andere  Sätze  über  die  Euler'scheu  Zahlen 
vgl  Stern,  Borchardt  J.  79.  Bd.  p.  07.  —  Jede  Euler'ache  Zahl  ist 
von  der  Form  ik  +  l  (Sylvester  in  C.  B.  Ul.).  Beweis  durch 
21* 
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Schlufa    von    1,  2  ...  s  —  1    auf  8.      Unter  VorauBüetzung ,   dafs  E, 
E^  ,  .  .  E,_i  ganze  Zahlen  von  der  Form  4^+1  sind,  läf^t  sich  E^ 

mittelst  der  liecursionsgleichung  i.  T.  auf  die  Form  bringen 
wo  K  L  ganze  Zahlen  und  zwar  letztere 

ist.     1  —  L  ist  aber  der  reelle  Theil  von  (1  +  *)"'•     Man  hat  nun 


9     A^*  /'1  -L  *•^2*  «  o"  A*' 


1  +  £  =»  y2  .  c^'''  (1  +  0     =  2"  e 


71  I 


also  je  nachdem  8  ungerade  oder  gerade  (==  2/)  ist,  1  —  L  gleich  Null 

oder  (—  l)'-2"'  d.  i.  L  hat  die  Form  4iC'  +  *>  ^^  ^'  ^^^^  ganze  Zahl 
bedeutet. 

")  Euler,  Introductio  I.  §  191  f. 

Zum  VnL  Absohnitte. 

*)  Euler,  Introductio  in  Anal.  inf.  I.  §  361. 

')  Vgl.  Seidel  in  d.  Abb.  der  bayr.  Acad.  2.  Cl.  Vll.  Bd.  (1855) 
p.  666.     Daselbst  ist  auch  Satz  3)  bemerkt. 

»)  Vgl.  Seidel  1.  c.  p.  567. 

*)  Vgl.  Stern,  Lehrb.  der  algebr.  Analysis  p.  307. 

^)  Dieser  Satz  wurde  von  L.  Seidel  und  M.  A.  Stern  gefunden. 
Vgl.  Seidel  1.  c.  p.  562. 

*)  Vgl.  Lambert,  Beiträge  11.  p.  72. 

')  Vgl.  Seidel  1.  c.  p.  582;  Storn,  Lehrb.  d.  alg.  Analysis  p.  209. 

"")  Vgl.  Seidel  1.  c.  p.  685  f. 

")  Vgl.  Storn,  Göttinger  Nachrichten  1863  p.  143. 

^'^)  Vgl.  Legeudre,  Elemeus  de  Geometrie  4.  Not»\ 

*')  Die  Formeln  (34)  sind  im  Falle  w  =  1  öj  =  1  von  0  lausen 
im  3.  Bd.  von  Crelle's  J.  aufgestellt  worden;  S.  Günther  hat  sie  für 
jeden  eingliederig-periodischen  Kettenbruch  gegeben  (vgl.  Darstell,  d. 
Näherungsw.  von  Kettenbrüchen,  Erlangen  1873  p.  51).  —  Dafs  di»i 
Näherungöbrüche     ^/,„,^;.    eines    periodischen  KetteubrucheH    für  alle 

Werthe  von  r  mit  Aubuahmo  eines  einzigen  r  =  s  bei  lim  7/  =  -f-  oo 
die  eine  Wurzel  a  der  quadratischen  Gleichung  (30)  zum  Grenzwerthe 
haben  können,  während  Vj^n^x^  durchaus  gleich  ihrer  anderen  Wurzel 

h  ist,  hat  Thiele  hervorgehoben  (vgl.  Fortschr.  d.  Math.  XI.  p.  150). 
"*)  Wenn  |  <Z  |  =  |  c  |  ,  J  :  c  jedoch  keine  Einheitswurzel  ist,  so 
divergirt  der  Kettenbruch  (29),  wie  aus  der  Formel  für  z^^^,,,  i  ^  :  ^^j^,„_l^ 
hervorgeht.  Conv^ergenz  desselben  wäre  jetzt  nur  möglich,  wenn  ent- 
weder Z^  —  «iNT.  oder  Z^  —  hN^  für  alle  Werthe  r  =  1,  2  .  .  m  ver- 
schwinden würde.  Da»  kann  aber  nicht  eintreten,  so  lange  alle  Zähler 
a^  von  Null  verschieden  sind. 
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^^)  Dafs  die  absolut  kleinere  Wurzel  der  Gleichung 

x^  4:  2Bx  +  ^  =  0, 
falls  nur  i5' >  yl  ist,  dem   i.   T.  angegebenen. Kettenbruche  gleich 
ist,  hat  A.  F.  Mob i US  gezeigt  (Grelle  J.  VI.  1830  p.  234). 

i:»j  \Yir  verweisen  auf  diis  2.  Cai?.  d.  1.  T.  v.  Serret's  höherer 
Algebra. 

'*)  Euler,  Introductio  in  Anal.  inf.  I.  §  368—373. 

^*)  Dieses  Verfahren  ist  von  Legend re  1.  c.  zu  den  Eutwicke- 
lungen  in  Nr.  18  benutzt  worden,  femer  von  Gaufs  in  der  Theorie  der 
hypergeometrischen  Reihe  (W.  III.  p.  134).  Die  Convergenzbetrachtung 
nach  Schlömilch,  algebr.  Anal.  §  67. 

*'^)  Die  Irrationalität  von  c*  bei  rationalem  x  und  von  n  hat 
Lambert  (Beiträgen.  1.  p.  159)  zuerst  gezeigt.  Seinem  Beweise  fehlt 
zur  völligen  Strenge  noch  der  Satz  von  Nr.  13,  den  Legendre  1.  c. 
hinzufügte.     Letzterer  bemerkte  auch,  dafs  n*  irrational  ist. 

»^)  Stern,  Algebr.  Anal.  p.  342. 

**)  Vgl.  Ch,  Hermite,  sur  la  fonction  exponentielle,  Paris  1874; 
F.  Lindemann,  Math.  Ann.  XX.  p.  213;  Weierstrafs,  Sitzungsb. 
d.  Acad.  d.  W.  z.  Berlin  1886  p.  1067. 


Berichtigungen. 

Zum  ersten  Theile. 

S.  1,  Z.  2  V.  u.  st.  „die  mit  einem  Dinge"  L  „von  denen  je  zwei 
mit  einander**. 

S.  5  1.  Z.  st.  „V.  1"  1.  „V.  2". 

S.  11,  Z.  6  st.  „B  =  i5'"  1.  „J5  ^  2>''". 

S.  45,  Z.  6  V.  u.  st.  „a   +  ß'**  1.  „«'  +  (3". 

S.  49,  Z.  2  V.  u.  st,  „y"  1.  „d". 

S.  66,  Z.  11  V.  u.  nach  „nicht"  schalte  ein  „beständig". 

S.  103,  2.  Satz  st.  „Bedingung  bezw.  Relation  (/")  1.  „Conver- 
genzbedingung". 

S.  112,  Z.  2  fehlt  nach  „Zahl"  „c". 

S.  119,  Z.  11  u.  10  V.  u.  st.  „c"  1.  „c".  —  Z.  8  V.  u.  st.  „2"  1.  „1". 

S.  122,  Z.  16  V.  u.  st.  „<"  1.  „>". 

S.  164,  Z.  2  V.  u.  st.  „=  e*"  1.  „e*  =". 
S.  164,  Z.  4  st.  „>"  1.  „<". 
S.  173,  Formel  (d)  st.  „— "  1.  „=". 
S.  183,  1.  Z.  fehlt  die  Marke  „(p)". 

S.  192,  Z.  2  V.  u.  nach  „Werthe"  schalte  ein:  „der  unabhängigen 
Veränderlichen  x^  auf  der  zweiten  die  Werthe". 

^     S.  213,  Z.  16  Y.  u.  L  „/;(a:>"Va («>"'•  •  •  fn{xY^''. 
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S.  220,  Z.  7  V.  u.  st.  „denselben"  1.  „einen^^ 

S.  229,  Z.  7  8i  „ao^^^**  1.  „a/®^". 

S.  247,  Z.  13  V.  u.  st.  „absolute"  1.  „nothwendige  und  hinreichende 
Bedingung  der  unbe dingt en^ 

S.  266,  Z.  10  u.  11  fuge  nach  „und**  zu  „eine**,  st.  „Functionen*' 
1.  „Function",  und  st.  „sind**  1.  „bilden*'. 

S.  274,  Z.  8  nach  „nimmt**  fehlt  „man". 

r  —  T  T  —  T 

S.  278,  Z.  9  V.  u.  si  „  — j — >  =  a**  L  „  — , — ;  c  =  a«'*. 

S.  280,  Z.  6  füge  zu  „bei  lim  o;  =  r  —  0". 

S.  286,  Z,  11  st.  „ii,„^„"  1.  „C„,,«"   —  Statt  Z.  2   v.  u,   „es  zwi- 

sehen"   bis    S.  287,  Z.  3  „so  dafs"  1.  „IAO)  |  <  iS  ist,  so  dafs  eine 
positive  Zahl  A  ^H  sich  so  bestimmen  läfst ,    dals  für  alle  Werthe 
von  .r,  deren  absoluter  Betrag  kleiner  als  A  ist,  |  f{x)  \  <.  S  ist,  die**. 
S.  287,  Z.  4  st.  „Also"  1.  „Auch**. 

s.  289,  z.  11 V.  u.  st.  „rcojo),  fipcx  1.  „r(^),  r{x)\ 

S.  300,  Z.  7  st.  „  =  "  1.  „.<". 
S.  809,  Z.  6  st.  „<"  1.  „>". 
S.  318,  zw.  Z.  6  u.  7  ist  die  Gleichung  einzuschalten 

log  100  =  log  9  +  log  11  +  2M  !—  +  i^jl^y+  .  .  .  .1  . 

Zu  Nr.  7.  Das  hier  entwickelte  Verfahren  wurde  zuerst  von 
Briggs,  hierauf  von  Leonelli  gefunden  (vgl.  Leonelli  Supplement 
logarithmique.    Herausgegeben  von  Hoüel,  2.  cd.  1876  p.  60). 

S.  327,  Z.  14  u.  24  st.  „log**  1.  „1**. 

S.  333  fehlt  die  Note  „*)  Der  Beweis  des  3.  Satzes  ausgenommen, 
nach  Duhamel,  Des  methodes  dans  les  sciences  de  raisonnement  IL 
p.  446  f.**. 

S.  337,  Z.   15  V.  u.  st.  „cp/*  „12"  1.  „(qpj**  „11**. 


Zum  zweiten  Theile. 

S.  25,  Z.  3  V.  u.  st.  „r/^  .  /y.,"  L  ,,9*  •  /"• 

S.  35 ,    Z.  1    st.    „neuen    Gröfseu**    1.    „deu   neuen    Gröfsen    ent- 
sprechenden Zahlen**. 

S.  123,  Z.  10  V.  u.  fehlt  die  Marke  „(1)". 


